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Resumen

Se presentan algunos conceptos bdsicos tensoriales, junto
con el desarrollo de una forma prdctica del tensor de
curvatura de Riemann-Christoffel, tensor que es de mucha
utilidad en diferentes aplicaciones.
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Introduccion

Como se conoce, en un espacio de Riemann, el elemento longitud de
arco: ds, presenta la forma cuadritica diferencial:

2 — g dxtdrd
ds® = g;; dz* dz’. 1)
(Lo que estamos escribiendo usando la convencién de indices repetidos
o convencién de Einstein).

gi; es un tensor covariante de segundo orden, denominado tensor métrico
fundamental o simplemente tensor fundamental, del espacio de Riemann.

Las componentes de un tensor en general T;ll;: P (p veces con-
travariante y q veces covariante) entre sistemas coordenados en general,

digamos z* y Z* se transforman de acuerdo a la ecuacién:

T—’il'ig...ip _ af’il 3_1:_i2 afi” 3:1:” amrz 6$rq Tk1k2...kp (2)
Ngada T gk Gghe T Bzke §Th Gz T Omie AT

i1ig...ip
Si derivamos parcialmente el tensor —32-*¢ (donde utilizaremos
la notacién simplificada de una coma, para indicar la derivada:

a 111.2
—Jalhs—— T;ll;z’ T (notacién))
z

se observa que, exceptuando el caso de coordenadas cartesianas, el re-
sultado no es un tensor (las componentes resultantes de la derivada, no
cumplen la ecuacién (2)).

Una nueva derivada, denominada derivada covariante, (donde uti-
lizaremos la notacién simplificada de un punto y coma, para indicar esta
derivada:

Ttz ,s) (3)

J132.. Jq
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resuelve este problema, estableciéndose para este fin, un conjunto de
funciones: I";'- «» denominado conexién afin del espacio (componentes I‘;'.k
que no cumplen la ecuacién (2)), pero permiten que el resultado (3)
sean componentes tensoriales (estas componentes (3) si cumplen con la
ecuacién (2)).

Luego, se establece por ejemplo, que la derivada covariante, de un tensor
covariante t;; de segundo orden viene dada por la expresion:

k k :
tijih = tijn — Dip tej — Dgp Lk (4)
Los espacios en los cuales se definen las componentes I‘;-k, son de-
nominados espacios de conexién afin.

Cada conexién afin que se defina, implicara una derivada covariante
en particular, ligada a dicha conexién.

La diferencia entre las componentes de una conexién:
i i _ i
e —Tkj =T (5)

establece una entidad tensorial TJ?',c (T;,c cumple la ecuacién (2)) denomi-
nada: Tensor de torsién del espacio. Se observa que si el tensor de torsién
es nulo, la conexién afin serd simétrica: [, = T,

Si se busca ahora las condiciones para que las derivadas covariantes
segundas, sean independientes del orden de derivacién, esto es, por ejem-
plo, considerando un tensor de orden uno contravariante:

the = thk (6)
(donde t}, = t% + T% t/).
Se establece que:

. . o .y
o — t = Ry t? — Tty ()

Pro Mathematica, 24, 47-48 (2010), 41-50, ISSN 1012-3938 43



Francisco Pasquel

donde:
Riy = Tiy — Ty + T T — T Ty (8)

es una entidad tensorial, denominada tensor de curvatura del espacio.

(Se demuestra en general, que si el tensor de curvatura y torsién son
nulos, las derivadas covariantes segundas de cualquier tensor, son inde-
pendientes del orden de derivacién).

Si en un espacio de Riemann, se busca una conexién afin en particular,
que cumpla con las condiciones:

que dicha conexién sea simétrica y que la derivada covariante, ligada a
esta conexién, del tensor fundamental sea nula, esto es:

gijin = 0. (9)
Se establece utilizando (4) que:
k 1
Lij gne = 5 (9ing + gini — Gisn) - (10)
Para el segundo miembro de la ecuacién (10) se utiliza la notacién:

.. 1
lij,h] = §(gih,j + Gjni — Gijh) (11)

(11) es denominado: Simbolos de Christoffel de 1ra. clase.

Despejando en (10) la conexién Ffj (gnx multiplicado por su forma con-
travariante g™ es igual al delta de kronecker: gnx g"° = d7) se establece:

T3 = g™ [ij, h] (12)

(12) es denominado: Simbolos de Christoffel de 2da. clase y define una
conexién afin en particular, con las condiciones dadas, conexién que es
denominada conexién de Levi-Civita.
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(Algunos autores utilizan la notacién { Z } = I'j; para indicar esta

conexién).

Se demuestra que esta conexién de Levi-Civita es tinica para un espacio
de Riemann.

Tensor de Riemann Christoffel

El tensor de curvatura en un espacio de Riemman, considerando
como las componentes de la conexién afin, los Simbolos de Christoffel de
2da. clase (conexién de Levi-Civita); tiene la misma expresién dada en

(8):
R;"zk = P;‘k,l - F;'l,k + F?k T — F;'Lz bk - (13)

Como una observacion sobre este tensor, tenemos que por contraccién
del ltimo indice se obtiene el denominado tensor de Ricci: Rynun

Esto es, escribiendo:
! l
;kp = F:an,k - Frnk,p + rmp Zc - ka ;;) (14)

contrayendo el iltimo indice (p = n) en (14) y renombrando indices
tenemos:

Rypn = T8,  —-TP 4T, T -T2 T, . (15)

pm,n mn,p

En los espacios de Riemann, como se dispone del tensor fundamental
gij, se puede establecer la forma covariante del tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel (13):

Rujic = gin Ryp- (16)
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Luego, buscaremos establecer una expresiéon 1til en aplicaciones, de este
tensor. Para ello tenemos que:

gin Ri = gin Tipy — gin Doy + 9in T Thy — gan T Thy (17)
lo que ordenamos y escribimos como:
Rujik = gin Ty — gin T — g Th T + gin T T (18)

pero conocemos en base a (10} que:

Gih F;k = Uk»h] (19)

luego:
[ik,hly = ging Thx + gin Tixy (20)

o sea:
[7k,hl1 — Ging F;-k = gin I‘;-k,l (1er. sumando de (18)). (21)

Cambiando la denominacién de los indices:

[i6,hlx — gink T3 = gin I (2do. sumando de (18)). (22)

Ademais:

(3er. sumando de (18)) gin Thy T = [sk,h] T3 (23)
Cambiando la denominacién de los indices:

(4to. sumando de (18)) gip I'%, I‘;-’k = [sl,h] T (24)

Luego reemplazando (21),(22),(23) y (24) en (18) :

Rujie = [ik,hly — gan T — (74, h] ke + gin kT — [sk, AT, +
+[s!, T (25)
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Pero podemos escribir (2do. y 6to. sumando de (25) y renombrando
indices):

—ging Tl + [sL,A] T% = T5(lsl, h] — gany) (26)
(4to. y 5to. sumando de (25)):
gin kL — [8 K, AT = T3 (gsn k — [sk, B]) = =T% ([sk, B] — gon) (27)
Luego reemplazando (26) y (27) en (25) :
Rpjik = [Gk, hl1 =[5, Al + D5 ([sty h] — gsn,t) — T3 ([sk, h] — gsn k) (28)

Pero conocemos que la derivada covariante del tensor fundamental es
nula, luego (en base a (4)):

giih =T gk + T gik (29)
esto es (en base a (10)):
gijn = [ih,j] + [jh,d] (30)

renombrando indices:

gsh,l [sl,h] + [hi,s] (31)

9shk = [sk,h] + [hEK,s]. (32)
Reemplazando (31) y (32) en (28):
thlk = [_7 k, h],l - [] l, h],k — F;‘k [hl, S] + F;l [h k, S]. (33)

Pero (en base a (11)):

. 1
[jk,h] = 5 (gkh,j + Gjnk — Gikh) (34)

. 1
-ljlL,h = 3 (—gth,j — Gint + Git,n) (35)
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luego:

. 1
[k, A= 3 (gkh,ji + Ginkt — Gik,hi) (36)

—[Lhle= % (=Gin,jk — Gin ik + Git,hk) - (37)
Luego ((36)+(37)):
kRl —[GLAe= % (gkh,5t + Gjt,hk — Gik,hl = Gih,jk) - (38)
Luego reemplazando (38) en (33) :
Rpjik = % (grh,jt + Git,hk — Gik,hl — Ginjk) — Uikl 1, 8] + T [hk, s]. (39)
Ademss (en base a (12)):

—T5 = —g”lik,¢] (40)

5= g"liLt. (41)

Luego:
—Tihl, 8] + T5hk, 5] = —g* ([ K, t][h1,s] — [fLt][RK,s]).  (42)
Finalmente reemplazando (42) en (39) obtenemos una expresién

préctica del tensor de curvatura, establecido exclusivamente en base al
tensor fundamental y sus derivadas:

Ry = % (gkh,jl + Gitne = Gik,nt — Ginix) — 9" ([ k)ﬂ[hl’ 8] — [j l’t] [hE, 3])
(43)

de donde se pueden inferir ficilmente otras formas equivalentes.
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Luego podemos establecer propiedades de este tensor:

Rpjik + Rhikj + Ruejt = 0 (44)
Rpjit = —Rujii = Rjpk = —Rjnk (45)
Rhjik = Rignj. (46)

(Como una observacién, se puede demostrar en base a estas propiedades
de simetria, que el nimero de N componentes independientes del tensor
Rpjik en un espacio de n dimensiones, viene dado por: N = $5n?(n?-1)).

Observar por ejemplo, la simetria del tensor de Ricci:

Rypn = an'n,p - gkakmnp = gkanpkm = gkpRnkpm = gkak'nmp
= Rﬁmp = Rnm.
(47)
Establecer el escalar de Ricci :

R = g™ Rpn = g™ ¢** Rkmnp (48)
luego establecer el tensor gravitatorio de Einstein:
Gij = Ry — % gi; R (49)
(el cual es simétrico y tiene una expresién como tensor mixto:

Gt = ¢¥ Gy = g* (R — 3 9 R)
(50)
= ¢" Rij—39% 95 R=Rj- 30 R

y derivada covariante: G;k = 0).

Asf como muchas otras aplicaciones.
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Abstract

This article presents some basic concepts about tensor, together with
the development of a practical way of the Riemann-Christoffel curvature
tensor, which is used in many applications.

Keywords: Tensor, Curvature, Covariant derivative, Affine connection, Rie-
mannian space, Christoffel symbols.

Francisco Pasquel

Seccién Matematicas,

Departamento de Ciencias

Pontificia Universidad Catoélica del Pert.

fpasque@pucp. edu.pe

50 Pro Mathematica, 24, 47-48 (2010), 41-50, ISSN 1012-3938



