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Resumen 

Se presentan algunos conceptos básicos tensoriales, junto 
con el desarrollo de una forma práctica del tensor de 

curvatura de Riemann-Christojjel, tensor que es de mucha 
utilidad en diferentes aplicaciones. 
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Introducción 

Como se conoce, en un espacio de Riemann, el elemento longitud de 
arco: ds, presenta la forma cuadrática diferencial: 

(1) 

(Lo que estamos escribiendo usando la convención de índices repetidos 
o convención de Einstein). 

9ij es un tensor covariante de segundo orden, denominado tensor métrico 
fundamental o simplemente tensor fundamental, del espacio de Riemann. 

Las componentes de un tensor en general rJ:J::::J~ (p veces con
travariante y q veces covariante) entre sistemas coordenados en general, 
digamos xi y xi se transforman de acuerdo a la ecuación: 

IJX'Ív axr¡ axr2 

8xkv frxil frxh 
(2) 

8T~1i2···iP 

Si derivamos parcialmente el tensor 38'; .... 3 • (donde utilizaremos 
la notación simplificada de una coma, para indicar la derivada: 

(notación)) 

se observa que, exceptuando el caso de coordenadas cartesianas, el re
sultado no es un tensor (las componentes resultantes de la derivada, no 
cumplen la ecuación (2)). 

Una nueva derivada, denominada derivada covariante, (donde uti
lizaremos la notación simplificada de un punto y coma, para indicar esta 
derivada: 

(3) 
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resuelve este problema, estableciéndose para este fin, un conjunto de 
funciones: r;k, denominado conexión afín del espacio (componentes r;k 
que no cumplen la ecuación (2)), pero permiten que el resultado (3) 
sean componentes tensoriales (estas componentes (3) si cumplen con la 
ecuación (2)). 

Luego, se establece por ejemplo, que la derivada covariante, de un tensor 
covariante tij de segundo orden viene dada por la expresión: 

(4) 

Los espacios en los cuales se definen las componentes qk, son de
nominados espacios de conexión afín. 

Cada conexión afín que se defina, implicará una derivada covariante 
en particular, ligada a dicha conexión. 

La diferencia entre las componentes de una conexión: 

(5) 

establece una entidad tensorial TJk (TJk cumple la ecuación (2)) denomi
nada: Tensor de torsión del espacio. Se observa que si el tensor de torsión 
es nulo, la conexión afín será simétrica: qk = rij' 

Si se busca ahora las condiciones para que las derivadas covariantes 
segundas, sean independientes del orden de derivación, esto es, por ejem
plo, considerando un tensor de orden uno contravariante: 

(6) 

(donde t~k , 

Se establece que: 

(7) 
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donde: 

r\z 
3 ' 

(8) 

es una entidad tensorial, denominada tensor de curvatura del espacio. 

(Se demuestra en general, que si el tensor de curvatura y torsión son 
nulos, las derivadas covariantes segundas de cualquier tensor, son inde
pendientes del orden de derivación). 

Si en un espacio de Riemann, se busca una conexión afín en particular, 
que cumpla con las condiciones: 

que dicha conexión sea simétrica y que la derivada covariante, ligada a 
esta conexión, del tensor fundamental sea nula, esto es: 

9ij;h = o. (9) 

Se establece utilizando (4) que: 

k 1 rij 9hk = 2 (gih,j + 9jh,i - 9ij,h). (10) 

Para el segundo miembro de la ecuación (10) se utiliza la notación: 

[ij, h] = ~ (9ih,j + 9jh,i - 9ij,h) (11) 

(11) es denominado: Símbolos de Christoffel de Ira. clase. 

Despejando en (10) la conexión rfj (9hk multiplicado por su forma con
travariante ghs es igual al delta de kronecker: 9hk ghs = 8k) se establece: 

(12) 

(12) es denominado: Símbolos de Christoffel de 2da. clase y define una 
conexión afín en particular, con las condiciones dadas, conexión que es 
denominada conexión de Levi-Civita. 
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(Algunos autores utilizan la notación 

conexión). 
{ 

S } 
ij 

= q'i para indicar esta 

Se demuestra que esta conexión de Levi-Civita es única para un espacio 
de Riemann. 

Tensor de Riemann Christoffel 

El tensor de curvatura en un espacio de Riemman, considerando 
como las componentes de la conexión afín, los Símbolos de Christoffel de 
2da. clase (conexión de Levi-Civita); tiene la misma expresión dada en 
(8): 

(13) 

Como una observación sobre este tensor, tenemos que por contracción 
del último índice se obtiene el denominado tensor de Ricci: Rmn 

Esto es, escribiendo: 

(14) 

contrayendo el último índice (p = n) en (14) y renombrando índices 
tenemos: 

(15) 

En los espacios de Riemann, como se dispone del tensor fundamental 
Yii, se puede establecer la forma covariante del tensor de curvatura de 
Riemann-Christoffel (13): 

(16) 
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Luego, buscaremos establecer una expresión útil en aplicaciones, de este 
tensor. Para ello tenemos que: 

R i _ ri ri hi hi 
9ih jlk - 9ih jk,z - 9ih jl,k + 9ih r jk r hz - 9ih r 3z r hk (17) 

lo que ordenamos y escribimos como: 

. . i h . h 
Rhjlk = 9ih r;k,z - 9ih r}z,k - 9ih rhk rjz + 9ih r;,z rjk (18) 

pero conocemos en base a (10) que: 

9ih r;k = [jk, h] (19) 

luego: 

[jk, h],¡ (20) 

o sea: 

[jk, h],¡ 9ih rjk,l (1er. sumando de (18)). (21) 

Cambiando la denominación de los índices: 

[j l, h],k - 9ih,k r;z = 9ih r;l,k (2do. sumando de (18)). (22) 

Además: 

. h 
(3er. sumando de (18)) 9ih r;,k rj! [sk,h] rj1 . (23) 

Cambiando la denominación de los índices: 

. h 
(4to. sumando de (18)) 9ih r;,z rjk = [s l, h] qk. (24) 

Luego reemplazando (21),(22),(23) y (24) en (18) : 

[jk, h],z - 9ih,zrjk - [j l, h],k + 9ih,krj1 - [sk, h]rj1 + 
+[s l, h]r_jk (25) 
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Pero podemos escribir (2do. y 6to. sumando de (25) y renombrando 
índices): 

-gih,l r~k + [s l, h] qk = qk([s l, h] - 9sh,l) (26) 

(4to. y 5to. sumando de (25)): 

9ih,kr~1 - [s k, h]rj¡ = rj¡ (9sh,k- [sk, h]) = -rj¡ ([s k, h]- 9sh,k) (27) 

Luego reemplazando (26) y (27) en (25) : 

Rhjlk = [jk, h],¡ - [jl, h],k + rjk ([sl, h]- 9sh,l) - rj¡ ([sk, h]- 9sh,k) (28) 

Pero conocemos que la derivada covariante del tensor fundamental es 
nula, luego (en base a (4)): 

(29) 

esto es (en base a (10)): 

9ij,h [ih,j] + [jh,i] (30) 

renombrando índices: 

9sh,l = [s l, h] + [h l, s] (31) 

9sh,k = [s k, h] + [h k, s]. (32) 

Reemplazando (31) y (32) en (28): 

Rhilk = [j k, h],¡ - [j l, h],k - rjk [h l, s] + rj1 [h k, s]. (33) 

Pero (en base a (11)): 

. 1 
[j k, h] = 2 (9kh,j + 9jh,k - 9jk,h) (34) 

-[j l h] = ~ (-g¡h . - g·h l + g·¡ h) ' 2 ,J J ' J' 
(35) 

Pro Mathematíca, 24, 47-48 {2010}, 41-50, ISSN 1012-3938 47 



Francisco Pasquel 

luego: 

[j k, h],¡ = ~ (9kh,jl + 9jh,kl - 9jk,hl) (36) 

. 1 
-[j l, h],k = 2 ( -gzh,jk - 9ih,lk + 9il,hk). (37) 

Luego ((36)+(37)): 

[i k, h].z - [j l, h],k = ~ (9kh,jl + 9il,hk - 9ik,hl - 9zh,jk). (38) 

Luego reemplazando (38) en (33) : 

Rhjlk = ~ (gkh,jl + 9jl,hk- 9jk,hl- 9Zh,jk)- rjk[hl, s] + rjz[hk, s]. (39) 

Además (en base a (12)): 

(40) 

(41) 

Luego: 

-rjk[h l, s] + rjz[h k, s] = -l8 ([i k, t][h l, s]- [i l, t][h k, s]). (42) 

Finalmente reemplazando (42) en (39) obtenemos una expresión 
práctica del tensor de curvatura, establecido exclusivamente en base al 
tensor fundamental y sus derivadas: 

R,.ilk = ! (gk,.,i, + 9;1,nk - 9;k,nl - g,,.,;k) - g•• ([j k, t] [h l, s] - [j l, t] [h k, s]) 
(43) 

de donde se pueden inferir fácilmente otras formas equivalentes. 
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Luego podemos establecer propiedades de este tensor: 

(44) 

(45) 

Rhilk = Rzkhi. (46) 

(Como una observación, se puede demostrar en base a estas propiedades 
de simetría, que el número de N componentes independientes del tensor 
Rhjlk en un espacio de n dimensiones, viene dado por: N = 1

1
2 n

2 ( n 2 -1)). 

Observar por ejemplo, la simetría del tensor de llicci: 

o RP - gPkR - gPk R - gkp o - gPk R 
~"mn mnp- kmnp- npkm- ~o.nkpm- knmp 

R~mp = Rnm· 
(47) 

Establecer el escalar de Ricci : 

R = 9mnRmn 9mn gPkR = kmnp (48) 

luego establecer el tensor gravitatorio de Einstein: 

1 
Gii = ~i - 2 9ii R (49) 

(el cual es simétrico y tiene una expresión como tensor mixto: 

k k' k" ( 1 ) Gi g 'Gii = g ' ~i- 2 9ii R 
(50) 

gki R-._ 1 gki g·. R = R~ _ 18~ R 
•J 2 •J J 2 J 

y derivada covariante: Gj;k =O). 

Así como muchas otras aplicaciones. 
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Abstract 

This article presents sorne basic concepts about tensor, together with 
the development of a practica! way of the Riemann-Christoffel curvature 
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