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A. Mendoza y J. Montealegre

1. Introduccién

Con el propésito de mostrar un conjunto de métodos aplicables al
estudio de las ecuaciones dispersivas no lineales, iniciamos en [16] y [17]
la presentacién del problema de valor inicial asociado a la ecuacién de
Korteweg-de Vries (KdV)

{ Ou(t) +u(t)Ou(t)+83u(t) =0, z€R,t>0 (1)
: (0) = ¢ (@)

La ecuacién de KdV modela la propagacién de ondas en un canal de
aguas rasas. La situacién fisica es la siguiente: se considera un cuerpo
de agua de profundidad finita bajo la influencia de la gravedad, acotada
inferiormente por una superficie impermeable. Ignorando los efectos de
viscosidad y suponiendo que el fluido es incompresible e irrotacional, el
movimiento es gobernado por las ecuaciones de Euler con condiciones
convenientes de frontera en la superficie rigida y sobre la interfase agua-
aire (ver [15] o [20]).

En los articulos [16] y [17] demostramos la buena formulacién local
del problema (1) en los espacios de Sobolev H? cualquiera sea s € R
mayor que 3/2; es decir, si ¢ € H®, s > 3/2, el problema tiene solamente
una solucién que depende continuamente de los datos iniciales. Para ello
usamos los métodos de regularizacién parabdlica [16] y de los estimados
de Bona-Smith [17].

Los métodos presentados han mostrado su gran flexibilidad al ser
aplicados al estudio de las propiedades de las soluciones de otros pro-
blemas de valor inicial, como se puede ver en (1], [2], [3], [9], [19], [18] ¥
[21]. Sin embargo, es oportuno sefialar que el andlisis del problema (1)
también es posible usando la teoria cuasi lineal de Kato [11], [12] y [13)].

El objetivo de este trabajo es demostrar un resultado de buena for-
mulacién global del problema (1) en los espacios H®, s > 2. El método
que utilizamos combina la buena formulacién local y las cantidades con-
servadas por la ecuacién de KdV.
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Este articulo estd organizado como sigue. En la seccién 2, breve-
mente presentamos los resultados de la teorfa local desarrollada en [16]
y [17]. En la seccién 3, después de unas definiciones son estudiadas al-
gunas cantidades conservadas por la ecuacién de KdV y sus respectivas
derivadas de Gateaux. Ellas seran el ingrediente principal para derivar
estimados a priori que permitan probar en la seccién 4 que la solucién
local puede ser extendida globalmente. En la seccién 4 usaremos las si-
guientes propiedades.

Teorema 1. Sean 1 < pg, p1 < 00, 0 < s <s<s3yu€S. 8

s=0sg+(1—8)s1 y % = p% + 117;10 donde 0 < § < 1 entonces existe

C= C(SOVSDH)vapl) >0 tal que
o 1-6
7°ull o < C[|T*°ul[ o 177 ull 2r - (2)
Ademds, siu € H®, s > % tenemos

1/2 1/2
Jull oo < V2 [lulla/? 18503/ (3)

El siguiente resultado se debe a Kato [13].

Teorema 2. Sean u,v € &, s > 3/2 yt > 1. Entonces existe una
constante C = C (s,t) > 0 tal que

2
[, 005) gl < C (10501 s Nl + 1000l precs o Nl e ) - (4)
Proposicién 3. Si0< a <2 yf >0, entonces dado n > 0 y tomando
Cap (n) = 352 (5‘%) = tenemos,

2y? <nz? + Cap (M) yTs, z,y> 0. (5)

En el desarrollo del trabajo, entre otras notaciones comunes, por L?

designaremos al espacio (de clases) de funciones definidas sobre R cuya
p-ésima potencia es integrable con norma

1/p
lull, = ( / |u(z)|"dz) L 1<p<oo.
R
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Por L representamos al espacio de funciones medibles esencialmente
acotadas sobre R con norma

llull oo = supess |u (z)].
z€R

Para cada s € R con H® designamos al espacio de Sobolev de s, definido
como la complecién del espacio de Schwartz S con respecto a la norma

ol = ([ 0+ )" (o ao) "

La transformada de Fourier es definida por

n 1 oo —iz
U(E)zﬁf—m e~y (z) dx

y la transformada de Fourier inversa por

i(z) = [ einty,
“(’”)“\/z—w/m (©) de.

Si X es un espacio de Banach fijo designaremos por C ([0, 7] : X) al
espacio de funciones continuas u : [0,7] — X. Distintas constantes posi-
tivas serdn representadas por C, pero observemos que ellas pueden variar
de una linea a otra. Cuando sea necesario anotaremos su dependencia
sobre otros parametros.

2. Revision de la Teoria Local

En esta seccién recordaremos los principales resultados de la teorfa
local presentada en [16] y [17]. Consideremos el problema de valor inicial

{ Oru (t) +u(t) Opu(t) + O3u(t) — pd2u(t) =0, z€R,t>0,

Up (0) =¢ (6)

el cual corresponde con (1) cuando p = 0.
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El estudio local del problema de valor inicial (6) se inicia con el
siguiente teorema.

Teorema 4. Sean p > 0 y s > 0. El operador —A,, : Het3 o H®
definido para u € H**3 por —A,u = —83u + pd2u, es el generador de
un semigrupo de contracciones {W, (t)},., sobre H® tal que

W, (v (©) = el =)9(g),
y cualquiera sea v € H® la funcion
W, ()veC (R : H) nct (RS - H’_3)
es la inica solucion del problema de valor inicial lineal

{ Ou(t)+ Au(t)=0, z€R, t>0
u(0) =

Cuando p = 0 el semigrupo {Wo (t)};>, se extiende a un grupo de ope-
radores unitarios sobre H®. Ademds, st pu > 0, para cada t > 0 se tiene
W, (t) € L(H®: H*") con

W, vl < Koy [14 i o, ™

para todor >0 yv € H.

Demostracion. Ver los teoremas 1.1 y 1.2 de [16]. N

El teorema 4 revela que es imposible aplicar el teorema de contrac-
cién para resolver el problema de valor inicial (1), por ello, para de-
mostrar la buena formulacién local, se usan el método de regularizacion
parabélica y las aprozimaciones de Bona-Smith.

En el método de regularizacién parabdlica primero se demuestra que
el problema (6) es bien formulado localmente.
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Teorema 5. Sean p >0, ¢ € H® con s > 3.
1. Ezisten T, =T, (||¢ll5+ 8, 1) > 0 y una funcién
u, € C([0,T,] : H)NC*([0,T,] : H*®)
que satisface la ecuacion integral
w®=WaOo~ [ WaG-naF @) dr.  ©
y es la solucidén dnica de (6). Ademds, para todo r > 0
u, € C([0,T,] : H*¥") N C* ([0, T,,) : H*73t7) .

2. Eziste T =T (|l¢ll,,s) > 0 tal que u,, se puede extender al inter-
valo [0,T]. Ademds, existe p € C([0,T],R) tal que

lup OIZ< p(t), 0<E<T
sup p(t) < C (loll,,5,T) - ©)
[0,7]

donde p satisface

{ P () =2¢,p%2 (), t>0 (10)

p(0) = llell;

También, si ¢ € H'" para r > 0, entonces para cada p > 0 se
tiene

sup [[uy (), < C (llell, -8 T) (11)
0,7]

en donde C (-, -, ) es creciente en cada uno de sus argumentos. Mds
atn, T puede ser elegido independiente de s.

3. Sea {cpn}1121 una sucesion en H® convergente en H® a . St para
cadan > 1, uyn : [0,T,] — H* es la solucién de (6) con u,n (0) =
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©n, entonces para todo T € )0, T| se cumple que para n suficiente-
mente grande u, , estd definida en [0,T] y

n-++400

lim sup |luun (t) —uu ()], = 0.
0T

)

Demostracidn. Ver en [16] el teorema 2.1 para la prueba de la primera
parte y los teoremas 3.1 y 3.2 para la demostracién de la segunda parte.

Probemos la tercera parte. De (9) para todo n tenemos
s )l < pa(t), 0St<Th, (12)

donde p,, satisface (10) en [0,7[ con T} = TM;TII— y T, € 10,T2[.
Ahora, para T € |0, T| consideremos ¢ = ¢ (T, ||¢||,) > 0 tal que

+lel, = () el (13

entonces, existe Ng = N (¢) tal que |lo, — ¢|, < € para n > Ny. En-
tonces de la definicién de p, tenemos para n > Ny,

2 llenlls e+ |lell,
n (t) - S —
1=Cstllenll, = 1= C,T (e + llell,)

pues de (13)
Cstllonll, < Cat (e + llell,) < Cs (e + el ) T < Cslloll, T < 1,

= pr (t), para t € [0,7]

donde la dltima desigualdad sigue de la eleccién de T. De este modo
tenemos,

sup pa (1) < C (s, T, lel,) - (14)
o]

Asi, u, , puede ser extendida a [O,ﬂ, satisfaciendo (12).

Consideremos ahora v = u, — u, n, entonces tenemos

Bv(t) = 0 (t) — 50e (w2 (1)~ 1)) + w20 ()

Il

~080 (1) — 5000 (1) (b () + s (1)) + 020 (6). (15)
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Usando la definicién del producto interno en H™ e integracién por partes,
obtenemos

Sl @I = (1), 00 1),
= (00, -0 (1), + 5 (), ~Bev (1) (s () + 0 (1),
+pv(t), 020 (¢)),

= 2 (00 (1), (1) (e (1) 1t (1)), — 800 ()2

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el hecho que H” es un algebra
de Banach si r > %, obtenemos

1 2
50t llv ()]l

< C 1850 ()], o (8) Cups (8) + vpuim DI, = 1850 (DI
< Clv @, 18z @, (leu (O, + ltn O,) = 26 1820 @5 -

Por las desigualdades (9), (12) y (14) obtenemos

allv@ly < Cllo@ll, ldev @I, = w180 (B3
v OI2 + S 6.0 (1 - 201850 (1)

IA

donde C = C (s, T, |¢ll,), ¥y para deducir la tltima desigualdad se ha
utilizado la desigualdad ab < ea? + z—z donde a,b > 0, con a = |jv|,,
b= C||0zv||,. Eligiendo & = g—: obtenemos

a2 < S o)
L s — 8/J' 8"

Integrando desde 0 hasta ¢, sigue que
2 2, C* [F 2
llv @l < llo Ol + g~ [ llv (DIl dr-
K Jo
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Aplicando la desigualdad de Gronwall tenemos

oFF

@12 < O (140w (5T )) = Culv O

lo que muestra

sup |luu,n () — uy (t)”s <Cullpn — ‘P“? .
o]

Esto concluye la demostracién. ]

El método de regularizacién parabdlica continia con la demostracién
de que el problema de valor inicial (1) tiene solucién dnica v en H*® si
s > 3/2. La idea consiste en demostrar que el limite de las funciones
uy : [0,T,] — H® cuando p — 07 existe y que tal limite, al que se llama
u, es la solucién tinica de (1). La segunda parte del teorema 5 es esencial
para demostrar que el problema tiene solucién tnica, pues ahi se tiene la
existencia de un intervalo [0,T] independiente de i en donde todas las
soluciones u, pueden ser definidas.

La tercera parte del teorema 5 queda demostrada al asegurar que

2 T 2
i (&) = O3 < (1 4+ €55 fan (0) — s Q)13 -
Esto revela la imposibilidad de usar la dependencia continua de la solu-
cién u,, respecto del dato inicial pues C,, — o0 cuando p — 0F. Por esta
razén, para demostrar la dependencia continua de la solucién respecto
del dato inicial en el caso no regularizado, se utiliza las aproximaciones

de Bona-Smith.

Teorema 6. Sean ¢ € H® y s> 3.

1. Eziste T =T (|l¢ll,,5) >0y

weC([0,T]: H)nC([0,T): H*"3)
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solucidn dnica de (1) tal que

@Il <p(t), 0<t<T
supp(t) < C(”(PHS,S,T) !
[0,7]

donde p satisface (10) y C (-,-,-) es creciente en cada uno de sus
argumentos. Ademds, si ¢ € H*t" con r > 0, entonces

sup Ol asr < cllollss 8 T) el g -

2. Sean ¢ € H® con s > 3 yu € C([0,T]: H*) la solucion del
problema de valor inicial (1) que satisface (9). Si {¢n},>, €5 una
sucesion en H® convergente a ¢ en H® y uy : [0,T,] — H* es
la solucidn de (1) con un (0) = ¢n. Entonces, para todo T € 10, T]|
existe Ng = Np (T) tal que para n > Ny, u, estd definida en [O,ﬂ
)

lim sup ||lu, (t) —u(t)]|, =0.
n—-+oo [O,T]

Demostracién. Ver los teoremas 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 de [16] para la de-
mostracién de la primera parte y [17] para la segunda. O

3. Leyes de Conservacion de la Ecuacién de
Korteweg-de Vries

Dado X un espacio de Banachy f : X — R definimos la derivada
de f en u en la direccién de v como el limite siguiente, si existe,

f(u+thv) - f(u)

y) Y
f'v(u)_}"% h .

Decimos que f es Gateaux diferenciable en u € X si se verifica que
existen las derivadas de f en u en toda direccién v € X, y existe g € X’
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tal que
fo(w) = (9,"))X',X
donde (-, ) x, x denota el producto de dualidad.

Es facil probar que si f : X — R es Gateaux diferenciable en u € X,
solamente existe un elemento g € X' tal que f, (u) = (9,v)xs x; tal g
serd denotado por Gy (u) y serd llamado la derivada de Gateaux de
f en u. Asi; si f es Gateaux diferenciable en u, tenemos

)

d
Gr(u),v) gy y = = h
( f( ) )X X dhf(u+ 'U) heo

y cuando X es un espacio de Hilbert con producto interno (-, ) x, por el
teorema de Lax-Milgram, podemos escribir

(16)

(Gr (w00 = g5 (et ho)

Un funcional F: X — R es llamado un funcional conservado de
la ecuacién de evolucién

Opu (t) = K (u (1)) (17)

en donde K : X — X es un operador, en general no lineal, si F' (u (t))
es independiente de t para cualquier solucién u de (17).

Teorema 7. Si X es un espacio de Hilbert, F' es un funcional conservado
de (17) si para cualguier solucion u se cumple

(Gr (u), du () x = 0. (18)

La ecuacién de Korteweg-de Vries es rica en tales funcionales, cuatro
de ellos son

o (u) = /R 3u(z) dz
By (u) = %/Ru2 (z) dz
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D, (u) = /]R (%u3 (z) — % (8u)? (z)) dz

B4 (u) = /R (%u‘* (2) - —gu(x) (3u)? () + % (Biu)2(x)> do

y las derivadas de Gateaux de tales funcionales son presentadas en el
siguiente teorema.

Teorema 8. Para u € S tenemos que
G@o (u) =3
Gs, (u)=u

Gs, (u) = %uz + 82u

Gay () = 50 + 20%% ~ 2 (8,0 + 0fu
Demostracidn.

(Goo (W), v)g = o (u-+ho)

di/3(u+hv) (z) dz

h=0 h=0

= (3"0)0

d
= — (3,u+ hv)
dh %420

entonces Gg, (u) = 3.

d1
(Gq’l (u) ’U>O - dh 2 (U + h'U) (x) dz heo
1
= (u + hv,u + hv),
2 dh h=0
= (u+ hv,v)4l50
= (u, U)o )

es decir, Gg, (u) = u.
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También

<G¢'z (u) 1v)0
_ d% [% (u + hv)® (z) — % (85 (u + h))? (:c)] dz

= di( <(u+hv) ,u+hv>0—%(az (u+hv),0; (u+h’v))0)

h=0

h=0

== ((u + hw) v, u + hv)g + % <(u + hv)? ,v>0 — (0z (u + hv) , 05v),

h=0

1
3(uvu) + = (u y0) o — (B, Bz0),

== (u )y + (B3u,v), = <1u2 + Bﬁu,v> ,
2 2 0
asi, Gg, (u) = Ju? + 0%u.
Ademis

(Gey (u),v)g

di ( <(u +hv)?, (u+ h’u)2>0 - g <u + hv, (8 (u + hv))2>0)

16 2
+2 dh<6 (u+ hv), 0% (u+ hv) >0

h=0

h=0

158 (et ho)?, (u+ ho)o) - g (v, 0a (w4 h)?).

h=0

- —g— (u+ hv,8; (u+ hv) 8v)g + (82 (u + hv) , Bv),

> (uhu)y = o (v, (Bu)) — 3 (u, Beudav)g + (02u, 020),
1

<u U)o < Ozu) >0 3 <§8xu2,6zv>0 + <a§u, ’U)O

5 3 5 2, 5.0 9,

<18 5 (e + So2u +amu,v>0,

por 1o tanto, G, (u) = Sud — 3 (8,u)” + 362u? + dtu. m]
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Observamos que

Bu(t) = —83u(t)—u(t)dult)
= -0, (c’)ﬁu(t)—i—%u2 (t))
= —0:Gq, (u(t))

por lo tanto, la ecuacién de KdV es un sistema Hamiltoniano.

Para comprobar que los funcionales ®;, j = 0, 1,2, 3, son conserva-
dos por la ecuacién de Korteweg-de Vries tenemos que verificar la condi-
cién (18), con G, es dada en el teorema 8 y K (u) = —83u — ud,u.

Teorema 9. Parau e S yj=0,1,2,3, tenemos que

(Ga; (u(t),8:u(t)), =0, 0<t<T. (19)

Demostracién. Escribiremos u por u (t). Para j = 1 tenemos
(Gs, (v),0u)y = (u,— (agu + u3,u)>0 = — (u, 8§u>0 — (u, ufzu)y = 0.

Para j = 2 tenemos

(Gs, (u),0pu), = -— <%u2 + 8%u, 33u + u63u>
0

= 5 (BB, — 5 (v udeu),
— (0, BBu), — (%, uyu),

= —;— <2u63u, 6§u>0 - 411 <u2,8zu2>0
- <6§u, u8,u>0

= 0.
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Para j = 3,
(Gog (u), 3tu)
= < 5 ud + 62 (u ) - —z- (8;u)? + 8%u, Bu + uazu>

18" o

: 5
B _Ig (u®,03u), — ﬁ (u®, udsu)y — 6 (07 (u*) , B2u),
_% (82 (u?) ,udpu), + g <(Bzu)2 ,62u>0 + % <(8mu)2 ,u61u>0
— (84w, Bu), — (Oau, udzu),
de las propiedades (8u,u), = 0 si k impar y (u?,udu), =0,
5 5
(G, (u),0hu)y = T (u3,32u>0 ~3% (82 (u?) ,8211,)0
8022 5 2 o3
6 (82 (u?) ,u@,u)o + 6 <(6zu) ,Bzu>0
+% <(c9am)2 ,u61u>0 — (B%u, udpu), .

Consideremos

5 5
L =- <1§ (u®, Bu), + r (0% (u?) , ubpu), — < (9zu)” ,uamu>0)
5 5
L=- (6 (02 (w%) ,03u), — ¢ (@), 82u) +(0fu, uazu>0) .

Probaremos I; = 0. En efecto, notemos que
(62 (u?) yudpu), = —2 (udpu, 0z (udzu))y = 0,
entonces
L = - <u28 u, 82u), — < (851)? , ud, u>
= 5 (2u (0zu)? + u?d2u, Byu), — 6 <(8,,u) ,u8,u>0

5 5
= 5 <(8a,u)2 ,uazu>0 + 6 <u23,fu, &,u)o =1
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luego I; = 0. Para I5 consideremos
5 5
M = 5 (82 (u?) ,6gu>0 -5 <(8,u)2 ,62u>0 + (d3u, u(%u)o
5 5
= 2 (B2(u?),8%u), -3 (@)’ ,a;*u>0 — (83u, 8, [ud,u]),

= (@2 (), 0%, — & {(Gw?, 3Bu)
—(B3u, (0u)?), — (B3u, udiu
Y 0
= 'Z_ <6.'E [az’u,z] ,62u>0 - 1-61 (3zu)2 ,62U>0 - <32u, u3§u>0
g <(6mu)2 , 82u>0 + g (ud2u, Bu),
2 ((0u)? 88~ (uilu, 33,

2 1
= = (udlu,du), — 5 <(c')mu)2 ,62u>0

3
1
6

i

2
<a:’ll,, am (axu)2>0 - § <63;u, az (uaﬁgu)>0
= L (0P, 02u), —  (ORu,udl), (20)
Notemos que

(03u, uBﬁu)O = — (82u, 8, (ud2u) )0 = —(82u, O;u - 8§u>0—<82u, u82u>0

entonces 1
(07w, udlu), = ) (03w, Ozu - D), (21)
De (20) en (21)
M= - (B0 02u), - 2 (0, udtu),

1 2 1
= (3R, e By (_5 (02, By agu>o)
= 0,
entonces I, = 0. Por lo tanto, I; = Iy = 0. As{ hemos demostramos que

@, es una ley de conservacién para la ecuacién de KdV. O
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Corolario 10. Para j =1,2,3 yu € S se tiene
(Ga, (u),0:Ga, (u)), = 0. (22)

Zabusky y Kruskal [23] descubrieron que hay més funcionales con-
servados. Posteriormente, Gardner, Kruskal y Miura en [6] probaron que
los cuatro funcionales conservados son el inicio de una sucesién de fun-
cionales conservados @,, de la forma

o, (u) = /RPn (z) dz, (23)

en donde P, es un polinomio en u y sus derivadas hasta el orden n —
1. Este hecho también fue demostrado por Lax [10] basindose en una
férmula de recursién para sus gradientes (derivadas de Gateaux) des-
cubierta por A. Lenart,

HGn = 6Gn+1

donde H es el operador de tercer orden antisimétrico

2 1
H=08+ 340z + 30:u

4. Teoria Global

En esta seccién trataremos el problema de extender las soluciones
locales u (t) € H® del problema de valor inicial (1) para todot > 0y
s> 2.

Una manera estdndar de conseguir tales extensiones consiste en
obtener estimados globales a priori para ||u (t)|| z. en términos de ||¢|| 5. .
Tales estimados se deducen usando las leyes de conservacidén.

A continuacién deducimos un estimado a priori satisfecho para cada
solucién del problema (6).
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Teorema 11. Sean ¢ € H* cons > 2, u > 0 yu, € C([0,T]: H®)
la solucion de (6) encontrada en el teorema 5. Entonces existe Cy =
C s, tll¢ll,) continua y creciente en sus argumentos tal que

lup @), £ C:  para todo t € [0,T]. (24)

Demostracion. Probemos que
lluw ®)lg < lelly, si t € [0,T]. (25)
En efecto, por el teorema 8, en el primer miembro de (6) tenemos
Oruy + O3y + u,8pu, — pdu, = Biuy, + 0,Gs, (uy) — pdluy,
entonces

Buy (t) + 0:Ga,u, (t) — pd2u, (t) = 0. (26)

Como u, € C([0,T]: H*) por el teorema 5, la igualdad (26), el
teorema, 8, el corolario 10 e integracién por partes implican

B 1w ()5 = 2 (up (1), Brrs (£))
=2 (u,t (t), —0,Ga,u, (t) + pdlu, (t))0
= —2(Ga,uy (t),8:Ge, (uu (1)) + 21 (uu (1), O2uu (1)),
= =2 (Ozuy (t) , Oruy (t))o
= =2 |0z, ()5 -

t

Luego, integrando desde 0 hasta t, tenemos / Or |juy (T)"g dr <0, de
0

donde obtenemos (25).

Probemos ahora que

luu (t)]|, < C:¢ paratodot € [0,T]. (27
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Para esto, como ||u (t)||3 = ||u (¢)]|1Z + [|0zu (1)) + [|6%u (t)”z, tenemos

D3 (uy _(t))

iuﬁ (t) - %uy (t) (Boup)® (t)] dz + % /R (82u,)? (t) de

[ 5 5 .

73 () = S () 0eua)* 0] o

e (13 + 10 ()13 + 1020 (4)2) ~ 5 (I 2 + 10w )1

5 )~ S0 )0 ()] d+ 3 s 1 - L O

x\z\

+

I
N =
\/\

|
Entonces
e (N7 < 2(®s (uy (1)) + ||u# @l
#| [ 55 0 3 0 @ 0] as
< 208w O]+ I O + | [ wh o
+C /R w (t) (Os,)? (2) da| (28)

Luego, se debe estimar ®3 (u, (t)). El teorema 7, la igualdad (26), el
corolario 10 y el teorema 8 implican

8:®3 (uy (1))
= (Ga, (uy (£)) , Beuy (1)),
= (Ga, (up (t)), —8:Gs, (u(t) + ud2u (1)),
—(Gay (uy (t)) 8:Ga, (uy () + 1 (G, (uy (£)) , 82u, (t)),

= 1 55— § Qo (0" + G022 0+ D8 ), D2, )
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entonces
0:®3 (uu ()
< 21002 (0), 02 (1)) | + 22 |( Bt )7, B2 ) |
+%Rﬁﬁ“%%W“M$HM%WGL%WGM¢ (29)

Estimaremos cada sumando de la desigualdad (29). La desigualdad de
Cauchy-Schwartz, el teorema 1, interpolacién de H! entre L? y H?, el
estimado (25) y (5) con a = 2 y 8= 2 implican

[CAGIEMON
<l @l 182w @,

< ([ <t>|2dw)1/2 e 2,

< Nl 3w et (8l N (9
< (V2 e ()2 1B IR ot ()l s

< 2 lu @1 luw Ol 1w, B

< 2l ()13 (€ N O s (157 I (B

< Cllus 0115 el

< nllun (3 + Cg,3 ) liglly’ - (30)

Integrando por partes y derivando
(@run ), 2us ) = (8 (ot (1)*, B ()

= —2(%uu (1) B2u, (8), By (),
= —2((@aus ()", 02 (),

por tanto

((@sua (), O2uu () = 0. (31)
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Usando integracién por partes, la desigualdad de Cauchy-Schwartz, el
teorema 1, interpolacién de H! entre L? y H?, el estimado (25) y la
desigualdad (5) con @ = 1y 8 =  primero y con a = % y B = g
después, obtenemos

(0242 (1), 02w, (),
= 2 |(up () Bzuy (t), B3us (),
< 2wy () Doy (V) || O3 ()]
< 2|lpllg 18eup ()| oo 03w ()]l
< 2v2 llelly (I8at (1152 [[02un (8)]15") 102w, (B,
< 2V2lellg llun @13 1w )115" |85 (B
< Cliglly (Clielly’ lu, (t>||1/2) s O (1620, 0]
< Clllle lluwa O13* |3ws @)l
< O 03 )], (s 01/ IoS2) ™
< n[|03u, ()5 + Cu,z ) s B elly
< n62u, ®s + Cuy ) (mllus QI +Cy 5 Il - (32)
Por tltimo, integrando por partes obtenemos
(B%u, (), 0Py () = — (BBuy (1), B2u, () = — [|0%u, (1)])5 - (33)

Por lo tanto, de (30) - (33), obtenemos en (29)

3:®s (1 (1))
<u(Cy.5 ) llely’ + Cry (m) o (n )nsanm
+ 0w (B + Cg ()0l ()1 + (n = 1) |02 ()]

< (C el +C ) Il I + (- D02, @) - (39)
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Haciendo n = % e integrando (34) desde 0 hasta t, obtenemos

B () < (@) + Ot [ (Il + o (IIE) o

IA

t
®3 (o) + Cullelit+ O [ s (1) .
()

Ahora,

#@ < [P e+l [ o6 @

1

+3 /R (0%0)" (2) do

C (lell3w 013 + 1l oo NBa0l2 + ol
C (V2lely a1 lel?

+C (V2 el 102115 1820113 + el

C (el 1=elly + 1211372 1020113 + li2)
C (el el + llelly’? el + i) -

Interpolando H! entre L? y H?, obtenemos
183 (0)] < Cllelg llelly® + Cllelly llells”* + el
4
< Cllelf (el + el + llell3) - (36)

IA

IA

IA

INA

e (35) y (36)

@3 (uy (t)

IN

ClielE (Il + el + lel3)

t
+Cu eIt + Cu / g ()2 dr

IA

t
C, + C, / lus (7|12 dr
0
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Como

llw @IF < Clluw @llg lluw @), < Cllells + Cllua @112,

[ut®ds] < (k)0 ) < lun O lua 013
< (VEIoly® 18 O1Y) Il < 2 s O, Il
< s BN + els
y
[ @) @o? )
R
< (e (®), 0 (©)), < lluw (0l oo 1000 DI
< (V2IelE 10un O lluw O < VZ Il lluw @13
< Vel (C ol e )" < C s O/ l/*

< nllu O+ Cy g (lellg*)” = nllwa @13+ Cg g llpll5

entonces

t
lu OIF < Co+C / e ()2

+C llolly + C llug @12 + lus )12+ llolls
Tv/4
+n . @3+ Cs 2 lollg™

43

Ci+C, / e (P2 i+ my [l (112

IA

Luego
t
(1= m) e (O < Ce+ Co / e ()2 dr
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y haciendo 71 = 3 obtenemos

t
s (O < Ce+ Ce [ Ny ()13
Aplicando la desigualdad de Gronwall, para t € [0, T] tenemos
llup B, < Ce
donde C; = C (i, |||, »t), mostrando de este modo (27).
Si s > 2 para t € [0,7] se tiene que
8 1w ()13
= 2{(uy (t) , Gruu (1)),
=2(wu (t), — 83wy, () — uy (2) Bpuy (2) + pdlu, (t)>s
=-2 <uﬂ (t) ,Bgu,, (t)>s = 2(upu (), upu (8) Bzup (b)),
+2p <“u (t),0%u, (t)>s
< =2 (uu (8)  un (8) Ooup (8)), — 20 (Ooup (8) , Ozup (1)),
< —2(uy (1), up (£) Bowy (1)), — 208l (B)|12
< 2|(up (), up () Bzuy (1)),] -
Por la desigualdad (4) con s = 2 y ¢ sustituido por s, tenemos
(s (), (2) o (2)),
< © (8t (Ol I OIZ + 1 Oy I O, I O1,)

< C (lls ()l Nt (N2 + et I, N () L (O, )
= C lluy @)l llup A1 -
Entonces, por (27) resulta
B Juu (O < Cllww )l lluw B < Ct llu @5 -
Integrado desde 0 hasta ¢,

t
luw DI < llol2 + C /0 e ()2
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para t € [0,T]. Aplicando la desigualdad de Gronwall y extrayendo la
raiz cuadrada, sigue (24). O

Estamos ahora en condiciones de establecer el siguiente teorema.

Teorema 12. Si ¢ € H® con s > 2 y la funcidon u € C ([0, T] : H®) es
la solucién del problema (1) dada por el teorema 6, entonces para todo
t € [0,T)] tenemos

lu (@I, < Ce

donde C; = C (s,t, ||¢||,) es continua y creciente en sus argumentos.

Demostracidn. Sit € [0,T] y p > 0, entonces del teorema 11 sigue que

luw B, < C (s, lleoll,) -

De la demostracion del teorema 6 tenemos que
lim u, (t) =u(t) en H?,
pu—0t+
uniformemente en [0, T, asi
u (), < Uminf ||lu, (¢)], < C,
u—0t

completando la demostracién. o

A continuacién demostraremos el resultado principal de esta seccién,
el cual nos dice que el problema de valor inicial (1) es bien formulado
globalmente en H®, s > 2.

Teorema 13. Sea ¢ € H® con s > 2. Entonces existe una funcidn
ue C(Rf : H)NC* (RY : H*~3) dinica solucidén del problema (1) que
continuamente depende del dato inicial ¢ en el siguiente sentido: si
{on}n>1 €8 una sucesion en H® convergente a ¢ en H®, {un},>; €s
la sucesion en C (RE : H®) de soluciones de los problemas (1) con da-
to inicial un, (0) = @, entonces para n suficientemente grande, existe
C=C{(s|¢l,) >0 tal que

sup |lun (8) = u (@), < Clign — oIl - 37)
tel0,T)
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Demostracion. De los teoremas 6, 12 y del argumento usual de extensién
sigue la existencia y unicidad de la solucién global. Las demds conclu-
siones siguen de la demostracién del teorema 6, sustituyendo p (t) y pr, ()
por C: y Cyp (t). a
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Abstract

In this paper we show that the initial value problem for the Korteweg-de
Vries equation is global well posedness in Sobolev spaces H?, s > 2. For
this we use conservation laws to derive a priori estimate for the norm of
solution, then use the extension principle to obtain the global solution.

Keywords: Nonlinear dispersive equations, Global well posedness, Parabolic
regularization, Conservation laws.
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