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l. Introducción 

Con el propósito de mostrar un conjunto de métodos aplicables al 
estudio de las ecuaciones dispersivas no lineales, iniciamos en [16] y [17] 
la presentación del problema de valor inicial asociado a la ecuación de 
Korteweg-de Vries (KdV) 

{ 
8tU (t) +u (t) axu (t) + a!u (t) =o, X E IR, t > o (1) 
Up. (O)= <p (x). 

La ecuación de KdV modela la propagación de ondas en un canal de 
aguas rasas. La situación física es la siguiente: se considera un cuerpo 
de agua de profundidad finita bajo la influencia de la gravedad, acotada 
inferiormente por una superficie impermeable. Ignorando los efectos de 
viscosidad y suponiendo que el fluido es incompresible e irrotacional, el 
movimiento es gobernado por las ecuaciones de Euler con condiciones 
convenientes de frontera en la superficie rígida y sobre la interfase agua
aire (ver [15] o [20]). 

En los artículos [16] y [17] demostramos la buena formulación local 
del problema (1) en los espacios de Sobolev H 8 cualquiera sea s E IR 
mayor que 3/2; es decir, si <p E H 8

, s > 3/2, el problema tiene solamente 
una solución que depende continuamente de los datos iniciales. Para ello 
usamos los métodos de regularización parabólica [16] y de los estimados 
de Bona-Smith [17]. 

Los métodos presentados han mostrado su gran flexibilidad al ser 
aplicados al estudio de las propiedades de las soluciones de otros pro
blemas de valor inicial, como se puede ver en [1], [2], [3], [9], [19], [18] y 
[21]. Sin embargo, es oportuno señalar que el análisis del problema (1) 
también es posible usando la teoría cuasi lineal de Kato [11], [12] y [13]. 

El objetivo de este trabajo es demostrar un resultado de buena for
mulación global del problema (1) en los espacios H 8

, s ~ 2. El método 
que utilizamos combina la buena formulación local y las cantidades con
servadas por la ecuación de KdV. 
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Este artículo está organizado como sigue. En la sección 2, breve
mente presentamos los resultados de la teoría local desarrollada en [16] 
y [17]. En la sección 3, después de unas definiciones son estudiadas al
gunas cantidades conservadas por la ecuación de KdV y sus respectivas 
derivadas de Gateaux. Ellas serán el ingrediente principal para derivar 
estimados a priori que permitan probar en la sección 4 que la solución 
local puede ser extendida globalmente. En la sección 4 usaremos las si
guientes propiedades. 

Teorema l. Sean 1 < Po, P1 < oo, O :::; so < s < s1 y u E S. Si 
s = Os0 + (1- O) s 1 y .! = .!L + 1-IJ donde O < O < 1 entonces existe 

P Po Pt - -
e= e (so, s1, O,po,P1) >O tal que 

(2) 

Además, si u E H 8
, s > ~ tenemos 

(3) 

El siguiente resultado se debe a Kato [13]. 

Teorema 2. Sean u, v E S, s > 3/2 y t ~ l. Entonces existe una 
constante e= e (s, t) > o tal que 

Proposición 3. Si O< a< 2 y f3 >O, entonces dador¡> O y tomando 

e ( ) 2-a ( "' ) 2~a 
a,{3 r¡ = -2- 2t¡ tenemos, 

(5) 

En el desarrollo del trabajo, entre otras notaciones comunes, por LP 
designaremos al espacio (de clases) de funciones definidas sobre lR cuya 
p-ésima potencia es integrable con norma 

llulb = (llu (xW dx) 
1
/P, 1 :::; p < oo. 
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Por L00 representamos al espacio de funciones medibles esencialmente 
acotadas sobre R con norma 

llullv"' =supessiu(x)l. 
xElR 

Para cada sER con H 8 designamos al espacio de Sobolev des, definido 
como la compleción del espacio de Schwartz S con respecto a la norma 

La transformada de Fourier es definida por 

y la transformada de Fourier inversa por 

Si X es un espacio de Banach fijo designaremos por e ([O, T] :X) al 
espacio de funciones continuas u : [0, T] --+X. Distintas constantes posi
tivas serán representadas por e, pero observemos que ellas pueden variar 
de una línea a otra. Cuando sea necesario anotaremos su dependencia 
sobre otros parámetros. 

2. Revisión de la Teoría Local 

En esta sección recordaremos los principales resultados de la teoría 
local presentada en [16] y [17]. Consideremos el problema de valor inicial 

{ 
8tu (t) +u (t) 8xu (t) + 8~u (t) - f.La;u (t) =O, 
u,.. (O)= <p, 

el cual corresponde con (1) cuando f.L =O. 

X E IR, t 2: o, 
(6) 
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El estudio local del problema de valor inicial (6) se inicia con el 
siguiente teorema. 

Teorema 4. Sean J.L ~ O y s ~ O. El operador -A,. : Hs+3 ~ H 8 

definido para u E H 8 +3 por -A,.u = -a;u + J.La;u, es el generador de 
un semigrupo de contracciones {W,. (t)}t~O sobre H 8 tal que 

y cualquiera sea v E H 8 la función 

es la única solución del problema de valor inicial lineal 

{ 
8tu (t) +A,. u (t) =O, x E IR, t > O 
u (O) =<p. 

Cuando J.L =O el semigrupo {Wo (t)}t~o se extiende a un grupo de ope
radores unitarios sobre H 8

• Además, si J.L > O, para cada t ~ O se tiene 
W,. (t) E C (H 8 

: Hs+r) con 

1 
1 + (2J.Ltf llvlls (7) 

para todo r ~ O y v E H 8
• 

Demostración. Ver los teoremas 1.1 y 1.2 de [16]. o 
El teorema 4 revela que es imposible aplicar el teorema de contrac

ción para resolver el problema de valor inicial (1), por ello, para de
mostrar la buena formulación local, se usan el método de regularización 
parabólica y las aproximaciones de Bona-Smith. 

En el método de regularización parabólica primero se demuestra que 
el problema (6) es bien formulado localmente. 
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Teorema 5. Sean fL > O, cp E H 8 con s > ~. 

90 

1. Existen TI-'= TI-' (II'PIIs, s, fL) >O y una función 

que satisface la ecuación integral 

y es la solución única de ( 6). Además, para todo r :::: O 

2. Existe T = T (llcplls, s) >O tal que ul-' se puede extender al inter
valo [0, T]. Además, existe pE e ([0, T], JR) tal que 

{ 
llul-' (t)ll;::; p (t), O::; t::; T 
sup p (t) ::; e (II'PIIs 's, T) 
[O,T] 

donde p satisface 

{ 
p' (t) = 2c8 p312 (t), t > O 

P (o) = II'PII;. 

(9) 

(lO) 

También, si cp E Hs+r para r :::: O, entonces para cada fL > O se 
tiene 

sup llu~-' (t)lls+r::; e (llcplls, s, T) 
[O,T] 

(11) 

en donde e(·,·,·) es creciente en cada uno de sus argumentos. Más 
aún, T puede ser elegido independiente de s. 

3. Sea { 'Pn} n>l una sucesión en H 8 convergente en H 8 a cp. Si para 
cada n :::: ( uJJ.,n : [0, Tn] --+ H 8 es la solución de ( 6) con uJJ.,n (O) = 
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'Pn, entonces para todo TE ]0, T[ se cumple que paran suficiente

mente grande u¡.¡.,n está definida en [0, T] y 

lím sup llu¡.¡.,n (t)- U¡.¡. (t)ll =O. 
n-++oo [o,T] s 

Demostración. Ver en [16] el teorema 2.1 para la prueba de la primera 
parte y los teoremas 3.1 y 3.2 para la demostración de la segunda parte. 

Probemos la tercera parte. De (9) para todo n tenemos 

(12) 

donde Pn satisface (10) en [0, T;[ con T; = c.ll~nll. y Tn E ]0, T;[. 

Ahora, para TE ]O, T[ consideremos e= e (1', II'PIIs) > O tal que 

(13) 

entonces, existe No = N (e) tal que II'Pn- c.plls < e paran ~ No. En
tonces de la definición de Pn tenemos paran~ N 0 , 

1/2 (t) _ II'Pnlls < e+ II'PIIs = PT (t) para t E [O Tl 
Pn - 1- Cst II'Pnlls - 1- CsT (e+ II'PIIs) - T ' '.._ J 

pues de (13) 

Cst II'Pnlls :::; Cst (e+ II'PIIs) :::; Cs (e+ II'PIIs) T:::; Cs II'PIIs T < 1, 

donde la última desigualdad sigue de la elección de T. De este modo 
tenemos, 

sup Pn (t):::; e (s, T, II'PIIs). 
[o,T] 

Así, u¡.¡.,n puede ser extendida a [0, T], satisfaciendo (12). 

Consideremos ahora v =u¡.¡.- u¡.¡.,n, entonces tenemos 

(14) 

-o!v (t)- ~ox (u! (t)- u!,n (t)) + p,o;v (t) 
1 -o!v (t)- 2axv (t) (u¡.¡. (t) + u¡.¡.,n (t)) + p,o;v (t). (15) 
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Usando la definición del producto interno en Hr e integración por partes, 
obtenemos 

1 2 
28tllv(t)Jis = (v(t),8tv(t))s 

1 
= (v (t), -a;v (t))s + 2 (v (t), -OxV (t) (uJL (t) + uJL,n (t)))s 

+ J.l (v (t) ,a;v (t))s 
1 2 

= 2 (axv (t), v (t) (uJL (t) + uJL,n (t))) s - JLII8xv (t) lis. 

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el hecho que Hr es un álgebra 
de Banach si r > ~, obtenemos 

1 2 
20t llv (t)lls 

:::; e llaxV (t)lls llv (t) (uJL (t) + UJL,n (t))lls- JLIIaxV (t)ll~ 
:::; e llv (t)lls llaxv (t)lls (lluJL (t)lls + llu¡L,n (t)IIJ- 2JLIIaxv (t)ll~. 

Por las desigualdades (9), (12) y (14) obtenemos 

Ot llv (t)ll~ < e llv (t)lls llaxV (t)lls- J.L llaxV (t)ll~ 
2 e2 

2 2 
< é llv (t)lls + 4é llaxv (t)lls- 2¡.t llaxv (t)lls 

donde e = e (s, T, llcplls), y para deducir la última desigualdad se ha 

utilizado la desigualdad ab :::; m 2 + ~: donde a, b > O, con a = llvlls, 
b =e llaxvlls· Eligiendo e= ~; obtenemos 

2 e2 
2 

Ot llv (t)lls :::; BJL llv (t)lls · 

Integrando desde O hasta t, sigue que 
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Aplicando la desigualdad de Gronwall tenemos 

2 2 ( (e2T)) 2 llv (t)lls ~ llv (O) lis 1 + exp BJL = ep.llv (O) lis 

lo que muestra 

sup llup.,n (t)- Up. (t)lls ~ ep.II'Pn- 'PII~ · 
[o,T] 

Esto concluye la demostración. o 

El método de regularización parabólica continúa con la demostración 
de que el problema de valor inicial (1) tiene solución única u en H 8 si 
s > 3/2. La idea consiste en demostrar que el límite de las funciones 
up. : [0, Tp.] --+ H 8 cuando JL --+ o+ existe y que tal límite, al que se llama 
u, es la solución única de (1). La segunda parte del teorema 5 es esencial 
para demostrar que el problema tiene solución única, pues ahí se tiene la 
existencia de un intervalo [O, T] independiente de JL en donde todas las 
soluciones up. pueden ser definidas. 

La tercera parte del teorema 5 queda demostrada al asegurar que 

2 ( c
27') 2 llup.,n (t)- Up. (t)lls ~ 1 +e--s¡< llup.,n (O)- Up. (O) lis· 

Esto revela la imposibilidad de usar la dependencia continua de la solu
ción U p. respecto del dato inicial pues e p. --+ +oo cuando JL --+ o+. Por esta 
razón, para demostrar la dependencia continua de la solución respecto 
del dato inicial en el caso no regularizado, se utiliza las aproximaciones 
de Bona-Smith. 

Teorema 6. Sean cp E H 8 y s > ~. 

1. Existe T = T (II'PIIs, s) >O Y 

u E e ([0, T] : H 8
) n e1 ([0, T] : H 8

-
3 ) 
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solución única de ( 1) tal que 

{ 

llu(t)ll~:::;p(t), o:::;t:::;T 
sup p (t) :::; e (II'PIIs, s, T) ' 
[O,T] 

donde p satisface ( 1 O) y e ( ·, ·, ·) es creciente en cada uno de sus 
argumentos. Además, si cp E Hs+r con r;::: O, entonces 

sup llu (t) lls+r :::; C (II'PIIs 's, T) llcplls+r · 
[O,T] 

2. Sean cp E H 8 con s > ~ y u E e ([0, T] : H 8
) la solución del 

problema de valor inicial (1) que satisface ( 9). Si { 'Pn} n> 1 es una 
sucesión en H 8 convergente a cp en H 8 y Un : [0, Tn] ~ H 8 es 
la solución de (1) con Un (O) = 'Pn· Entonces, para todo TE ]0, T[ 
existe No= No (T) tal que paran;::: No, Un está definida en [0, T] 
y 

lím sup llun (t)- u (t)lls =O. 
n->+oo [o,T] 

Demostración. Ver los teoremas 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 de [16] para la de
mostración de la primera parte y [17] para la segunda. D 

3. Leyes de Conservación de la Ecuación de 
Korteweg-de Vries 

Dado X un espacio de Banach y f : X ---+ IR. definimos la derivada 
de f en u en la dirección de v como el límite siguiente, si existe, 

! ' ( ) = 1, f (u + hv) - f (u) 
vU 1m h . 

h-->0 

Decimos que f es Gateaux diferenciable en u E X si se verifica que 
existen las derivadas de f en u en toda dirección v E X, y existe g E X' 
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tal que 

~~(u)= (g, v) X',X 

donde (-, · )x, ,x denota el producto de dualidad. 

Es fácil probar que si f : X - IR es Gateaux diferenciable en u E X, 
solamente existe un elemento g E X' tal que f~ (u) = (g, v) X' x; tal g 

' será denotado por G ¡ (u) y será llamado la derivada de Gateaux de 
f en u. Así, si f es Gateaux diferenciable en u, tenemos 

y cuando X es un espacio de Hilbert con producto interno (-, ·) x, por el 
teorema de Lax-Milgram, podemos escribir 

(G¡(u),v)x= ddhf(u+hv)lh=O· (16) 

Un funcional F : X - IR es llamado un funcional conservado de 
la ecuación de evolución 

OtU (t) =K (u (t)) (17) 

en donde K : X - X es un operador, en general no lineal, si F (u (t)) 
es independiente de t para cualquier solución u de (17). 

Teorema 7. Si X es un espacio de Hilbert, F es un funcional conservado 
de ( 17) si para cualquier solución u se cumple 

(Gp (u) ,8tu (t))x =O. (18) 

La ecuación de Korteweg-de Vries es rica en tales funcionales, cuatro 

de ellos son 

<I>o (u) = l3u (x) dx 

<I>1 (u)=~ l u2 (x) dx 
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~2 (u)= L (~u3 (x)- ~ (8xu)
2 

(x)) dx 

~3 (u) = L ( :
2 

u4 (x)- ~u (x)(8xu)
2 

(x) + ~ (a;u)
2 

(x)) dx 

y las derivadas de Gateaux de tales funcionales son presentadas en el 
siguiente teorema. 

Teorema 8. Para u E S tenemos que 

Demostración. 

Gcp0 (u)= 3 

Gcp1 (u)= u 

1 2 2 
Gcp2 (u)= 2u + 8xu 

( 53 5 22 5 2 4 
Gcp3 u)= 

18 
u + r,8xu - 6 (8xu) + 8xu 

(Gcp0 (u), v) 0 ddh ~o (u+ hv)\h=O = :h L 3 (u+ hv) (x) dx\h=O 

= d~ (3, u+ hv)0 \h=O = (3, v) 0 

entonces Gcp0 (u)= 3. 

(Gcp1 (u), v) 0 = d~ ~ { (u+ hv)
2 

(x) dx\ 
}R. h=O 

= ~ ddh (u+hv,u+hv) 0 \ 
2 h=O 

= (u+ hv, v)0 \h=O 

= (u,v)0 , 

es decir, Gcp1 (u)= u. 
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También 

(G412 (u) ,v)0 

= ddh l [~(u+ hv)
3 
(x)- ~ (ax (u+ hv))

2 
(x)] dxlh=O 

= d~ (~((u+hv)2 ,u+hv\ -~(ax(u+hv),ax(u+hv))0)1h=O 
= ~((u+ hv) v, u+ hv)o +~((u+ hv)

2 'v) - (ax (u+ hv) 'axv)ol 
3 6 O h=O 

1 1 ( 2 ) = 3 (uv,u) 0 + 6 u ,v 0 - (axu,axv) 0 

= ~ (u2 ,v)0 + (a;u,v) 0 = (~u2 
+a;u,v) 

0
, 

así, G41, (u)= ~u2 + a;u. 

Además 

(G413 (u), v) 0 

= d~ ( : 2 ((u+ hv)
2

, (u+ hv)
2

) 
0

- ~ (u+ hv, (ax (u+ hv))
2

) 
0

) lh=O 

+ ~ ddh (a; (u+ hv) 'a; (u+ hv))ol 
2 h=O 

= ~((u+ hv)
2

, (u+ hv) v) - -
6

5 
(v, (ax (u+ hv))

2
) 1 

18 O O h=O 

_ ~(u+ hv, ax (u+ hv) axv) 0 +(a; (u+ hv), a;v)0 L=O 

= 
1
5
8 

(u2 ,uv)0 - ~ ( v, (axu)
2
\- ~ (u,axuaxv) 0 + (a;u,a;v) 0 

= 1
5
8 

(u3
, v)0 - ~ ( v, (axu)

2
) 

0
- ~ (~axu2 ,axv) 

0 
+ (a!u,v) 0 

1 5 3 5 ( )2 5 2 2 4 ) = \18u -6 axu + 6axu +axu,v o' 

por lo tanto, G413 (u)= t8 u3
- ~ (axu)

2 + ~a;u2 + a!u. 
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Observamos que 

-a;u (t) -u (t) 8xu (t) 

-ax ( a;u (t) + ~u2 (t)) 

-8xGif>2 (u (t)) 

por lo tanto, la ecuación de KdV es un sistema Hamiltoniano. 

Para comprobar que los funcionales <Pj, j =O, 1, 2, 3, son conserva
dos por la ecuación de Korteweg-de Vries tenemos que verificar la condi
ción (18), con Gq,i es dada en el teorema 8 y K (u)= -a;u- uaxu. 

Teorema 9. Para u E S y j =O, 1, 2, 3, tenemos que 

(Gq,i (u(t)) ,8tu(t))0 =O, O~ t ~T. (19) 

Demostración. Escribiremos u por u (t). Para j = 1 tenemos 

Para j = 2 tenemos 

- \ ~u2 + a;u, a;u + UOxU) o 

1(2 3) 1(2 ) -2 u ,axu 0 - 2 u ,uaxu 0 

- (a;u, a;u)o- (a;u, UOxu)o 

1 ( 2 ) 1 ( 2 2) 2 2u8xu,8xu 0 -4 u ,OxU 0 

- (a;u, u8xu)0 

o. 
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Para j = 3, 

de las propiedades (a;u,u)
0 

=O si k impar y (u3,uaxu)
0 

=O, 

5 ( 3 3 ) 5 ( 2 ( 2) 3 ) (Gif/3 (u),atu) 0 = -
18 

u ,axu 0 -6 ax u ,axu 0 

Consideremos 

-~(a; (u2
) 'uaxu)o + ~ ( (axu) 2 'a;u) o 

+~ ( (axu) 2
, uaxu \- (a!u, uaxu)0 • 

l¡ =-c5
8 (u3 ,a;u)o +~(a; (u2

) ,uaxu)o- ~ \(axu)2 ,uaxu)o) 

! 2 =-(~(a; (u2
) ,a;u)0 - ~ ((axu) 2 ,a;u)

0 
+ (a!u,uaxu) 0 ). 

Probaremos !1 = O. En efecto, notemos que 

entonces 
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luego h =O. Para !2 consideremos 

M ~(a; (u2
) ,a;u)0 - ~ ((axu) 2 ,a;u)

0 
+ (a!u,uaxu) 0 

= ~(a; (u2
) ,a;u)0 - ~ ((axu) 2 ,a;u\- (a;u,ax [uaxu]) 0 

= ~(a; (u2
) ,a;u)0 - ~ ((axu) 2 ,a;u\ 

- (a;u, (axu)2
) 0 - (a;u,ua;u) 0 

~ (ax [axu2
] 'a;u)o-

1
6
1 

( (axu) 2 'a;u \- (a;u, ua;u)o 

= ~ ( (axu)2 'a;u \ + ~ (ua;u, a;u)o 

-
1
6
1 

( (axu) 2 'a;u) o- (ua;u, a;u)o 

~ (ua;u,a;u) 0 - ~ ((axu) 2 ,a;u\ 

~ (a;u,ax (axu) 2
\- ~ (a;u,ax (ua;u)) 0 

1<2 2) 2<2 3) -3 axu,axu·axu o-3 axu,uaxu o 

Notemos que 

entonces 

De (20) en (21) 

= o, 

(20) 

(21) 

entonces h =O. Por lo tanto, h = ! 2 =O. Así hemos demostramos que 
<1>2 es una ley de conservación para la ecuación de KdV. O 
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Corolario 10. Para j = 1, 2, 3 y u E S se tiene 

(22) 

Zabusky y Kruskal [23] descubrieron que hay más funcionales con
servados. Posteriormente, Gardner, Kruskal y Miura en [6] probaron que 
los cuatro funcionales conservados son el inicio de una sucesión de fun
cionales conservados «<>n de la forma 

«<>n (u) =fa Pn (x) dx, (23) 

en donde Pn es un polinomio en u y sus derivadas hasta el orden n
l. Este hecho también fue demostrado por Lax [10] basándose en una 
fórmula de recursión para sus gradientes (derivadas de Gateaux) des
cubierta por A. Lenart, 

donde H es el operador de tercer orden antisimétrico 

4. Teoría Global 

En esta sección trataremos el problema de extender las soluciones 
locales u (t) E H 8 del problema de valor inicial (1) para todo t 2: O y 
S 2: 2. 

Una manera estándar de conseguir tales extensiones consiste en 
obtener estimados globales a priori para 11 u ( t) 11 H. en términos de 11 cp 11 H • . 

Tales estimados se deducen usando las leyes de conservación. 

A continuación deducimos un estimado a priori satisfecho para cada 
solución del problema (6). 
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Teorema 11. Sean cp E H 8 con S ;:::: 2, J.L > o y Up. E e ([0, T] : H 8
) 

la solución de ( 6) encontrada en el teorema 5. Entonces existe et 
e(¡.¡,, s, t, llcplls) continua y creciente en sus argumentos tal que 

llup. (t)lls ~ et para todo tE [0, T]. (24) 

Demostración. Probemos que 

llup. (t)llo ~ II'PIIo, si tE [0, T]. (25) 

En efecto, por el teorema 8, en el primer miembro de (6) tenemos 

entonces 

(26) 

Como Up. E e ([0, T] : H 00
) por el teorema 5, la igualdad (26), el 

teorema 8, el corolario 10 e integración por partes implican 

8t llup. (t)ll~ = 2 (up. (t), 8tup. (t))0 

= 2 (u,.,. (t), -8xG<I>2up. (t) + ¡.¡,8:Xup. (t))0 

= -2 (G<I>l Up. (t) '8xG<I>2 (up. (t)))o + 2¡.¡, (U p. (t) 'a;u,.,. (t) >o 

= -2¡.¡, (8xUp. (t), 8xUp. (t))0 

= -2¡.¡, ll8xUp. (t)ll~ · 

Luego, integrando desde O hasta t, tenemos 1t 8.,. llu,.,. (T)II~ dT ~ O, de 

donde obtenemos (25). 

Probemos ahora que 

llup. (t) 11 2 ~ et para todo tE [0, T]. (27) 
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Para esto, como llu (t)ll~ = llu (t)ll~ + ll8.,u (t)ll~ + lla;u (t)ll~, tenemos 

<!>3 (u~' (t)) 

= L [ :2u! (t)- ~u~' (t) (8.,u~') 2 (t)] dx + ~ L (a;u~') 2 
(t) dx 

= L [ :2 u! (t) - ~u~' (t) (8.,ul')
2 

(t)] dx 
+ ~ (llu (t)ll~ + ll8.,u (t)ll~ + lla;u (t)ll~)- ~ (llu (t}ll~ + ll8.,u (t)ll~) 

= L [ :2 u! (t)- ~u~' (t) (8.,u~') 2 (t)] dx + ~ llu~' (t)ll~- ~ llul' (t)ll~. 

Entonces 

llu~' (t)ll~ < 21<1>3 (u~' (t))l + llu~' (t)ll~ 

+ ll [ 3
5
6 u! (t)- ~u!' (t) (8.,ul')

2 
(t)] dxl 

< 21<1>3 (u!' (t))l + uul' (t)ll~ +e IL ut (t) dxl 
+C IL u~' (t) (8.,u~') 2 (t) dx¡. (28) 

Luego, se debe estimar <!>3 (u~' (t)). El teorema 7, la igualdad (26), el 
corolario 10 y el teorema 8 implican 

8t<I>3 (u~' (t)) 

= (Gw3 (u~' (t)), 8tu~' (t)) 0 

= (Gw3 (u~' (t)), -8.,Gw2 (u (t)) + ¡.¡,a;u (t))0 

= - (Gw3 (u~' (t)) , 8.,G;p2 (u~' (t)) )0 + JL ( G;p3 (u~' (t)) , a; u~' (t) )0 

= JL ( 1
5
8 u~ (t)- ~ (8.,ul' (t))

2 + ~a;u! (t) + a!ul' (t) 'a;ul' (t)) o' 
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entonces 

8t<P3 (uJL (t)) 

~ ~~ l(u! (t), a;uJL (t))ol + 
5
: 1 ( (8xuJL (t))2

, a;uJL (t) \1 
+ 5: l(a;u~ (t) ,a;uJL (t))0 1 + J.L l(o!uJL (t) ,a;uJL (t))0 l. (29) 

Estimaremos cada sumando de la desigualdad (29). La desigualdad de 
Cauchy-Schwartz, el teorema 1, interpolación de H 1 entre L 2 y H 2 , el 
estimado (25) y (5) con a= ~ y f3 = ~ implican 

l(u! (t), a;uJL (t))ol 

~ llu! (t)llo llo;uJL (t)llo 

~ (liu! (t)l
2 dx) 

112
lluJL (t)ll2 

~ lluJLII~oo lluJL (t)llo lluJL (t)ll2 

~ ( v'2iluJL (t)11~12 ll8xuJL (t)11~12 ) 
2

llu,_. (t)llo llu,_. (t)ll2 

~ 2lluJL (t)ll~ lluJL (t)ll 1 llu,_. (t)ll2 

~ 2llu,.. (t)ll~ (e llu,.. (t)11~12 llu,.. (t)11~12) llu,.. (t)112 

~e llu,.. (t)11~12 ll<t'll~12 

~ r¡ liuJL (t)ll~ +e~,~ (r¡) ll<t'll~0 o (30) 

Integrando por partes y derivando 

- ( Ox (OxU¡.¿ (t)) 2
, OxUJL (t)) 

0 

-2 (oxUJL (t) o a;uJL (t), OxUJL (t))o 

-2 ( (oxU¡.¿ (t)) 2
, o;u,_. (t)) O 

por tanto 

(31) 

104 Pro Mathematica, 24, 47-48 {2010}, 85-112, ISSN 1012-3938 



Ecuación de Korteweg-de Vries III 

Usando integración por partes, la desigualdad de Cauchy-Schwartz, el 
teorema 1, interpolación de H 1 entre L2 y H 2 , el estimado (25) y la 
desigualdad (5) con a = 1 y (3 = ~ primero y con a = ~ y (3 = ~ 
después, obtenemos 

l(a;u~ (t) 'a;ul-' (t))ol 
= 2l(ul-' (t) 8xu¡.< (t) 'a;ul-' (t))ol 
:::; 2llul-' (t) 8xul-' (t)llo 11a;ul-' (t)llo 
:::; 2II~PIIo ll8xu¡.< (t)llvoo 11a;ul-' (t)llo 

:::; 2v'2II~PIIo (118xu~-' (t)11~12 lla;u~-' (t)ll~12 ) 11a;u~-' (t)llo 

:::; 2vÍ2II<pllo llu~-' (t)11~12 llu~-' (t)11~12 lla;u~-' (t)llo 

:::: e ll<pllo (e II~PII~12 IIu~-' (t) 11;12
) 
112

llu~-' (t) 11;12 11a;u~-' (t) llo 

:::; e ll<pllg14 llul-' (t)11~14 lla;ul-' (t)llo 

:::: e 11a;u~-' (t) llo (llu~-' (t) 11~12 II~PIIg12 ) 
112 

:::; r¡ 11a;u~-' (t)ll~ + eq (r¡) llu~-' (t)11~12 II~PIIg12 

:::; r¡ lla;ul-' (t)ll~ + eq (r¡) ( r¡ llul-' (t)ll~ +e~.~ (r¡) II~PII~0). (32) 

Por último, integrando por partes obtenemos 

Por lo tanto, de (30) - (33), obtenemos en (29) 

atq,3 (ul-' (t)) 

:::: J.L (e~.~ (r¡) ll<pll~0 + eq (r¡) e~.~ (r¡) ll<pll~0 

+ r¡ llu~-' (t) 11~ + eq (r¡) r¡ llu~-' (t) 11~ + (r¡- 1) 11a;u~-' (t) 11~) 

:::; J.L (e (r¡) ll<pll~0 +e (r¡) llul-' (t)ll~ + (r¡- 1) lla;ul-' (t)ll~). (34) 
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Haciendo r¡ = ~ e integrando (34) desde O hasta t, obtenemos 

«!>3 (u¡.¡ (t)) < «!>3 (u¡.¡ (O))+ eJL fot (llcpll¿o + llu¡.¡ (r)ll~) dr 

< «!>3 (cp) + eJL llcpll¿o t + eJL fot llu¡.¡ (r)ll~ dr. 

Ahora, 

I«P3 (cp)l < : 2 L (cp2 (x))
2 

dx + ~ IL cp (x) (8xcp)
2 

(x) dxi 

+~ L (a;cp) 2 
(x) dx 

< e (llcpllioo llcpll~ + llcpiiLoo llaxcpll~ + llcpll~) 

< e ( V'i.¡¡cp¡¡¿12 118xcpll¿12) 
2 

llcpll~ 
+e ( V'i¡¡cp¡¡¿12 118xcpll¿/2) ll8xcpll~ + llcpll~ 

< e (llcpll~ ll8xcpllo + llcpll¿12 ll8xcpllg12 + llcpll~) 

< e (llcpll~ llcpll1 + llcpll¿12 llcpll~12 + llcpll~) . 
Interpolando H 1 entre L2 y H 2 , obtenemos 

I«P3 (cp)l < e llcpll~12 llcpll~ 12 +e llcpll~14 llcpll~14 + llcpll~ 

(35) 

< e llcpll~12 (llcp11~12 + llcpll~14 + llcpll~) . (36) 

De (35) y (36) 

«!>3 (u¡.¡ (t)) < e llcpll~12 (llcpll~12 + llcpll~ 14 + llcpll~) 

+eJL llcpll¿o t + eJL fot llu¡.¡ (r)ll~ dr 

< et + et fot llu¡.¡ (r)ll~ dr. 
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Como 

llul' (t)ll~ ~e llul' (t)llo llul' (t)ll 2 ~e II'PII~ +e llul' (t)ll~, 

ll u! (t) dxl < (u! (t), u! (t))0 ~ llul' (t)ll~"" llul' (t)ll~ 

y 

< ( v'211'PII~12 IIaxul' (t)11~12) 
2

II'PII~ ~ 211u~' (t)ll1 II'PII~ 
< llu~' (t)ll~ + II'PII~ 

ll ul' (t) (8xuJL)
2 

(t) dxl 
< ( ul' (t), (8xuJL)

2 (t) \ ~ llul' (t)IIL"" ll8xuJL (t)ll~ 

< ( v'211'PII~12 II8xuJL (t)11~12 ) llul' (t)ll~ ~ v'211'PII~12 IIul' (t)11~12 

< v'211'PII~12 (e II'PII~12 IIu~' (t)11;12
) 

512 
~e llu~' (t)11~14 llcpll~14 

< r¡ llu~' (t)ll~ + ei.~ (11'PII~14) 'Y= r¡ llu~' (t)ll~ + ei.~ II'PII~-r/4 

entonces 

Luego 

llu~' (t)ll~ < et + et fot llul' (T)II~ dT 

+e II'PII~ +e llu~' (t)ll~ + llu~' (t)ll~ + II'PII~ 
+r¡ llu~' (t)ll~ + ei.~ II'PII~-r/4 

< et + et fot llu~' (T)II~ dT + r¡¡ llu~' (t)ll~. 
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y haciendo r¡1 = ~ obtenemos 

llu¡. (t)ll~ ~ et + et fot llu¡. (r)ll~ dr. 

Aplicando la desigualdad de Gronwall, para tE [0, T] tenemos 

llu¡. (t)ll 2 ~ et 

donde et =e (J.L, llcpllo, t), mostrando de este modo (27). 

Si s > 2 para t E [0, T] se tiene que 

Ot llu¡. (t) 11: 

= 2 (u¡. (t), OtU¡. (t)) 
8 

= 2 (u¡. (t), -o; u~' (t) -u¡. (t) 8xu¡. (t) + J.LO;u~' (t)) 
8 

= -2 <U¡. ( t) 'a; u¡. ( t)) 8 - 2 (U¡. ( t) 'U¡. ( t) OxU¡. ( t)) 8 

+ 2f..L (U¡. (t), o; u¡. (t)) 
8 

~ -2 (u¡. (t), U¡. (t) OxU¡. (t)) 
8

- 2J.L (fJxU¡. (t), OxU¡. (t)) 
8 

~ -2 (u¡. (t) ,u¡. (t) OxU¡. (t))
8

- 2f..L llu¡. (t)ll: 

~ 21 (u¡. (t), U¡. (t) OxU¡. (t)) si· 

Por la desigualdad (4) con s = 2 y t sustituido por s, tenemos 

!(u¡. (t) ,u¡. (t) OxU¡. (t))
8

1 

~e (llfJxU¡. (t)lllllu¡. (t)ll: + llfJxU¡. (t)lls-lllu¡. (t)ll2llul' (t)lls) 

~e (llu¡. (t)ll211u¡. (t)ll: + llu¡. (t)llsllu¡. (t)11211u¡. (t)lls) 

=e llul' (t)11211u¡. (t)ll:. 

Entonces, por (27) resulta 

Ot llu~' (t)ll: ~e llu~' (t)ll 2 llu~' (t)ll: ~ et llu~' (t)ll:. 

Integrado desde O hasta t, 

llu¡. (t)ll: ~ llcpll~ + et fot llu¡. (r)ll: dr 
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para t E [0, T]. Aplicando la desigualdad de Gronwall y extrayendo la 
raíz cuadrada, sigue (24). o 

Estamos ahora en condiciones de establecer el siguiente teorema. 

Teorema 12. Si cp E H 8 con s ~ 2 y la función u E e ([0, T] : H 8
) es 

la solución del problema ( 1) dada por el teorema 6, entonces para todo 
tE [0, T] tenemos 

llu(t)lls ~ et 

donde et =e (s, t, llcplls) es continua y creciente en sus argumentos. 

Demostración. Si tE [0, T] y J.L >O, entonces del teorema 11 sigue que 

De la demostración del teorema 6 tenemos que 

lím u¡.¡,(t)=u(t) enH8
, 

¡.¡,-+O+ 

uniformemente en [0, T], así 

completando la demostración. o 

A continuación demostraremos el resultado principal de esta sección, 
el cual nos dice que el problema de valor inicial (1) es bien formulado 
globalmente en H 8

, s ~ 2. 

Teorema 13. Sea cp E H 8 con s ~ 2. Entonces existe una función 
u E e (IRÓ : H 8

) n e1 (IRÓ : H 8
-

3 ) única solución del problema (1) que 
continuamente depende del dato inicial cp en el siguiente sentido: si 
{ cpn} n>l es una sucesión en H 8 convergente a cp en H 8

, {Un} n>l es 
la sucesión en e (IRÓ : H 8

) de soluciones de los problemas (1) con da
to inicial Un (O) = cpn, entonces para n suficientemente grande, existe 
e= e (s, llcpiiJ >o tal que 

sup llun (t)- u (t)lls ~e llcpn- cp¡¡. (37) 
tE[O,T] 
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Demostración. De los teoremas 6, 12 y del argumento usual de extensión 
sigue la existencia y unicidad de la solución global. Las demás conclu
siones siguen de la demostración del teorema 6, sustituyendo p (t) y Pn (t) 
por Ct y Cn (t). O 
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Abstract 

In this paper we show that the initial value problem for the Korteweg-de 
Vries equation is global well posedness in Sobolev spaces H 8

, s 2:: 2. For 
this we use conservation laws to derive a priori estímate for the norm of 
solution, then use the extension principie to obtain the global solution. 

Keywords: Nonlinear dispersive equations, Global well posedness, Parabolic 
regularization, Conservation laws. 
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