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Resumen 

Sea W un k-web no singular en el plano complejo definido 
por una ecuación diferencial de primer orden con 

coeficientes en O = C{ x, y} de la forma 

F(x, y, y')= a0 (x, y)·(y')k+a1 (x, y)·(y')k-1+· · ·+ak(x, y)= O, 

con k 2: 3. Un problema de interés en la geometría de webs 
es contar el número de relaciones abelianas linealmente 

independientes, llamado rango del web y determinar aquellos 
webs que son de rango maximal. 
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En este trabajo consideramos estas relaciones abelianas sobre una super­
ficie definida por F. Esto conduce al estudio de un sistema diferencial 
M, cuyas soluciones son las relaciones abelianas del web, via el teorema 
(6). Asimismo, usando la teoría de E. Cartan, Ripoll demuestra la exis­
tencia de un C-fibrado vectorial E de rango 7rk sobre (C2 , O) provisto 
de una conexión \7 de manera tal que sus secciones del espacio vecto­
rial horizontal es isomorfo al espacio de relaciones abelianas asociadas al 
web, y una base adaptada de E donde la curvatura de (E, \7) toma la 
forma 

o 
El teorema de Cauchy-Kovalevski ofrece una manera de encontrar webs 
de rango maximal usando solamente los coeficientes de F. 

l. Relaciones Abelianas de un Web 

Localmente un k-web es dado por k-foliaciones :F1, ... , :Fk en 
( C2 , O) en posición general. Si :Fi viene definida por una 1-forma di­
ferencial Wi = <; ( x, y) dx + di ( x, y) dy entonces podemos presentar alge­
braicamente el web W por medio de una forma k-lineal simétrica 

rr:=l (ci(x, y)dx + di(x, y))dy 
= ao(x, y)dyk + a1 (x, y)dyk-1dx + · · · + ak(x, y)dxk. 

Equivalentemente podemos describir un k-web W por medio de una 
ecuación diferencial ordinaria implícita F(x, y, y') =O, donde 

F(x, y,p) = ao(x, y)· pk + a1(x, y)· pk-l + · · · + ak(x, y), 

ai(x, y) E O= C{x, y} y FE O[p] es un polinomio sin factores múltiples 
tal que ao =f. O, Fp(O) =f. O y R = Result(F, Fp)(O) =f. O. Si R(O) =f. O, 
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el teorema de Cauchy garantiza que fuera del conjunto {( x, y) E e2 : 

R(x, y) =O} las curvas integrales de la ecuación diferencial F(x, y, y') = 
O definen un k-web no singular W de (e2 ,0). Denotemos por W = 

{F1, ... ,Fk} el k-web definido por la ecuación diferencial de la forma 

F(x, y,p) = a0 (x, y)· pk + a¡(x, y)· pk-l + · · · + ak(x, y)= O, (1) 

donde p = ~~ y F tiene las condiciones descritas anteriormente. En este 
caso, los campos que definen cada una de la foliaciones vienen definidos 
por 

Xi(x, y) = 8x + Pi(x, y) 8y, 

donde Pi= Pi(x,y) son raíces de la ecuación F(x,y,p) =O. Asimismo, 
las hojas del web W son los gérmenes de los conjuntos de nivel definidos 
por las funciones Fi(x, y) verificando Xi(Fi) =O. 

Observación l. Si un k-web W(k) viene definido por los niveles de fun­
ciones de la forma Fi : ( e2

, ( xo, Yo)) ----+ e y definimos por Pi = - ~::: , 
entonces W(k) queda definido también por una ecuación diferencial de 

k 

la forma (1), esto es I1 (y'- Pi) =O. 
i=l 

Definición l. El espacio de relaciones abelianas del k-web W(k) es el 
e espacio vectorial definido por 

Teorema 1 (Blaschke 1933). La dimensión del espacio A(k), llamado 
rango del web, es un O* invariante del web y además es controlado por 
7rk =~(k- 1)(k- 2), esto es 

rkW(k) = dimcA(k)::; -rrk. 
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Se dice que un k-web es de rango maximal si rkW(k) = Trk. Si W es 
3 

un 3-web sobre (C2 , O) definido por 1-formas Wi verificando L Wi = O, 
i=l 

se prueba que existe una forma diferencial 'Y tal que dwi ='Y 1\ Wi, para 
i = 1, 2, 3. La 2-forma K := d"f es llamada curvatura de Blaschke 
del web W Ver [4]. 
El siguiente resultado, debido a Blaschke y sus colaboradores, caracteriza 
la estructura de los 3-webs de rango 1 sobre (C2 , 0). 

Teorema 2. Para un 3-web sobre (C2 , O) las siguientes propiedades son 
equivalentes 

a) rk(W) =l. 

b) W es paralelizable. 

e) W tiene curvatura nula. 

d} W es analíticamente equivalente al web {dx,dy,d(x+y)}. 

Existe interés por la clase de webs lineales, cuyas hojas son gérme­
nes de rectas. Los Webs linealizables son aquellos que mediante un cam­
bio de coordenadas puede transformarse a un web lineal. Los webs alge­
braicos son construidos a partir de una curva algebraica de la siguiente 
manera: Si C es una curva algebraica reducida de grado k en el plano 
proyectivo IP2 , cualquier recta genérica corta a dicha curva en k puntos, 
por dualidad se obtiene k-rectas que constituyen las k-hojas del nuevo 
web y que son las tangentes a la curva dual de C. Un web es llamado 
algebrizable si existe un cambio de coordenadas que lo transforma en 
un web algebraico. 

Teorema 3 (Lie-Darboux-Griffiths). Un k-web linealW(k) que admite 
una relación abeliana cuyos términos son todos diferentes de cero es 
algebraico. En particular, un k-web linealizable con rango maximal es 
algebrizable. 
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Un web de rango maximal no siempre es algebrizable si k~ 5, tales 
webs son conocidos como webs excepcionales [3]. 

Por otro lado, sea Sw una superficie en C3 definida por F, esto es 

Sw = {(x, y,p): F(x, y,p) = 0}. 

Como R(O) =f. O, la superficie Sw es no singular. Sobre la superficie Sw 
consideremos los siguientes objetos: 

a) El complejo de Rham (n*, d) de las formas diferenciales sobre 
Sw. Por ejemplo, n1w = n~3/(Fn~3 + dF 1\ n~3) es el con­
junto de gérmenes de las 1-formas diferenciales sobre Sw y los 
que se encuentran fuera de U se anulan. Estos objetos son pen­
sados como haces que en cada punto hay gérmenes de 1-formas, 
donde si U e C2 , 1r*n1w(U) := n1w(7r-1 (U)). Igualmente n~w = 

n~3/(dF Anb +Fn~3) es el conjunto de gérmenes de las 2-formas 
diferenciales sobre Sw. 

b) Una 1-forma r¡ definida por r¡ = dy- pdx. Como r¡ 1\ dr¡ =f. O, r¡ 
no es integrable. Definimos la distribución V= Ker(r¡) e TC3 . Es 
claro que V es un plano tangente en cada punto de JPTS. Luego, 
Vlsw =V n TSw es un campo de direcciones sobre la superficie 

Sw, de dimensión es 2. Por lo tanto, Vlsw es integrable, y de esta 
manera existe una foliación F sobre Sw. Asimismo, las hojas de F 
son tales que al ser proyectadas por 1r: (x,y,p) f---+ (x,y) resultan 
ser las hojas del web W. Luego, 

Vlsw =VnTSw =TF. 

Observación 2. 

l. Si w E nb es un múltiplo de dy - p dx entonces Wi = a;w es 
un múltiplo de dy- Pi(x, y) dx, que es la 1-forma que define la 
foliación Fi. 

2. Si w E nb es tal que dw =O, entonces dwi = daiw = aidw =O. 
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3. Sea w E 01w la traza de w dada por la aplicación lineal traza,. : 
7r*(n1) --+ nb2 definida por 

k 

traza,.w := L aiw = w1 + · · · Wk· 

i=l 

Definimos el siguiente conjunto 

a8 := { w E 7r*(n1) : dw =O, traza,.w =O, w se anula sobre T:F = Vlsw}, 
es un e-espacio vectorial. El resultado principal de esta sección es el 
isomorfismo que existe entre los e-espacios vectoriales as y A(k). Antes 
daremos dos resultados previos. 

Lema 4. Sir E O[p] es tal que deg(r) :::; k- 2, w = r · dyF.pdx E 7r*(!11). 
p 

Es decir, existen polinomios s, t E O[p] tales que degps :::; k- 1, degt :::; 
k - 1 verificando la siguiente relación 

r(Fx + pFy) + s · Fp = (rx + pry + Sp- t) · F (2) 

Prueba. Sea z0 = (x0, y0) un punto próximo de O E e 2 tal que R(zo) =/= 
O. Asimismo, definimos 

k 

A:= L Pi8yFi' 
i=l p- Pi 

d d ·- 1 ( r) _ 1 r(x,y,p;) 1 on e Pi.- a Fresp· -F -a F·( ) F ( ·)· uego, y ~ " y , x,y P x,y,p" 

k k 
r : = F . A = F . "" Pi 8yFi = F . p"" Pi 8yFi 

L..Jp-p· L..J1_Pi 
i=l t i=l p 

= F · p t 8yFi [f (Pi)i] 
t=l t=l p 

= F [! tpi8yFi + 
1
2 tPiPi8yFi + 

1
3 tPiP~ 8yFi + · · ·] 

p i=l p i=l p i=l 

= (aoRo) · pk-l + (aoRl + a1Ro) · pk-2 + · · · + ak-1Ro, 
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donde 
k 

Rj=LPiPIByFiEO, o:::;j:::;k-1. 
i=l 

Asimismo, como degPr:::; k- 2, entonces Ro= O, esto es 

k 

LPi8yFi =o. (3) 
i=l 

Ahora demostraremos que 

(4) 

En efecto, 

Además, 

k k k 
""'Pi Pi ByFi __ ""' . 8 D.+ ""'Pi ByFi _ , 
L...,¡ - L...,¡ p, y.r, p L...,¡ - p/\. 
i=l p -Pi i=l i=l p -Pi 

(6) 

Asimismo, como Fi son integrales primeras se cumple Xi(Fi) = O, 
es decir Pi 8yFi = -8xFi. Reemplazando este resultado obtenido en la 
expresión (6) resulta 

k 
, _ ""' Pi BxFi p/\ - -L...,¡ -- . 

i=l p- Pi 

Al derivar esta última expresión respecto a y se obtiene 
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Procediendo en forma análoga se obtiene OpJ.L, esto es 

k k 

0 = _ ¿ Pi OxPi · oyFi _ ¿ Pi Pi OyPi · oyFi (8) 
viL i=l (p- Pi)2 i=l (p- Pi)2 

Luego, sumando (5), (7), (8) resulta la expresión (4). 
Por otro lado, 

s :=F. J.L =F. (t Xi(pi)_:i ~yFi) . 
i=l p p, 

Usando el mismo argumento que el caso r = F ·>.se obtiene 

s = (aoQo) · pk-l + (aoQl + a1Qo) · pk-2 + · · · + ak-lQo, 

siendo 
k 

Qj = L:PI Xi(pi) Pi OyFi E o, 1 :::; j :::; k- l. (9) 
i=l 

(~ X·(p·)8 P) Igualmente, para el caso, t := F · v = F · L....,¡ • ~ ~ ' se 
i=l p p, 

obtiene 

donde 
j 

Ti= L:IJf Xi(Pi) 8yFi E O, 1 S j:::; k- l. (10) 
i=l 

Ahora probaremos (2). En efecto, al derivar r = F ·>.respecto a x 
y y se obtiene respectivamente 

rx = Fx · >. + F · 8x>., ry = Fy · >. + F · 8y>.. 

Al derivar s = F · J.L respecto a p resulta Sp = Ops = J.L · Fp + F · OpJ.L· 
Luego, 

rx + pry + Sp = >.(Fx + pFy) + J.L · Fp + F(ox>. + poy>. + OpJ.L) 

= >.(Fx + pFy) + J.L · Fp + F ·V 

= >.(Fx + pFy) + J.L · Fv + t, 
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es decir rx +pry +sv -t = >..(Fx +pFy) + J.LFp. Finalmente, al multiplicar 
esta expresión por F resulta (rx+Pry+sv-t)·F = >..F(Fx+PFy)+p,-FFp, 
esto es 

(11) 

donde U= Tx + pry + Sp- t. 

Observación 3. 

a) Para todo r E O(p], degPr :::; k - 3 existe un único polinomio 
sE O(p] condegPs ::=; k-1 verificando X= r(8x+P8y)+s8p E TS. 
Para que el campo vectorial X sea tangente a :F basta exigir que 
dF(X) = O sobre Sw, que es equivalente a que exista un único 
polinomio U E O(p], degPU :::; k- 2 verificando X(F) = U· F, es 
decir 

X(F) = r(Fx + pFy) + sFp =U· F. 

b) Si w = r · dyF.p dx, entonces dw = t · dx;dy, donde r y t son poli-
p p 

nomios de la forma 

con degPt :::; k - 2, pues 

Pro Mathematica, 24, 47-48 {2010), 121-145, ISSN 1012-3938 129 



Andrés Beltrán 

dw 

donde t = r"' + pr y + Sp - U. Por lo tanto, de esto resulta claro que 
si w es una forma cerrada entonces t =O. 
Por otro lado, se verifica que 

dx 1\ dy dy 1\ dp dp 1\ dx 
Fp F., Fy 

Lema 5. Suponga que R(O, O) =f. O y sea W un k-web no singular de 
(C2 , O) definido por la ecuación diferencial F(x, y, y') =O. Toda relación 
abeliana no trivial (gi(Fi))i del web W determina una sección local w = 
r · dyF.pdx de 7r*(n1) verificando las siguientes condiciones 

p 

(i) w es una forma cerrada y degPr :::; k- 3, donde r E O[p] verifica 
la siguiente propiedad 

r(F., + pFy) + sFp = (r., + pry + sp) · F, (12) 

dondes E O[p], degPs:::; k- l. 

k 

(ii) traza.rw = L9i(Fi) dFi =O. 
i=l 

Prueba. 

i) Para que la primera parte del lema se cumpla, basta intercambiar 
Pi por 9i(Fi) en la demostración del lema 4, es decir 
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k k 
..\ := L 9i(Fi)8yFi' J.L := L Xi(Pi) 9i(Fi) 8yFi' 

~1 p-~ ~1 p-~ 

k 
l/ := L Xi(9i(Fi))8yFi 

i=1 p- Pi 

y procediendo en forma similar como en el caso anterior se prueba 
que 

8x>. + p8y>. + 8vJ.L = v. 

Por otro, lado se sabe que Xi(Fi) =O, entonces 

Xi(9i(Fi)) = 8xgi(Fi) +Pi 8ygi(Fi) = g~(Fi)8xFi +Pi g~(Fi)8yFi 

= g~(Fi)X(Fi) =O. 

k 

Por lo tanto, v = L Xi(Yi(Fi)) ByFi = O, de esta manera t = 
i=1 p- Pi 

F · v = O. Luego, dw = t · dx;dy = O, es decir w es cerrada. 
p 

Teniendo en cuenta esto en la relación (2) se obtiene (12). 
Por otro lado, se sabe 

r = F · ..\ = (aoRo) · pk-1 + (a1R1 + a1Ro) · pk-2 + ... + ak-1Ro, 

donde 

k 

Rj = Lp{ 9i(Fi)8yFi en O, 1 ~ j ~ k-1. 
i=1 

k 

Como (gi(Fi))i es una relación abeliana se tiene L9i(Fi) dFi =O. 
i=1 

Por lo tanto, 

k k 

Ro= L9i(Fi) 8yFi =o= R1 = LPi 9i(Fi) 8yFi, 
i=1 i=1 

entonces degpr ~ k - 3. 
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ii) 

k 

= 2:: Pi 8yFi(x, y)(dy- Pi dx) 
i=l 

k k 

= 2:Pi(8yFi(x,y)dy+8xFi(x,y)dx) = I:PidFi. 
i=l i=l 

Luego, Pi dFi = u;w, entonces dpi 1\ dFi = O, esto significa que 
Pi= 9i(Fi), para 9i E C{z}. Por lo tanto, 

k 

traza,.w = 2:: 9i(Fi) dFi =O. 
i=l 

Observación 4. as puede ser reescrito de la siguiente manera, 

as = { w = r · dy ;;dx : r E O[p], degPr :-:::; k- 3, dw =O}. 

Teorema 6 (Hénaut, 2000). as y A(k) son espacios vectoriales isomor­
fos. 

Prueba. Definimos la aplicación T : A( k) -----+ as por 

r((gi(Fi))i) =F. (t 9i(Fi)8yFi) dy- pdx' 
i=l p- Pi Fp 

donde Pi son las raíces de la ecuación F(x,y,p) =O. 
Por otro lado, por definición se sabe que 

r = F · >. = (aoRo) · pk-l + (aoRl + a1Ro) · pk-2 + · · · + ak-1 ·Ro, 

k 

donde Rj = I::JJf 9i(Fi) 8yFi, 1 :-:::; j :-:::; k-1. Entonces si suponemos que 
i=l 

r(gi(Fi)) = O, entonces r = O es decir Ro = O, R1 = O, · · · , Rk-1 = O. 
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Luego, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones 

{ 

91 (F1)8yF1 
P191 (F1) 

p~-1 91 (F1)8yF1 

+ + 9k(Fk)8yFk 
+ + Pk9k(Fk)8yFk 

o 
= o 

= o 

Como el determinante de la matriz de coeficientes es un determinante 
de Vandermonde 

1 1 1 

P1 P2 Pk 

k-1 k-1 k-1 
P1 P2 Pk 

y además los Pi son diferentes de cero, se obtiene la solución trivial, esto 
es 9i(Fi) =O para todo 1 :::=; i :::=; k. Por lo tanto, T es inyectiva. 
Es claro que T es una aplicación lineal, cuya inversa es dada por la 
aplicación a: as --+ A(k) definida por 

a(w) := (aiw, ... , a'kw). 

k k 

Si w E as, l:aiw = traza11"w = L9i(Fi) =O. Y como daiw =O se 
i=1 i=1 

concluye que (aiw, ... , a'kw) pertenece a A(k). 
Por otro lado, 

o 
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2. Webs Lineales 

Sea W un k-web en el plano cuyas pendientes de sus hojas son 
denotadas por Pi E O, para 1 ~ i ~ k. Existe un único polinomio 
Lw(x, y,p) = f1·Pk- 1+f2·Pk-2+· · ·+fk con coeficientes en O verificando 
la siguiente igualdad 

En efecto, en la demostración del lema ( 4) se han encontrado fórmu­
las explícitas paras, t, U en función de r y F, 

donde PiOyFi = resp; j. = ;;{;~). Identificamos s cuando r = l. En este 
caso, s se denota por Lw y es llamado polinomio de linealización de 
W. Luego, 

Luego, Lw(Pi) = Xi(Pi)· Por lo tanto, las hojas de W son rectas si y 
solo si los Pi son constantes a lo largo de las hojas de Xi para todo i, si 
y solo si Xi(Pi) =O si y solo si Lw =O. 
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En cualquier caso, las parametrizaciones locales de las hojas de W defini­
das por x ~ ( x, y( x)) satisfacen la ecuación diferencial de segundo 
orden y "(x) = Lw (x, y(x), y'(x)), pues y '(x) = Pi(x, y(x)), entonces 

Teorema 7 (Hénaut, 1993). 

Para k ~ 4 sea W un k-web de (C2 , O) cuyos campos asociados son 
de la forma Xi = 8x + Pi8y para 1 ~ i ~k, entonces el polinomio 

asociado a W verifica las siguientes propiedades 

a) W es linealizable si y solo si Xi(Pi) = O para todo 1 ~ i ~ k si y 
solo si Lw =O. 

b) Para todo z próximo de O E C2 , las k-hojas de W que pasan por 
z son las gráficas de ( C2 , O) de elementos Yi E C{ x} que verifican 
la ecuación diferencial de segundo orden y " ( x) = Lw ( x, y, y '). 

e) W es linealizable si y solo si degpLw ~ 3 y los coeficientes ik,lk-1. 
fk_ 2,lk-J verifican el siguiente sistema diferencial no lineal L¡ = 

O, L2 =O, donde 

L¡ = -8x(8xfk-2)- 28y(fk-1)- fk-1(8xfk-2- 28yfk-3)­

- 38;(fk)- 38y(fk-2fk) + 38x(fkfk-3) + 3fk8x(fk-3) 

L2 = 8y(28xfk-2)- 8y(fk-1)- fk-2(28x(fk-2)- 8y(fk-1))-

- 3a;ek-3 + 38x(ik-llk-3)- 38y(iklk-3)- 3lk-38y(ik)· 
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Al considerar las siguientes funciones en la relación (12) 

F(x, y,p) = a0 (x, y). pk + a1 (x, y). pk-l + ... + ak(x, y), 

Lw(x, y,p) = f 1(x, y). pk-l + .e2(x, y). pk-2 + ... + .ek(x, y), 

U(x, y,p) = u2(x, y). pk-2 + u3 (x, y). pk-a + ... + uk(x, y), 

cuando r = 1 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

U2 o 
u a o 

Uk-1 8y(ao) 
A· U k 8x(ao) + 8y(al) 

.el 8x(al) + 8y(a2) 

.e2 8x(a2) + 8y(aa) 

.e k 8xak 

donde el determinante de la matriz A es la resultante R de F y Fp. Como 
la resultante es no nula, es posible resolver este sistema de ecuaciones, 
en particular obtener los coeficientes de Lw. 

Por otro lado, sea W un k-web que admite un automorfismo in­
finitesimal Z y Lw su polinomio de linealización. Formamos el (k+ 
1)-web W ~ :Fz y deseamos identificar cuál es el polinomio de linea­
lización asociado a este nuevo web. En efecto, si Lw es el polinomio de 
linealización de W, entonces L = Lw + >..F es el polinomio de linea­
lización de W ~ :F x. Asimismo, 

Y(x,y,p) = 8x + p8y + (L + >..F)8p 

es un campo definido sobre S: F · (p- q(x, y)) =O, tal que Y\F=O en 

TF=O. 
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Para que el campo Y E T {p = q(x, y)} debe cumplirse que -8xq-q8yq+ 
Lw(q) + >.F(q) =O, esto es 

, = Bxq + q · 8yq- Lw(q) 
/\ F(q) . (13) 

De esta manera hemos probado la siguiente proposición. 

Proposicion 8. El polinomio de linealización del web W 181 Fz es 

L +F· (8xq+q·8yq-Lw(q)) 
w F(q) 

(14) 

Corolario 9. Sean W un k-web linealizable con k :2: 4, y Z un campo 
transversal a W. Entonces W 181 Fz es linealizable si y solo si Lw(q) = 

Bxq + q · 8yq. 

Prueba. Como el polinomio de linealización de W = W 181 F z es 

L = Lw +>.F, d d 
, _ Bxq + q · 8yq- Lw(q) 

on e /\- F(q) . 

Del teorema de Hénaut _:esulta que W es linealizable si y solo si deg(L) ~ 
3 y los coeficientes de L verifican ciertas relaciones diferenciales. Como 
deg(F) :2: 4, la única posibilidad para que ello suceda es que>.= O, y en 
ese caso L = Lw cuyos coeficientes ya verifican las relaciones anteriores 
por hipótesis. 

3. Curvatura de Webs en el Plano 

Anteriormente se ha visto que la curvatura de Blaschke de un 
3-web se construye a partir de 1-formas (normalizadas) que definen a 
cada una de las foliaciones que conforman el web. Ripoll extiende este 
resultado para el caso cuando el web es definido por una ecuación dife­
rencial de la forma F(x, y, y') =O. Ver [6]. 
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Sean 

F(x, y,p) = ao(x, y)· pk + a¡(x, y)· pk-l + · · · + ak(x, y), 

r(x, y,p) = b3(x, y)· pk-3 + b4(x, y)· pk-4 + · · · + bk(x, y), 

s(x, y,p) =e¡ (x, y) · pk-l + c2(x, y) · pk-2 + · · · + Ck(x, y), 

t(x, y,p) = t2(x, y)· pk-2 + t3(x, y)· pk-3 + · · · + tk(x, y), 

Estamos interesados en estudiar el espacio de relaciones abelianas de un 
web. Por el teorema (6) esto se reduce a estudiar el espacio as, es decir 
estudiar los coeficientes de r, donde r es tal que w = r · dy--¡ldx E as. 

p 

La expresión en (2) establece una relación entre los coeficientes de F, r, s 
y t. Por ejemplo, cuando k = 3, la relación (2) corresponde al siguiente 
sistema matricial 

o a o -ao o o Ox(b3) 8y(ao) 
a o a¡ o -2ao o 8y(b3) 8x(ao) + 8y(a¡) 
a¡ a2 a2 -a¡ -3a0 C¡ = b3 Ox(a¡) + 8y(a2) 
a2 a3 2a3 o -2a1 C2 8x(a2) + 8y(a3) 
a3 o o a3 -a2 C3 8x(a3) 

En esta relación ya se ha tenido en cuenta que w es cerrada, y por tanto 
los coeficientes de t son todos nulos. Asimismo, el determinante de la 
matriz orden 5 x 5 coincide con la p-resultante R de F. Luego, teniendo 
en cuenta que R(O) =/:- O, por la regla de Cramer el sistema anterior es 
equivalente al siguiente sistema homogéneo 

donde los Ai,j E O[R-1]. De manera similar, cuando k= 4, la relación 
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(2) se reduce al siguiente sistema matricial 

o o a o -ao o o o Ox(b4) 
o a o a1 o -2a0 o o 8x(b3) + 8y(b4) 
a o a1 a2 a2 -al -3ao o 8y(b3) 
a1 a2 a3 2a3 o -2a1 -4ao C1 
a2 a3 a4 3a4 a3 -a2 -3al C2 
a3 a4 o o 2a4 o -2a2 C3 
a4 o o o o a4 -a3 C4 

ay(ao) o 
Ox(ao) + ay(al) ay(ao) 
Ox(al) + Oy(a2) Ox(ao) +ay( al) 

= b3 Ox(a2) + Oy(a3) +b4 Ox(al) + 8y(a2) 
Ox(a3) + Oy(a4) Ox(a2) + Oy(a3) 

Ox(a4) Ox(a3) + 8y(a4) 
o Ox(a4) 

Dicho sistema es equivalente al siguiente sistema 

{ 

8x(b4) +A1,1b3 + A1,2b4 O 
8x(b3) + 8y(b4) +A2,1b3 + A2,2b4 O 

ay(b3) +A3,1b3 + A3,2b4 O 

Procediendo en forma análoga el proceso descrito anteriormente se 
generaliza para k ~ 3 arbitrario, obteniéndose el siguiente sistema ma­
tricial 

Oxbk + A1,1b3 + + A1,k-2bk = o 
axbk-1 + aybk + A2,1b3 + + A2,k-2bk o 

M: 

8xb3 + 8yb4 + Ak-2,1b3 + + Ak-2,k-2bk o 
8yb3 + Ak-1,1b3 + + Ak-l,k-2bk o 

donde Ai,j E O[R-1]. 
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Luego, se tiene las siguientes identificaciones A(k) =as= Sol(M), 
es decir, el espacio de relaciones abelianas de un web se identifica con 
las soluciones del sistema diferencial M. 

La diferencial exterior sobre Sw induce un operado diferencial linear 

p: ok-2 ~ ok-1 

(b3, ... 'bk) 1---+ (t2, ... 'tk) ' 

donde los ti son los coeficientes de t. El estudio del sistema M conduce a 
considerar el espacio de jets Jk(ok-2) de orden k sobre ok-2 y obtener 
la aplicación de derivación jk : ok-2 ~ Jk(ok- 2 ). De este operador se 
obtienen 0-morfismos Po : J1 ( ok-2 ) ~ ok-1 y sus sucesivas prolon­
gaciones Pk. Si denotamos por Rk el núcleo de Pk, el complejo de Spencer 
asociado con las prolongaciones Pk es dado por 

Se demuestra que existe para cualquier k 2: 3 un fibrado vectorial 
E := Rk-3 de rango 7rk sobre (C2 , O) incluido en el fibrado de jets 
Jk_2(0k-2) y una conexión 'V : E ~ 0 1 ®o E, no necesariamente 
integrable, cuyas secciones horizontales, se identifican con as. Asimis­
mo, existe una base adaptada (e.e) de (E, V') tal que su curvatura toma 
la siguiente forma matricial 

(1 o 

k'Trk) r dxAdy 

Particularmente, el rango del sistema local Sol(M) es maximal e igual 
a 7rk si y solo si la conexión (E, V') es integrable, es decir si K = O. [6). 
Como consecuencia del teorema de Cauchy-Kovalevski, se obtiene una 
forma de encontrar webs de rango maximal a partir de los coeficientes 
de F. 

140 Pro Mathematica, 24, 47-48 {2010), 121-145, ISSN 1012-3938 



Relaciones Abelianas y Curvatura de un Web 

Teorema 10. Las siguientes propiedades son equivalentes 

1} La conexión (E, V') es integrable, esto es kp_ =O para 1 $ f $ 1fk. 

2} El k-web W asociado a la ecuación diferencial F(x, y, y') =O es 
de rango maximal. 

Ejemplo l. Para k = 3, la matriz asociada al sistema M es de la forma 

A= (~1 · 1 ). La matriz e1 = (1 -A1,1 -A2,1) es una base adaptada 
2,1 

de E= Ro. En esta base la conexión V' asociada al web W toma la forma 
matricial 'Y= (A 1 ,1dx + A 2 ,1dy), y la matriz de curvatura es 

que es exactamente la curvatura de Blaschke. 

Ejemplo 2. Si W es un 3-web definido por la ecuación diferencial 
F(x, y, y') = O, donde F(x, y,p) = y3 + xp - 2y. En este caso, su 
p-resultante de Fes R = x(4x + 27y2) y 

A _ 2(2x2 - 2x - 9y2) 
1'1 - x( 4x + 27y2) ' 

A 
_ 3y(1- 3x) 

21-
' x(4x + 27y2) · 

Asimismo, la curvatura de W es 

Es claro que W no es de rango maximal, y por tanto la conexión asociada 
no es integrable. 

Ejemplo 3. Si W es un 3-web definido por la ecuación diferencial 

F(x, y, y') = O, donde F(x, y, p) = - 1
5
2 y

3 + ~xp + ~. En este caso, su 

P-resultante de Fes R- ~x3- 125y2 y - 243 576 

-192x2 

Al,l = 128x3 - 135y2 ' 
A _ 135y 

2'1 - 128x3 - 135y2) · 
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Asimismo, la curvatura de W es 

Luego, W es de rango maximal. Y la conexión asociada es integrable. 

Ejemplo 4. Para k = 4, la matriz asociada al sistema M correspon-
diente es 

A = (~~:~ ~~::) 
A3,1 A3,2 

Asimismo, { e1, e2, e3} 

ker(pl), donde 
es una base adaptada del fibrado E = R2 

e1 = (~ -1 O (A2,1 + A1,2) 

O 1 A1,1 

(

-1 
e2 = 

0 

Aa,l 

o 
( -811 (A1,1)+8.,(A2,1)-A~. 1 -A1,1A2,2+A1,1Aa,1) 

( -A1,1A2,1-A1,1A1,2)+8.,(Al,l) 

donde 

a= -A2,1A3,1 - A1,1A3,2 + ox(A3,1) 

b = -A;,1 + oy(A3,t) 

e= -A1,1A3,1 + oy(Al,l) 

d = A1,1A3,2 + 0y(A2,1- oy(A2,1)). 

e3 = (01 O 
-A1,2 

(oy(A1,2) - ox(A2,2) - A1,1A3,2 

(A~,2- ox(A1,2) 

donde 

n = A3,1AJ,2 + A2,2A3,2 - oy(A3,2) 

r = A1,1A3,2 + A1,2A2,2- oy(A1,2) 

S= A2,1A3,2- Al,2A3,2 + A~,2 + Ox(A3,2- oy(A2,2)). 

: :) , 
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La conexión asociada en esta base es 'Y = ('Yij), donde 

'Yu = A1,2dx + A2,2dy 

"112 = ( -8y(A1,1) + A1,1A3,1 - A1,1A2,2)dx- (A1,1A3,2- 8x(A3,1)+ 

+ 8y(A2,I))dy 

"113 = (-A1,1A3,2- 8x(A2,2) + 8y(A1,2))dx- (A2,1A3,2- A1,2A3,2 + 

Ox(A3,2))dy 

"121 = -dx, 

"131 = -dy, 

"/22 = A2,1dx + A3,1dy 

"/32 = -A1,1dx, 

"123 = -A3,2dy 

"/33 = A1,2dx + A2,2dy. 

Y la matriz de curvatura toma la forma siguiente 

! !) dxAdy, 

donde 

k1 = 8x(A2,2) + 28x(A3,1)- 28y(A1,2)- 8y(A2,I) 

k2 = 8x(8x(A3,I)- 8y(A2,1))- (A2,1- A1,2)(8x(A3,1)- 8y(A2,I)) + 

+ 8~A1,1- 8y(A1,1(A3,1- A2,2))- 8x(A1,1A3,2)- A1,18x(A3,2) 

k3 = 8y (8x (A2,2) - 8y (A1,2)) + (A3,1- A2,2) (8x (A2,2) - 8y (A1,2)) + 
+ A3,28y(A1,1)- ox(A3,2(A2,1- A1,2))- a;(A3,2) + 8y(A1,1A3,2). 

La construcción del fibrado vectorial E provisto de la conexión 'V 
descrita anteriormente generaliza el método de Blaschke. 

Ejemplo 5. Sea W el web definido por la ecuación diferencial F(x, y, y') 
=O, donde F(x, y,p) = p4 + p3 - yp. En tal caso, la p-resultante de F 
es R = -y(27y3 - 4y2). Asimismo, los coeficientes asociado al sistema 
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diferencial M correspondiente son 

A1,1 =O 

A _ 18y2
- 2y 

2,2- R 

A1,2 =O 

-9y2 
A31 = -­, R 

-3y2 
A21 = --, R 

-2y 
A32 = -­, R 

En la base adaptada hallada anteriormente, la matriz de curvatura de la 

conexión es de la forma K= (k~ ~ k;) dx 1\ dy, donde 
o o o 

k - 6( -2y + 27y) 
1- R2 ' 

k - 18(-2 + 27y) 
2- R ' 

Luego, la conexión (E, 'V) asociada no es integrable ni de rango máximo. 
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Abstract 
Let W be a non singular planar k-web defined by ordinary differential 

equations of the first order with coefficients in O= C{x, y}, of the form 

F(x, y, y') = ao(x, y) · (y') k+ a¡ (x, y) · (y')k-l + · · · + ak(x, y) =O, 

with k ;::: 3. A problem of interest in webs geometry is to count the num­
ber of linearly independent abelian relations called rank of the web and 
to find the webs of maximal rank. In this work us consider this abelian 
relations on surface defined by F. This leads to the study a differential 
systems M, whose solutions are abelian relations of the web through the 
theorem (6). Also, using the theory of Cartan, Ripoll demonstrates the 
existence of a C-vector bundle E of rank 7rk on (C2 , O) provided with 
a connection '\! of a such that way that this section of the horizontal 
vector space is isomorphic to the abelian relations space associated to 
web, and of an adapted basis of E where the curvature of (E,'\!) takes 
the form 

o 
The Cauchy-Kovalevski theorem offers a way to find maximal rank webs 
using only the coefficients of F. 
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