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1. Introducciéon

La motivacién de este trabajo estd dado por los Problemas de
Cousin [ver 6, pigina 159], bajo la interrogante: ;Cudles son las condi-
ciones necesarias y suficientes para resolver estos problemas? Y la res-
puesta es dada por la trivialidad del primer grupo de Cohomologfa del
Haz de Oka [ver 2 y 3].

Nuestro acercamiento a Cohomologia de Haces serd primero desarro-
llando una teoria bastante abstracta no calculable para haces definidos
sobre espacios paracompactos, usando resoluciones finas. Nosotros rela-
cionamos esta teorfa y la Teorfa de Cech, mediante el Teorema de Leray.

Una muestra de lo 1itil que puede ser la Cohomologia de Haces es
que ella relaciona la Teoria de Cohomologia Singular y la Teor{a de Coho-
mologia de deRham mostrando que las tres Cohomologias son isomorfas
para espacios paracompactos. La herramienta fundamental para mostrar
estos isomorfismos est4d dada por el siguiente teorema.

do dy da

Teorema 1.1. Sea 0 F : Fo F1 Fa --ouna
resolucion del haz F. Supongamos que HP(X,F;) = 0 parap > 0 y
J 2 0. Entonces

Ker(dy)
Im{d;_,)

Los resultados alos cuales hemos hecho referencia, son los siguientes:

HO(Xv-F) gK@T(dS), Hp(Xy}-) 2> 0.

Teorema 1.2. Sea X una variedad topoldgica. El grupo de cohomologia
de X con coeficientes en el haz constante Z, denotado por HP(X,Z) es
isomorfo al grupo de cohomologia singular Hgmg(X ,Z), parap > 0.

Teorema 1.3. See X una variedad diferenciable n-dimensional. El grupo
de cohomologia de X con coeficientes en el haz constante C, denotado por
HP(X,C) es isomorfo al grupo de cohomologia de deRham HEp(X,C),
para p > 0.
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Haciendo uso de la Homologia Singular podemos definir el grupo
abeliano de p-cocadenas singulares y construir el haz $?(Z) asociado al
pre-haz SP(Z) de p-cocadenas singulares. Mostraremos que el complejo
de haces

*

. 8 &1
0 Z—>8%Z) —> SY(Z) — -

es una resolucién candnica, es decir es una secuencia exacta larga y que
los haces son finos, cumpliendo asf con las hipétesis del Teorema (1.1), y
dado que este pre-haz de p-cocadenas no es completo nos veremos obli-
gados a usar otro teorema para mostrar dicho isomorfismo. De manera
ansloga, para probar el Teorema (1.3) estudiaremos las Formas Dife-
renciales, de manera que podamos definir el espacio vectorial complejo
QP(U) de p-formas diferenciales y construiremos el haz £? asociado al
pre-haz {QP(U), rvy}, de p-formas diferenciales. También se demuestra
que el complejo de deRham

i d3 df d;

0 C &0 &l £2

es una resolucién candnica y, utilizando asi el Teorema (1.1), mostraremos
el isomorfismo.

2. Axiomas de Cohomologias de Haces

Definicién 2.1. Un pre-haz F = {F(U),ryy} para U,V C X abiertos
sobre X es completo si dados U C X abierto y un cubrimiento por
abiertos U = J;c; U; de U se tiene:

1. (Existencia) Si fi € F(U;) para todo i € I tal que ry,u, fi =
ru,;u; f; para todo i,j € I, entonces existe f € F(U) tal que
ry,uf = fi para cada i € I.

2. (Unicidad) Si f,g € F(U) tal que ry,u f = ry,ug para todo i € I,
entonces f = g.
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Sea F' = {F(U),rvu} el pre-haz de secciones del haz F asociado al
haz (F,m, X). Las condiciones necesarias y suficientes para que F' = F
son dadas en la siguiente proposicién elemental.

Proposicion 2.1. Sea F' un pre-haz de anillos sobre X con haz asociado
F yF ={F{U),rvu} el pre-haz de secciones sobre el haz F. Si F es
un pre-haz completo entonces F' y F son isomorfos.

Proposicion 2.2. Sea X paracompacto y {F(U),rvu} un pre-haz sobre
X satisfaciendo (2.1-1) y sea F el haz asociado. Entonces la secuencia

h

0 —> (F(X))o —> F(X) F(X) 0,

es exacta, donde
(F(X))o={f€ F(X):rxz(f) =0, para todo z € X}.
Sea F un haz sobre un espacio topolégico X y

0 I, L Ty

la resolucién canénica de F. Asociada a esta resolucién tenemos el com-
plejo

o dt »
0 F(X)— fO(X)._°>J:1(X)i_,...

Definicién 2.2. El p-ésimo grupo de cohomologia de haces sobre X con
coeficientes en el haz F es definido como sigue
Ker(dy)

HY(X,F) = Ker(ds) y H'(X,F)= -5

sip>0,
y se denota por HP(X, F).

Teorema 2.1. Los grupos de cohomologia de haces sobre X satisfacen
las siguientes propiedades bdsicas:
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1) Dado un haz F sobre X, entonces
A) H°(X,F) es isomorfo a F(X).
B) Si F es fino entonces HP(X,F) = 0 para p > 0.

2) Si¢: F — G es un morfismo de haces sobre X entonces parap > 0
son inducidos homomorfismos ¢P : HP(X,F) — HP(X,G) los cuales
satisfacen:

A) ¢° : H(X,F) — HO(X,G) es precisamente la funcio’n sobre sec-
ciones inducidas por ¢.

B) Si¢: F — F es la identidad, entonces ¢P es la identidad para p > 0.
C)Si¢p:F—>Gyp:G— H son morfismos de haces sobre X entonces
para p > 0 tenemos (p@)P = @P¢? : HP(X,F) — HP (X, H).

3)8i 0 F ¢ g L H 0 es una secuencia exacta corta
de haces sobre X entonces para p > 0 eriste un homomorfismo conexion

§: HP(X,H) — HPY(X, F),

satisfaciendo:
A) La secuencia cohomoldgica

#° ©° 5 o
0 — HY(X,F) == H°(X,G) — H(X,H) > HY(X,F) >+,

es ezacta larga.
B) Dado un diagrama conmutativo de secuencia exacta corta sobre X

0 F—t g%y 0
0 A—2--2Y e 0,

Pro Mathematica, 24, 47-48 (2010), 235-266, ISSN 1012-3938 239



Nancy Saravia

el correspondiente diagrama de cohomologia

0— HYX,F) ——>H0(X G) —>H°(X ’H)——>H1(X,]-') _‘/’;

Lo

(1]
0 —= HO(X, A) 2> HO(X, B) L~ HO(X,C) —2> H!(X, A) 2>

conmuta.

Teorema 2.2. Sea 0 F—>F do -7 ... una

resolucion del haz F. Supongamos que HP(X,F;)=0,p >0, j > 0.
Entonces

Ker(dy)
Im(d;_,)

Corolario 1. Podemos calcular la Cohomologia de X con coeficientes en
F usando cualquier resolucion fina de F. En particular, las propiedades
1)—3) del Teorema (2.1) determinan los grupos de Cohomologia H (X, F)
bajo isomorfismo.

HY(X,F)~ Ker(d}), HP(X,F)=~ parap > 0.

3. Cohomologia Singular

Definicién 3.1. Sea S,(X, G) el grupo abeliano de p-cadenas singulares
sobre X con coeficientes en G. El grupo de p-cocadenas singulares sobre
X es denotado por

SP(X,G) = Hom(S,(X, G),G),

es decir SP(X, G) consiste de homomorfismos G—lineales los cuales asig-
nan a cada p—cadena singular en X un elemento de G.

Definicién 3.2. Sea SP(X, G) el grupo de todas las cocadenas singulares
sobre X, decimos que
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i) Una cocadena ¢ € SP(X,G) es un cociclo si 6?(c) = 0, luego
Keré? = ZP(X,G) es el conjunto de cociclos y por lo tanto es
un subgrupo de S?(X, G).

i) Un elemento b € SP(X,G) es un coborde si existe a € SP~1(X) tal
que 67~ 1(a) = b, el conjunto de cobordes se denota por Im(6P~1) =
BP(X,G).

Como 8,_108, = 0 asi 6771 0é? = 0 entonces BP(X,G) C ZP(X,G)
es un subgrupo. El grupo cociente

Z°(X,G)

D —
Hing X, C) = Bo(x. )

es el p-ésimo grupo de Cohomologia singular de X con coeficientes en G
para p > 0.
Un tratamiento paralelo para cohomologia singular se da en [1y 7].

3.1. Construccién del haz asociado al pre-haz de p-
cocadenas singulares

Sea SP(U, Z) el grupo abeliano de p-cocadenas singulares con coe-
ficientes enteros, sobre el abierto U C X. Asi SP(Z) = {SP(U,Z),rvy } es
el pre-haz de p-cocadenas singulares sobre X con coeficientes enteros. Se
prueba que {SP(U,Z), ryu} satisface (2.1-1) pero no (2.1-2) para p > 1.

Concluimos que {SP(U,Z),rvy} para p > 1 no es completo, pero
observamos que el pre-haz {S°(U,Z), vy} es completo, desde que cada
0-simplex en U puede ser identificado con un punto de U.

Fijado = € X, definimos una relacién de equivalencia sobre los grupos
SP(Z), x € U. Definimos

U S*U,z)
1A e —

x
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conjunto de clases de equivalencia, asi SP(Z) = |J S2(Z), luego SP(Z)
zeX

es el correspondiente haz asociado al pre-haz de p-cocadenas singulares,

para p > 0.

Sabemos que el operador coborde es definido por

& :SP(U,Z) — SPHYU,Z)
f = 0P(f)(a) = f(Gpt10),

donde o = £;n;0; es una (p + 1)-cadena y o; es un (p + 1)-simplex sin-
gular en U.

Desde que 6P, conmuta con las restricciones, tenemos que syy od? = éPo
ryu, obtenemos el homomorfismo de pre-haces 67 : SP(Z) — SPY1(Z), y
ademés como 6711 o §P = 0, tenemos que ImdP C Kerd?P*!. Luego

0—> 50U, 2) L~ 51U, z) L S2(U,Z) > -+

es complejo de cocadenas, el cual lo denotaremos por S*(U,Z) (donde
los grupos de p-cocadenas son cero para p < 0).

Y de manera similar como en pre-haces se cumple que §,.; 0 d, = 0, de
donde obtenemos el complejo de haces

-

i s &
0 Z S(zZ) ——= SV (Z) ——= ",

el cual lo denotaremos por §*(Z)(X), donde i es la funcién inclusién.

Sea U = {U; : i € I} un cubrimiento abierto de X, sea Sj(X,Z) el
complejo de cocadenas consistiendo de grupos S}, (X, Z) de p-cocadenas
singulares f, con valores en Z, definidos sobre p-simplices singulares U-
peguerio. Cada elemento de SP(X, Z) determina un elemento de S}, (X, Z).
De los homomorfismos de restriccién

Ju:SP(X,Z) - S5,(X,Z),
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo

s —— SPTH(X, Z) 5_"—_1) SP(X,Z) _r SPHY(X,Z) — - --
Ju l Ju l Ju l
e (X, 7) s 57X, 2) e s (X, 2) —
el cual nos lleva a una funcién de cocadenas sobreyectiva,
Ju:S*(X,2Z) - S,(X,Z).

Teorema 3.1. El homomorfismo jy : S*(X,Z) — S;(X,Z) induce
isomorfismos entre los grupos de cohomologia.

Lema 3.1. Sea X una variedad topolégica. El complejo de haces

8 o

0—> 27— 8%(zZ) —>> SY(2Z)

es una resolucion candnica, es decir es una secuencia exacta larga y los
haces S7(Z) para j € N son finos.

Teorema 3.2. Sea X una variedad topoldgica. El grupo de cohomologia
de X con coeficientes en el haz constante Z, denotado por HP(X,Z) es
isomorfo al grupo de cohomologia singular HS, (X,Z), parap > 0.

ing
Demostracion. Consideremos el haz constante Z sobre X, una resolucién
de Z es una secuencia exacta larga

0 7 € Fo do F dy 2 LT ,

y asociada a esta resolucién candnica tenemos el complejo

»

* d3 d; d
0——2Z(X) —€>.7:0(X) ——0—>.7:1(X) —1>.7'-2(X) —2 ...
Asi podemos definir los grupos de cohomologia

Ker(dy)

H°(X,Z) = Ker(dy) y HP(X,Z)ZI—m(w—), P
-1

> 0.
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Por el Lema (3.1) sabemos que los haces S7(Z) son finos para j > 0,
asf tenemos una resolucién candnica

e aa 5*
0 —>Z—>8%2) —= SYZ) =—>-",

en particular se tiene una resolucién suave, asi HP(X,S9(Z)) = 0 para
p >0y j>0. Luego por el Teorema (2.2), tenemos

HY(X,Z) = Ker(83) = Hing(X, Z),

Ker(dy)
Im(8;_,)
(X,Z) = Ker (55 : S°(2)(X) — SY(Z)(X)) y

HP(X,Z) = = HE,. (X,Z),

ing

donde H 2

ing

Ker (8} : SP(Z)(X) — SPHH(Z)(X))

X2 = e @) (%) = S @X))

Szng

As{ hemos obtenido el isomorfismo entre HP(X,Z) y H Bing(X,Z).
Para completar la prueba de este teorema mostraremos la siguiente afir-
macién.

Afirmacién: El grupo de cohomologia singular Hg, o(X,Z) es candnica-

mente isomorfo con el grupo de cohomologia singular Hging(X ,Z).

En efecto, el pre-haz de p-cocadenas singulares {SP(U,Z),ryy} para
p > 1 satisface (2.1-1) pero no (2.1-2), y el pre-haz {S°(U,Z),rvy} es
completo, desde que cada 0-simplex singular en U puede ser identificado
con un punto de U.

Haciendo uso de la Proposicién (2.2), se tiene que

0 —> S§(X,Z) —> §*(X,Z) —> S*(Z)(X) —>0, (1)
es una secuencia exacta corta de complejos de cocadenas, donde

Se(X,Z) ={f € S*(X,Z) : r¢ x(f) =0, paratodo z € X},
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S5*(X,Z) es el complejo de cocadenas de los grupos de p-cocadenas y
S*(Z)(X) es el complejo de cocadenas de los grupos de secciones de X
en el haz §*(Z).

Mostraremos que
HP(S;(X,Z)) = 0 para todo p. (2)

En efecto, tenemos los siguientes casos

i) Para p < 0 se cumple trivialmente dado que los grupos de p-cocadenas
son todos ceros y asi H?(S5(X,Z)) = 0.

ii) Para p = 0, como {S°(X, Z), rvu} es completo se tiene que S°(X, Z) ~
S8%(Z)(X), ast de la secuencia exacta corta

0— SY(X,Z) — S%(X,Z) = S°(Z)(X) — 0,

tenemos que S§(X,Z) = 0, de donde H°(S3(X,Z)) = 0.
iii) Para p > 1, dado U« = {U; : i € I'} un cubrimiento abierto de X, por
lo hecho anteriormente obtenemos una funcién de cocadenas sobreyectiva

ju : S*(sz) - S&(sz)

Los nicleos de los homomorfismos j;; forman un complejo de cocadenas
K, tal que

00— K} —> S*(X,Z) — S;(X,Z) — 0,

es una secuencia exacta corta de complejos de cocadenas y de esta se-
cuencia , obtenemos la siguiente secuencia exacta larga

- > HP(Ky) > HP(S*(X,Z)) > HP (S} (X, Z)) > HPYH(K) >
y por el Teorema (3.1) se tiene HP(S*(X,Z)) ~ HP(S},(X,Z)), asi

HP (K7} = 0 para todo p. (3)

Consideremos f un cociclo en S§(X,Z), es decir, 6*(f) = 0. Por defini-

cién de S§(X,Z) se tiene que r; x (f) = 0 para todo z € X y 0°(f) = 0;
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as{ existe un cubrimiento abierto Y = {U; : i € I} de X tal que
ru,x(f) = 0 en SP(U;,Z), es decir f € K};. De (3) existe g € K{}_l -
S271(X,Z) tal que §°=1(g) = £, lo cual prueba que H?(S;(X,Z)) = 0.
De la secuencia exacta corta (1), tenemos la secuencia exacta larga

e 0 —= HP(8%(X,Z)) —= HP(S*(Z)(X) —=0—>

de donde obtenemos que H?(S*(X,Z)) ~ HP(S*(Z)(X)) para todo p.
Como HP(X,Z)) ~ H 5ing(X,Z) y haciendo uso de este isomorfismo, se
tiene

HP(X,Z)) ~ HY,, (X, Z) = H,, (X,Z),

para todo p > 0, obteniendo asi lo deseado. |

4. Cohomologia de deRham

Definicién 4.1. Sea Q?(X) el espacio de las p-formas. Definimos

i} Un elemento ¢ € QP(X) es una p-forma cerrada si dP(c) = 0.

ii) Un elemento b € QP(X) es una p-forma ezacta si existe a € P~(X)
tal que dP~1(a) = b.

Denotamos por Ker{ QP(X) L OP+1(X) ) el espacio de las p-formas

cerradas y por Im( QP~1(X )dp—_1> QP(X) ) el espacio de las p-formas
exactas.

Como dP*! o dP = 0 tenemos que ImdP~! C KerdP, asf definimos
el p-ésimo grupo de cohomologia de deRham como el espacio vectorial
cociente

Ker( QP(X) —Z> Qrti(X))

H%R(X) = 1 .
Im( P (X) £ 07(X) )

En particular HY,(X) = 0 para p < 0, p > n (n dimensién de X) y

HR(X) = Ker( 20(X) —£> Q1(X) )
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4.1. Construccién del Haz asociado al pre-haz de p-
formas diferenciales.

Sea X una variedad diferenciable n-dimensional. A cada subcon-
junto abierto U C X asociamos el espacio vectorial complejo Q?(U) de
p-formas diferenciales sobre U. Como {Q*(U),rvy} es el pre-haz sobre
X. Definimos

U @)
Uei,
==
~Ng
asi &P = |J &P, luego &E7 es el haz de gérmenes de p-formas diferen-

zeX
ciales complejas sobre X asociado al pre-haz {QP(U),ryy} para V. C U

yp=20.

Notemos que el diferencial exterior df, : Q?(U) — QP*1(U) conmuta con
los homomorfismos restriccién y asi tenemos el homomorfismo de pre-
haces para p > 0. Como d¥" o d?, = 0 tenemos que I mdy, C Kerdl;™,
luego

dy dy

0 —= QO(U) —Z> Q1(V) U

Q2(U) >

es complejo de cadenas el cual lo denotaremos por Q*(U).

Sea dj, : EF — EP*1 el homomorfismo de haces inducido por d? y como
se cumple d 1, o d, = 0, se tiene la secuencia

al 50 % 61 4 82 % cee (4)

0 C

que se denomina el complejo de deRham de X.

Lema 4.1. Sea X una variedad diferencial n-dimensional. El complejo
de deRham

- s d P
? £o o £l &2 2 e ,

0 C
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es una resolucidn candnica, es decir es una secuencia exacta larga y los
haces son finos.

Teorema 4.1. Sea X una variedad diferenciable n-dimensional. El grupo
de cohomologia de X con coeficientes en el haz constante C, denotado por
H?(X,C) es isomorfo al grupo de cohomologia de De Rham Hp (X, C),
para p > 0.

Demostracién. Por el Lema (4.1) sabemos que los haces £ son finos,
para p > 0, as{ tenemos una resolucién canénica para p > 0

0 Ci* £0 dg £t dj

En particular se tiene una resolucién suave, donde H?(X,£7) = 0, para
p >0y j>0. Luego por Teorema (2.2), tenemos
H°(X,C) ~ Ker(dj) = Hpr(X,C),

Ker(dg)

p o~ -
HP(X,C) ~ P

= FI]%R(Xa C), para p > Oa

donde HY,(X,C) = Ker(d} : £2(X) - EY(X)) y

Ker(dy : E7(X) — EPH(X))
Tn(d;.y  87-1(X) — £7(X))’

ﬁlgR(X’ C) =

Hay un homomorfismo

¢y PU) - EP(Q),
w = ¢U ('LU),
donde
Py(w):U — &P
z —  ryg(w).
Debemos notar que QP (U) conmuta con las restricciones naturales (£7(U)

denota el pre-haz de secciones del haz £P), donde la imagen de un e-
lemento de P(U) es la seccién sobre U en el haz CP. Como dP y dj
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1
conmutan con ¢7; y #5, tenemos

£/(U) ———> er+i(U),
¥, en particular, conmuta con ¢% . Asi tenemos el diagrama conmutativo

07 (X) —L> 0P (X)

#% l lqﬁ&“

£P(X) — > P+ (X)),
De las secuencias

do dar— 1 dr

0 —— C(X) —— °(X) (X)L > ...

[ % l % J
d° dP

™ p—1
0— > C(X) — > £9(x) = T er(X)

obtenemos que ¢% es un isomorfismo. Por tanto existe (¢ )* un isomor-
fismo inducido entre los grupos de cohomologia

(%) : Hpr(X,C) — ﬁ%R(X, C), para todo ¢ >0,

donde
P _ Ker(d?: P(X) - 9PTH(X))
HYR(X,C) = Im(dr-1: Qr-1(X) - Qr(X))
f[f)R(X, C) = Ker(d; 1 EP(X) — EPTI(X))

Im(dy_, : EP1(X) — Er(X))
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Por lo mostrado anteriormente H?(X,C) ~ H B r(X,C) para todop > 0
y haciendo uso de lo obtenido, tenemos el isomorfismo requerido entre
HP(X,C) y Hpr(X,C). En particular, H?(X,C) = 0 parap > n (n
dimensién de X). O

Tenemos una estrecha relacién entre los grupos de Cohomologia
Singular y Cohomologia de deRham.

Teorema 4.2. Sea X una variedad diferencial n-dimensional. Entonces
existe un isomorfismo explicito entre HY (X, C) y HY X,C).

i'ngoo(

5. El Grupo de Cohomologia H(U, F)

Desarrollaremos la teorfa de Cohomologia de Cech para haces
sobre espacios paracompactos. Mostraremos que la Teoria de Cech es
isomorfa a la teoria de cohomologia de haces que ya hemos construi-
do mediante resoluciones, mostrando que satisface las propiedades del
Teorema (2.1).

Sea F un haz sobre un espacio topolégico X yU = {U; :i € I'} un
cubrimiento abierto de X. Denotamos Us = Us,...s, = Us, N ... N Us,,
donde s = (sg...5p) € IP*! y p es un entero no negativo.

Definicién 5.1. Una p-cocadena de U con coeficientes en F es una
funcién ¢, que asigna a cada (p+ 1)-upla ordenada s = (sg . ..sp) € IP*1
una seccién ¢, € F(U,) y ademds ¢, es una funcién alternante de s.

Usaremos la notacién cs,...s, para representar una p-cocadena. El
conjunto de p-cocadenas de U/ con coeficientes en F es denotado por

cr(U, F).

Definicién 5.2. El operador coborde D, : CP(U,F) — CPY (U, F) es
definido de la siguiente forma,

Dp(cso---ﬂp)selP‘H = (d80~--8p+1 )seIP+2a
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donde

(d80m8p+1)3€IP+7 = Eiil(_l)k'rk(Cso...§k...3p+1)sell’+1’ s € Ip+2,

Sk, simboliza la ausencia del indice k y 7 se refiere a la aplicacién de la

restriccién 1y, , .. U, ..., €8 decir

Tk(cso...ﬁk...sp+1)361P+1 = TWsg...op41 Usq...bp.opys (Csou-ﬁk.-.spﬂ)sell"*‘l'

Lema 5.1. La composicién CP(U,F) e CPTY U, F) ad CPY2(U,F)
es cero, es decir Dpy1 0Dy, =0.

Definimos
ZPU,F) ={ce CP(U,F) : Dy(c) =0},

como el nicleo del operador coborde Dy, : CP(U, F) — CPYL(U,F). Los
elementos de ZP(U, F) son llamados p-cociclos. Para p > 1, definimos
BP(U,F)={ce CP(U,F) : existe d € CP~ (U, F) tal que Dp_1(d) = c},
como la imagen del operador coborde D,_; : CP~Y(U, F) — CP(U,F).
Los elementos de BP(U, F) son llamados p-cobordes.
Podemos definir

ZPU,F)

HU,F) = o

el p-ésimo Grupo de Cohomologia de U con coeficientes en F.

Observaciones 1.

1) Como los homomorfismos ¢y, : CP(U, F) — CP(U,G) inducidos por
un homomorfismo de haces ¢ : F — G conmutan con los operadores
coborde, ellos inducen homomorfismos entre grupos de cohomologia

¢ HPU,F) — HPU,G)
[cso...sp] — ¢(Z([Cso...sp]) = [¢;(cso...s,,)]-

2) Como Z°(U,F) = {c € C°U,F) : Do(c) = 0} y B°U,F) = 0, se
tiene HO(U, F) = {[c] : c € Z°(U, F)} = Z°(U, F).
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Lema 5.2. Para cualquier haz F sobre X, tenemos
HWU, F) = F(X).

Lema 5.3. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces sobre X. Parap > 0
tenemos funciones inducidas ¢f, : H?(U,F) — HP(U,G) que satisfacen:

A) ¢% : HY(U,F) - H°(U,G) es precisamente la funcidn sobre sec-
ciones inducidas por ¢.

B) Si ¢ : F — F es la identidad, entonces ¢, es la identidad para
p=0.

C)Si¢:F —>Gyep:G — H son morfismos de haces sobre X
entonces (p¢), = ohy¢l, : HP(U,F) — HP(U, H), para p > 0.

Lema 5.4. Sea F un haz fino. Entonces HP(U,F) =0, para p > 0.

Teorema 5.1. Sean F un haz sobre X y U un cubrimiento abierto de
X. Para p > 0, tenemos un homomorfismo candnico p(U) : HP(U,F) —
HP(X,F) que satisface:

A) Si¢: F — G es un homomorfismo, entonces

u)

mru, F) —2 s mr(x, F)

% a

HPU,G) e

Hp (X’ g) )
conmuta.

B) 8i HP(U,, F) = 0 para todo s € IP*! y p > 0, entonces p(U) es un
isomorfismo (Teorema de Leray).
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Proposicion 5.1. Sean U, V cubrimientos abiertos de X, y V un re-
finamiento de U. Dado un haz F sobre X eziste un homomorfismo
canénico

pU,V): HP(U,F) —» H?(V, F),
que satisface:
A) El diagrama

e, F) 22 ey, )

\%
m lpm

H?(X,F),

conmuta para p > 0.
B) Si¢: F — G es un morfismo, entonces

)

H?(U, F) H?U,G)
pU,V) pU,V)
%

H2(V, F) H?(V,G),

conmuta, es decir p(U, V) o ¢, = ¢, o p(U, V).
C) Si W es un refinamiento de V, entonces

P U, F) 2 Hr (v, F)

v,W
m |

HPW, F),

conmuta, es decir p(U, W) = p(V, W) o p(U, V).
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6. Grupo de Cohomologia de Cech

Introduciremos algunas ideas algebraicas necesarias, para com-
prender qué es un sistema directo y llegar asi a definir el grupo de coho-
mologfa de Cech.

Definicién 6.1. Sea A un conjunto con una relacién de orden parcial
<, diremos que A es un conjunto directo si dados a,b € A, existe c€ A
talquea<cyb<ec

Definicién 6.2. Sea {X, : a € A} una familia de conjuntos, donde A
es un conjunto directo. Un sistema directo de conjuntos es una familia
de conjuntos {X, : a € A} y funciones fi, : Xo — X con b < a que
satisfacen las siguientes condiciones:

i) faa = Ix, para cada a € A.

ii) Sic < b < a, entonces feg = foa © fob-

El caso particular de interés para nosotros se da cuando los X, son
grupos abelianos HP (U, F) indexados por la familia de los cubrimientos
abiertos de X, con la relacién de orden parcial dada por la nocién de refi-
namiento y los fi, son los homomorfismos p(U, V) : H?(U,F) — HP(V, F)
siempre que V < U.

Asi {HP(U,F),p(U,V)} es el sistema de los grupos abelianos y homo-
morfismos.

Sean B={Br : k€ K},/ V=W :ke K}yU={Ux:k € K}
tres cubrimientos de X tales que B < V < U satisfaciendo p(U4,B) =
p(V,B) op(U, V).

Asi podemos definir la relacién de equivalencia ~ sobre la unién disjunta
de los grupos abelianos H?(U, F), donde U recorre todos los cubrimien-
tos abiertos de X.

Diremos que dos clases de equivalencia [c] € HP(U,F) y |f] € HPU',F)
son equivalentes si existe un cubrimiento abierto V con V <U y V < U’

tal que p(U, V)([c]) = p(Ut', V)([])-
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Simbdlicamente,

[c] ~[f] & 3V cubrimiento abierto de X con V <U
y V<U' tal que p(U,V)([c]) = p(U/', V)([f])-

Entonces el limite directo del sistema {H?(U,F),p(U,V)} es el grupo

P
dirylimHP (U, F) = Lﬂu_H(_L{,_.'F)

Definicién 6.3. El p-ésimo grupo de Cohomologia de Cech de X con
coeficientes en F es dado por el limite directo del sistema,

{H?U, F),pU, V)}

En simbolos
HP(X, F) = dirylimHP (U, F).
Sean H’P(X,}') = {[&] : [es] € HP(U,F)} y
T WHPU, F) — YU _ frx F)

[cs] = w([e]) =[],

un homomorfismo tal que x(U) == donde
Hr(U,F)

xU) : HPU,F) — HP(X,F)
[cs] = x(U)([es]) = [&],
es un homomorfismo. Definimos el homomorfismo
x:H?(X,F) — HPX,F)
[(&)] = x([(&)]) = pU)([(cs)]),

de tal manera que el diagrama

Hru, F) 22 Br(x, F)

S

HP(X,F)
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conmute. Probaremos que x estd bien definido.
En efecto, dados [(s)], [(ds)] € HP(X,F) entonces se sigue que

[(c-‘!)]’ [(ds)] € Hp(u,]:),

as{ de [(cs)] ~ [(ds)] tenemos que existe V, cubrimiento abierto de X,
con U <V tal que p(U4, V)([(c)]) = pU, V)([(ds)]), luego

p(V) (e, V)(((c2)])) = p(V) (pWU, V)([(d5)])),
asf p(U)([(cs)])) = U)([(ds)])), concluyendo que x([(&)]) = x([(da)])-

Teorema 6.1. Para espacios paracompactos, los grupos de Cohomologia
de Cech y los grupos de Cohomologia de Haces construidos por resolu-
ciones, son isomorfos.

Demostracion. Para mostrar la existencia del isomorfismo nos valemos
del Corolario (1), probando que los grupos de cohomologia Cech satis-
facen todas las propiedades del Teorema (2.1).

1) Probaremos que dado un haz F sobre X se cumple

A) HY(X, F) = F(X).

B) Si F es fino para p > 0, entonces H?(X, F) = 0.

En efecto,

A) Del Lema (5.2) se cumple H°(U, F) ~ F(X), asf

Wy HOU, F) qu(X)

HY(X, F) = F(X),
concluyendo que H°(X, F) ~ F(X).

B) Del Lema (5.4) se tiene que si F es fino entonces H? (U, F) = 0 para
p > 0. Como

HP(X ]:) Uu (u -7'-) UZO =O,

concluimos que H?(X, F) ~ 0.
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2) Probaremos que ¢ : F — G, morfismo de haces sobre X, induce
homomorfismos ¢ : H?(X, F) — HP(X,G) los cuales satisfacen

A) ¢°: H(X,F) —» H°(X,G) es precisamente la funcién sobre secciones
inducidas por ¢.

B) Si ¢ : F — F es la identidad, entonces ¢? es la identidad para p > 0.
C)Si¢g:F -Gy p:G— H son morfismos de haces sobre X entonces
para p > 0 se tiene (p@)? = @P¢? : HP(X, F) — HP(X, H).

En efecto, del Lema (5.3) tenemos que si ¢ : F — G es un morfismo de
haces sobre X para p > 0 se tienen funciones inducidas

¢y : HP(U, F) — H* (U, G)

que satisfacen:

A) ¢% : HYU,F) — H°(U,G) es la funcién sobre secciones inducidas
por ¢.

B) Si ¢ : F — F es la funcién identidad, entonces ¢, es la identidad
para p > 0.

C)Si¢:F—Gyy:G— H son morfismos de haces sobre X entonces
(<p¢)ﬂ = ‘PZ¢Z : Hp(u,].‘) — H?(U,H), para p > 0.

Por lo mencionado se tiene que el homomorfismo ¢ : 7 — G induce

¢l : HPU,F) — HPU,G)
[(cs)] = d(l(es)]) = [#3(cs)ls

homomorfismo sobre grupos, donde ¢}, es el homomorfismo de secciones.
Del siguiente diagrama conmutativo

HP(U, F) . HP(U,G)

x(U) x(U)

AP (X, F)

H?(X,G),
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tenemos el homomorfismo

®:HP(X,F) — HP(X,0) o
[(é5)] = (&) = ¢4 ([(ca)]),

el cual satisface las condiciones requeridas. O

Para completar la prueba del teorema anterior, construiremos una
secuencia cohomolégica exacta larga para H. En particular mostraremos
que las funciones x conmutan con el homomorfismo conexién y lo hare-
mos en el siguiente teorema.

Teorema 6.2. Sea 0 F ¢ g L H 0 una secuencia

ezacta corta de haces sobre X. Para p > 0 tenemos un homomorfismo
conezrion

61-7 : HP(X,H) - ﬁp+1(X’f),

el cual satisface
A) La secuencia cohomoldgica de Cech

0 o 3
0—>I:1'0(X,.7-) —>ﬂ0(X,g) i’HO(X,'H) i>I?I1(X,]-')¢—> .
es ezacta larga.

B) Dado un diagrama conmutativo de secuencia ezacta corta sobre X

0 F—t g% >y 0
n p w
0 A—2 Y ¢ 0,
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el correspondiente diagrama de cohomologia

70 =0 z1
0 — H(X, F) *> HO(X,G) > HO(X, H) > H(X,F)— -

| | | |

o 7,0 -1
0 —= HO(X, A) > H°(X, B) —> HO(X,C) —2> HY(X, )T >,

conmuta.

7. Algunas Aplicaciones a Varias Variables
Complejas

Ejemplo 7.1. Sea X una variedad diferenciable con estructura de haz
Ex, donde recordemos que £x es el haz de gérmenes de funciones C-
valuadas de clase C™ sobre la variedad diferenciable X, es decir

Ex ={[f] talque f: X - C,feC>}
y sea % el haz de grupos (multiplicativo) de unidades de £x, es decir
Ex = {lf] € €x : [f(0)] # 0} (ya que [f] € Ex es unidad si y sélo si
[£(0)] # 0).
Sean
L, L' e {m:L — X tal que (m, L, X) es fibrado lineal complejo sobre X}.
Decimos que
L ~ L' & Existe g: L — L' isomorfismo.

Ademais, el grupo de clases de isomorfismo de fibrados lineales complejos
sobre X es denotado por CLB(X), es decir

CLB(X) = {m:L—Xx tal que (=,L,x) es fibrado }
{l(m, L, X)] tal que (m,L,X) es fibrado lineal complejo}.
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Afirmacién:

CLB(X) ~ HY(X,E%).
En efecto, dado [¢] € H'(X,E%); como la cohomologia de Cech es iso-
morfa a la cohomologia de haces, se tiene que H (X,E%) ~ H'(X, &%),
donde H'(X, £%) = dirylimH (U, E%).
Asi podemos encontrar un cubrimiento abierto i = {U;:1 € I} de X y
(¢i;) € ZH (U, E%) tal que x(U)([¢i;]) = [€], obteniendo

H'WU, &) 2% i1 (X, £5) > H(X,E5), v
como (¢;;) € Z*(U,E%) entonces ¢;jd;x = ¢ix para todo 3,5,k € I.
Desde que ¢;; : U;; — C* = GL(1,C), vemos que (¢;;) son las funciones
de transicién para un fibrado lineal complejo L(£) sobre X, donde a ca-
da cociclo se le puede asociar un fibrado, este fibrado no es tnico, pero
todos ellos son isomorfos.

Mostraremos que
q: HY(X,&%) — CLB(X)
[&] = q([€]) = (L&),

es un isomorfismo.

i) g es un homomorfismo. En efecto, dados [¢], [¢/] € H(U, %), tenemos

q([¢] + €']) [L(¢ +&)]
[L(] + [LE)]
= q([€]) +a([¢'])-

ii) ¢ es un inyectiva. En efecto, dados [¢],[¢'] € HY(U,E%), tal que
a(1€]) = q€) entonces [L()] = [L()], asi L(€) ~ L(¢)) de donde
existe f : L(§) — L(¢') isomorfismo entre fibrados lineales complejos
sobre X, es decir L(£) ~ L(£'), luego £ ~ &', concluyendo que [¢] = [¢/].
iii) ¢ es un sobreyectiva, es decir dado [L(§)] € CLB(X) existe [¢] €
HY (U, E%) tal que ¢([€]) = [L(£)], lo cual se cumple por la forma como
se ha definido.
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Ejemplo 7.2. Usando el isomorfismo entre CLB(X) y H(U, %) dado
en el Ejemplo (7.1) definiremos un importante invariante topolégico de
fibrados lineales complejos.

Considerando la funcién inclusién i : Z — Ex (la cual es inyectiva) y la
aplicacién exp : Ex — £ definida por

expy(f)(z) = exp(2mif(z)), ¢ € U, f € Ex(U),

tenemos la secuencia sobre secciones

0 Z(U) > Ex(U) =% £, (U),

donde U es simplemente conexo. Verificaremos que la aplicacién exp es
sobreyectiva. Para esto basta probar que expy es sobreyectiva.
Dado f € £%(U) entonces f(z) € £% para = € U, asf tenemos que existe

(2mi) " ogy f(z) € Ex(U),

tal que expy ((27i)~tlogy f(z)) = f(z), asi concluimos que ezpy es so-
breyectiva. La sobreyectividad de ezp se sigue notando que expy tiene
inversa (2mi) !logy sobre subconjuntos abiertos simplemente conexos
U. Obteniendo asi una secuencia exacta corta

0—>2-%&ex Z ey —>0,

consideremos la siguiente porcién de la secuencia cohomolégica exacta
larga

o HY(X, £x) R HY(X, £3) *> HA(X,Z) 5> HY(X,Ex) — -+ .

Como £x es un haz fino, entonces H(X,Ex) = 0 = H%(X,Ex) de donde
HY(X, &%) ~ H*(X,Z),

es decir obtenemos ¢ : HY(X,£%) — H?*(X,Z) isomorfismo. Sea L €
HY(X, &%) un fibrado lineal complejo, pues H'(X, £%) ~ CLB(X).
Definimos

ci(L) = =86(L) € H*(X,Z),
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llamamos a ¢, (L) la primera clase de Chern de L.

Fijamos un cubrimiento abierto U = {U; : i € I} de X tal que todas las
intersecciones U, s € IP*1 y p > 0 son contrictiles, es decir HP (U, Z) =
0 en particular para p = 2. Aplicando el Teorema de Leray se tiene

H*(X,Z) ~ H*U,Z) y HY(X,E%)~ H'U,E%).

Dado L € CLB{X) podemos por lo tanto encontrar funciones de tran-
sicién ¢;; para L definidas relativamente para el cubrimiento #. Cada
interseccién Uj;; es simplemente conexa y asi podemos escoger una rama
de log¢;; sobre cada Uj;.

Las condiciones de cociclo sobre ¢;; implican que para todo 4, j,k € I,

cijk = (2mi) "' (logdi; + logdjk + loggr:) € Z,
y asi cijx € Z2(U,Z). Por la construccién del homomorfismo conexién,
se sigue que c;;x es un representante para c;(L) € H*(X,Z).

Antes de empezar con el siguiente ejemplo daremos una definicién
que nos sera de mucha utilidad.

Definicién 7.1. Sea X una variedad compleja holomorfa, el grupo de
clases de isomorfismo de fibrados lineales holomorfos sobre X es deno-
tado por HLB(X) o también como es usual por Pic(X), es decir

Pic(X) = HLB(X)
{mE—X tal que (r,E,X) es fibrado }

{[(r, E, X)] tal que (w, E, X) es fibrado lineal holomorfo},

donde E ~ E' & Existe g: E — E’ isomorfismo.

Ejemplo 7.3. Sea X una variedad compleja. Como en el ejemplo ante-
rior tenemos la siguiente secuencia exacta corta,

exp

0 Z : Ox 0% 0,
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de haces sobre X. Procediendo como en el Ejemplo (0.1) obtenemos que
HLB(X) =~ HY(X,0%).

Por otro lado, de la secuencia exacta corta de haces sobre X, tenemos
la siguiente secuencia exacta larga de grupos de cohomologia

(exp)*

s HY(X,0x) &5 (X, 0%) — > HY(X,Z) — >

de donde tenemos el siguiente diagrama conmutativo

> HY(X,0x) P H(X,0%) 2> HY(X,Z) —

l (o), o l Il
- —— H'(X, £x) —> H'(X, &%) —>> H*(X,2) —

En las columnas del diagrama anterior ¢* denota las funciones inducidas
por las inclusiones naturales de Ox en £x y de O% en £%, ademds I es
la funcién identidad sobre Z. Definiremos, como en el ejemplo anterior
la funcién
§: HY(X,0%) — H*X,Z)
E ~ —4(E),

—0(E) es menos la primera clase de Chern.

Sin embargo, la funcién generalmente no es un isomorfismo, pues nece-
sitamos que H!(X,Ox) y H%(X,Ox) se anulen. Esto es justo una re-
flexién del hecho que un fibrado lineal holomorfo puede ser trivial en
CLB(X) pero no puede ser trivial en HLB(X), es decir del ejemplo
anterior sabemos que
§: HY(X,E%) — H*X,Z)
L — 0,

es un isomorfismo, asi L es un fibrado trivial en CLB(X). Mientras que
si tenemos la siguiente regla de correspondencia

§: H(X,0%) — H*X,Z)
L — 0,
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no podemos afirmar que L sea un fibrado trivial en HLB(X), pues §
no es isomorfismo. La existencia de un cubrimiento de Leray para O%
es ahora mds complicado, nada trivial porque tendrfamos que encontrar
cubrimientos de Leray tanto para Ox como para Z.

Ejemplo 7.4. Vamos a calcular la primera clase de Chern del fibra-
do seccién hiperplano H de P?(C). Las funciones de transicién para el
fibrado seccién hiperplano son dados por

Z1
001(20,21) = PR

y haciendo
IZ()|2 |21|2
ao(ZO,Z]_) = m y al(Z(), Zl) = m’
tenemos que |1 |? _| a 2= ||:;||2 = %f

Nuestro representante ,u para ¢ (H)¢ es dado por
-
p={p;}= {%36 loga;}.
Haciendo t = £2, vemos que
1
m(t) = 300 loga, .
700 log( 2 )

i

I

709 log(7lye)
7200 (log(1) — log(1+ | t |?))
200 log(1+ |t [2)
2700 log(1+tt)
~0(D log(1 + %))
i or9(1+tD)
- —.6( (1t+tz))
+tt t)—t —+itt T
— 2ﬂ( (§+tt)2( )dt A dE

_ (A+tD)~tE
= 2:(Cazie (1+t6)2 )dt A di

,r(1 + [t|?)~%dt A dt.

I
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Para superficies de Riemann compactas, la integracién define un isomor-
fismo canénico H2(X,C) =~ C. Como H%(X,C) ~ C podemos considerar
¢1(H)¢ como un elemento en C. Esto es

C1 (H)C = fPl (©) /l'(t)

Jom(®)

Jo o= (1 + |t[*)~2dtdE
LT+t 2rdrdd
& [27 (1 +r2)"22rdrdd
I +r%)"22rdr

lims oo fot(l +72)"22rdr
limioo(1+72)7 1/
—limy—oo((1 +12)71 — 1)
= 1.

Il

Asi el fibrado seccién hiperplano de P?(C) tiene clase de Chern positiva.

Otras aplicaciones adicionales de la cohomologia a varias variables
complejas se encuentran en [4 y 5].
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Abstract

In this paper we study the isomorphism between the Singular cohomolo-
gy and the de Rham Cohomology using sheaf cohomology over paracom-
pact spaces. Also relate the sheaf cohomology constructed by means of
fine resolution with Cech cohomology by means Leray’s theorem. Finally
apply sheaf cohomology to calculate the Chern’s first class of a bundle
associated with a complex hyperplane.
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