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1. Introduccion

El objetivo del presente trabajo es dar una descripcién particular,
de la topologia de la polar genérica de una curva genérica irreducible de
género uno, a partir de su poligono de Newton.

El tipo topolégico de la polar es un problema abierto desde la época
de Max Noether, en un principio los geémetras italianos pensaban que
el tipo topoldgico de la polar era un invariante topoldgico de la curva, lo
cual se sabe ahora que no es cierto, ver el Ejemplo de F. Pham ([10]).
Si bien los geémetras italianos estaban equivocados, su afirmaciéon no
era totalmente falsa, pues si es cierta de modo general en una clase
de equisingular, resultado que fue probado por Casas Alvero. En este
trabajo mostramos que la polar de una curva genérica en K(n,m) es
Newton no degenerada; lo cual nos permite describir la topologia de la
polar de una curva genérica en K (n, m). Ademds daremos explicitamente
un abierto de Zariski U en K (n, m) donde las polares son no degeneradas.
Acabaremos dando ejemplos de polares de algunas curvas que no estan
en U.

2. Preliminares

2.1. Poligono de Newton de una curva plana

Sea f = Z(i B a; jx'y? una curva plana. El soporte de f denotado
por S(f) se define como el conjunto:

{(i,9);ai 5 # 0}

La regién de Newton de f denotada por N(f) se define como la
envolvente convexa de el conjunto:

U Gi)+RrL

(1,5)€S(f)
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El poligono de Newton de f denotado por PN(f) se define como la
unién de los lados compactos del borde de la regién N(f).

Observacion 1. El poligono de Newton de una curva f es invariente
por multiplicacién por unidades, por lo tanto podemos definir el poligono
de Newton de un germen de curva plana.

Sean n, m coprimos consideremos las divisiones sucesivas dadas por
el algoritmo de Euclides.

m=hn+rnr
n=h1r1 +7“2
r1 = hora + 173

Te—g=hs 1751 +1
rs—1 = hs

La expresion anterior la podemos expresar en fracciones continuas
como:
m
— = [h7h17"' 7hs]~
n
Considerando las fracciones continuas

& = [h7h17"' 7hi]7
4qi

donde mde{p;, ¢;} = 1.

Definimos el siguiente conjunto:

p+1)m

B={(m- L) 0<p<n—1)

n

El cual sera fundamental para determinar la topologia de la polar de una
curva genérica en el conjunto K (n,m).

El siguiente resultado es debido a Casas Alvero.
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Teorema 1. El poligono de Newton determinado por el conjunto B

: s+1 . s—1
tiene [==] lados [;, para j € {0,---, [55=]}.
Ellado I; tiene inclinacién geométrica 2L caso j < 51, o Lot
P2j+1 Ps—Ps—1

s—1
3 -

caso j =

s—1
2

Ademds para j < los puntos del poligono de Newton sobre el

lado [; son:

Pq2j+04(]2j+1—1 = (m — p2j7‘]2j—1) + a(—p2j+1’Q2j+1), donde a €
{0, hgjio}.

En el caso que s sea impar sobre el lado [ a1 sélo estan los puntos
(m —ps—1,4s—1—1) y (0,n —1).

Prueba: Ver ([2]).

2.2. Curvas Planas no Degeneradas

Sea f = >, jaijz'y’ un germen de curva plana, PN(f) su
poligono de Newton, y [ un lado de PN(f), denotaremos por f; el poli-

fi= Z ai,jxiyj~

(i,4)€l

nomio:

Definicién 1. Sea f € C{z,y} una curva reducida . Diremos de que
f es no degenerada o Newton no degenerada con respecto al sistema de
coordenadas (x,y), si para cada lado [ de PN(f) el polinomio asociado
fi no tiene puntos criticos fuera de las rectas x =0y y = 0.

Notese que la propiedad de ser no degenerada es invariante por
multiplicaciéon por unidades.
El siguiente teorema serd fundamental para nuestro trabajo.

Teorema 2. Sean f y g dos series de potencias reducidas, tal que
PN(f) = PN(g). Si ambas curvas son no degeneradas entonces f = g.
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Prueba: Ver ([4]).

El Teorema anterior nos dice de que le tipo topolégico de una curva
plana no degenerada se determina de su poligono de Newton. Dicho tipo
topoldgico serd descrito en el teorema 3.

Sea C' un germen de curva plana, una familia finita (C(?); es llamada
una descomposicién de la curva C'si C' = |J; C¥), donde cada curva C
no tiene componente en comin con C'U) para i # j.

Representaremos por {¢} el poligono de Newton determinado por el
segmento que une los puntos (a,0) y (0,b).

El siguiente resultado es debido a Oka, y describe la topologia de una
curva reducida no degenerada.

Teorema 3. Sea C = f una curva plana y (z,y) un sistema coordenado
tal que el cono tangente de f no contiene a la recta x = 0. Entonces existe
una descomposicion C9) | i =1,--- s de la curva C' = f y, denotando
por m; = I(CW,y), n; = I(CY, z) = o(C?), se tiene que :

m;

= PN(C®) =,

g

m Sid; = 2 entonces 1 < dj <dy < -+ <dg <o0ydg =00 si

n; ’

) = (y).

= Ademds, si C' es no degenerada con respecto a (z,y) tenemos de
que C' tiene r; = mecd{n;, m;} componentes irreducibles ij, con
parametrizaciones:

g my

yﬁfal,j'rn? +71 S]S’I”7

donde a;; # a; ;» para j # j.

Observacion 2. El teorema anterior nos dice que si C' = f es una curva
plana que no tiene a la recta x = 0 en su cono tangente, propiedad que
se verifica por ejemplo si f es regular en y.
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En estas condiciones tenemos que si f es no degenerada con respecto
al sistema (z,y). Entonces cada bloque C de la descomposicién ante-
rior, corresponde a un lado ; = [(%;11, ¥i+1), (25, ¥:)] de su poligono de
Newton PN(f). Ademds denotando m; = x; — Tj11 N = Yit1 — Vi
tenemos de que al lado [; corresponden r; componentes irreducibles
Dis- - Dir, donde r; = med{m;, n;}, las cuales tienen par caracteristi-
co (%4, ™M)y cada componente irreducible p; ; asociada al lado [; tiene

T
parametrizacion de Puiseux:

Yij = CigTmt +--

donde ¢} # C:.L;’./ para j # j .

3. Polar de una Curva en K(n,m)

Definicién 2. Sea f un germen de curva plana, definimos la polar de f
en la direccién p = (a : b) € P! como:

Pap(f) = afe +bfy.

En el caso de que p € U abierto de P!, diremos que es la polar genérica
o polar de f.

La siguiente proposicién describe el poligono de Newton de la polar
genérica de una curva genérica en K (n,m).

Proposicion 1. El poligono de Newton PN de la polar genérica de una

curva genérica en K (n,m) tiene [#£1] lados I;, j € {0, -+, [551]}.

Ellado I; tiene inclinacién geométrica 2225 caso j < 51, 0 Le—de=t
P2j+1 Ps—Ps—1

s—1

=2

Ademas para j <

caso j =
s—1
2

los puntos del poligono de Newton sobre el lado
l; son:

Pyyivage—1 = (M — p2j,qoj-1) + a(=p2js1,q2j11), donde a €
{0,- -+, hajt2}. En el caso que s sea impar sobre el lado l% estéan apenas
los puntos (m — ps—1,qs—1 — 1) y (0,n — 1).
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Prueba: Consideremos la serie:

f=yt =2 Y agaly

int+jm>nm

con coeficientes a; ; arbitrarios, entonces:

afey +bfy = —amaz™ 1 + Z aiai’jxi_lyj +bny" 4+
in4+jm>mn

> bjaay Tt (1)

in4+jm>mn

El punto (ig, jo) es formado por los exponentes de x, y de un término de
la serie dada en la ecuacién (1).

ion > m(n —1— jo) (2)

En efecto, supongamos que ign < m(n—1—jg), entonces tendremos dos
posibilidades conforme (ig, jo) corresponda a un término de f; o de f,.

1. Si (40, jo) = (¢, — 1), entonces ni < m(n—j), de donde ni+mj <
nm, lo que es absurdo.

2. Si (i, jo) = (i — 1,7), entonces n(i — 1) < m(n — 1 — j), de donde
ni +myj < mn, lo que es absurdo.

Por tanto de (2) y del hecho que mde{n,m} = 1 tenemos de que

para jo fijado el menor valor entero que ig puede asumir es m — [W}

Por otro lado podemos garantizar de que en la expresién (1) existe
efectivamente un monomio b;, j,z"°y?°, com ig = m— [@]7 pues este
término se obtine a partir de f,, ya que si (m — [W]JO) =(i,7—1)

entonces ni + jm = (m — [W])n +m(jo + 1) > mn.

Otros posibles puntos a tomar en cuenta son (0,n—1) y (m —1,0),
mas considerando jo = 0 tenemos el punto (m—h,0) con h > 1. Entonces
tenemos de que el conjunto:
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G+ 1)m

A={(0,n—=1),(m—| J,j);0<j<n—1}

Determina el poligono de Newton de la polar genérica de la curva
genérica en K(n,m), luego el resultado se obtiene del teorema 1.

Retomando la descomposiciéon en fracciones parciales de 7%, y las

s—1

7 s
podemos considerar v con 0 < v < hg, 2, por lo tanto de la proposicién
(1) tenemos que el poligono de Newton de la polar de una curva genérica

notaciones dadas en el teorema 1; tenemos que para cada 0 < u < |

en K (n,m) tiene lados ,, con 0 < u < [#51].
Asi sobre cada lado [, tendremos los puntos Py, = (fy.v; Juw)-

Definamos las siguientes funciones lineales h(, . en los coeficientes
a; ; de los elementos de K(n,m) como:

h(u,v) = b(ju,v + 1)aiu,u,ju,v+1 + a(iu,v + 1)aiu,v+11ju,v7

donde (a : b) € P!

Para cada u, con 0 < u < [351], definimos el polinomio.

F.(z) = Z h(u’v)zju,hzu+2 ~Ju

0<v<hoyt2

y denotemos por A(F,) su discriminante.

Proposicién 2. La polar genérica de una curva genérica en K (n,m) es
Newton no degenerada.

Prueba: De la proposicién 1, tenemos que el poligono de Newton de la

polar genérica de la curva genérica en K (n,m) tiene [231] lados, donde
el lado I; (0 < j < [#51]) tiene inclinacién gz”l y se determina por
los puntos (m — pa2;j — apajti1,q2j—1 + @g2j4+1), donde 0 < o < hogjia ;
ademads en caso s sea impar el lado [s—1 se determina sélo con los puntos
(mfpe 15 qs— 171) (On*l)
Sean ahora u,v con 0 < u < [*5

1y 0 <v < hoyyo.
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De la proposicion 1 los puntos anteriores representan los vértices
del poligono de Newton PN . Ahora usando los h,,,) definimos los
polinomios A, .)z"y", que corresponderan a los vértices del poligono
PN.

Los h(uﬂ))l’uy
sicién (1) vimos que el término correspondiente a f, siempre determina
un punto del poligono de Newton de la polar, por lo tanto el término
b(Juw +1)ai, , j. ,+1 estard siempre presente en h(, .. Asi podemos de-
finir el polinomio:

Fu(z) = Z h(u,v)'zju'hzuJr2 7ju’v'

0<v<hayt2

v estan bien definidos pues en la prueba de la propo-

F,, representa el polinomio asociado al lado [,, del poligono de Newton
PN. Por tanto si consideramos:

f € K(n,m) tal que sus coeficientes no se anulan en el polinomio
Ty v h(u,v), entonces tendremos que la polar genérica de f tiene poligono
de Newton PN.

Si ademas consideramos f tal que sus coeficientes no se anulan en el
polinomio A(F,), 0 < u < [551], entonces tendremos que su polar es
Newton no degenerada. Asi tenemos que para f € K(n,m) genérica su

polar es no degenerada y tiene poligono de Newton PN.

Definicién 3. Una curva f € K(n,m) cuya polar tiene poligono de
Newton PN y es Newton no degenerada, es llamada una curva de tipo
general en K (n,m).

A partir de la prueba de la proposicién (2) podemos describir expli-
citamente un abierto de Zariski U C K(n,m), donde las curvas son de
tipo general. Asi tenemos.

Corolario 1. Un conjunto abierto U C K (n,m), donde las curvas son
de tipo general es dado por el complemento en K(n,m) del cerrado de

Zariski:
Zv=Z( H h<u,u))U( U Z(A(F)) -

Pyu€PN o<u<[251]
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Ejemplo 1. Consideremos la curva f = 37 — 29 —|—Z7i+19j>133 a; ;jxiyl.
El poligono de Newton de af, + bf, tiene dos lados ly y l; que
pasamos a describir:

. . _ 17
e Ll lado lp es determinado por los monomios hggo = bajz 12",

ho = 2bara 2zt y, y hoo = 3bayy szt y?.
De donde Fo(Z) = 3ba11,3z2 + Qba14)2z + ba17,1 y A(Fo) = 12b3a11,3

(3a11,3a17,1 — a3y 0)-

e Fl lado I; es determinado por los monomios hi o = 3ba11,3x11y2 y
hl,l = 7by6
De donde F; (Z) = Thz* + 3ba1173
A(Fl) = (84@1173)3.

Por tanto:

U= K(7,19) — [Z(a11,3a14,2017,1) U Z(b*(3a11,3a17,1 — aiy )],

es un abierto donde las curvas son de tipo general.

En particular considerando a113 = @142 = a17.1 = 1, tenemos de
,3 , 7, )
que la curva:
7 19 11, 3 14, 2 17
f=y' —a  +ay oy +aly

es una curva de tipo general en K(7,19).

3.1. Rutina Computacional

En esta seccién presentamos una rutina rpolar realizada en Ma-
ple, que nos permite obtener datos relativos a la polar de una curva dada
en K(n,m).

La siguiente sub-rutina impl, serd usada para la rutina principal
rpolar. Ella determina la ecuacién explicita de una curva irreducible, a
partir de su ecuaciéon paramétrica de Puiseux.

impl := proc(xt, yt)
local i,n,rpu, f;
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= ldegree(xt);
rpu = cos(2 * Pi/n) + I x sin(2 x Pi/n);
f=1
for i fromO0ton—1do
f = f*(y— subs(t = rpu’ * z(1/n), yt));
od,;
f := sort(collect(expand(f),y), |y, z], plex’);
end :

La rutina rpolar, determina a partir de una curva dada en su for-
ma paramétrica de Puiseux (z(t),y(t)), y de un determinado orden de
truncamiento, la ecuacién de su polar, las parametrizaciones de las com-
ponentes irreducibles de la polar y sus indices de interseccién dos a dos.

rpolar := proc(xt, yt,n)

local f,P,R,i,nR,j,Cx,Cy, H, grauC;

f = impl(xt, yt);

P := simplify(expand(axdif f(f,x) + b dif f(f,9)));
with(algcurves) :

R := puiseux(P,x = 0,y,n, t);

nR := nops(R);

print(ramos da polar);

for i from 1 tonR do

print(ramo = i);

print(parametrizacao = RJ[i));
Cx[i] := convert(R]i][1], list);
Cyli] := convert(R][i][2], list);
grauCx := degree(Cz[i][2],1);

if Cxl[i][2] <> t9muCe then

Cx[i][2] := subs(t = (coef f(Cx[i][2],t, grauCx))I/97avC) w t Cx[i][2]);
Cyli)[2] := subs(t = (coef f(Cx[i][2],t, grauCx))1/972uC) «t Cx[i][2]);
i

i) = impl(Ci][2], Cyli][2));

print(equacao implicita = f[i]);
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print(000000000000000000000000000000000000000000000);
od,

print(multiplicidade de intersecao);

fori from1tonR—1do

for j fromi+1tonR do

HJi, j] := ldegree

(simpli fy(expand(subs(z = Cx[i][2],y = Cyli][2], f[j]))), 1);
print((r[i], r[j]) = H[i, j]);

od;

od;

end :

3.2. Curvas de Tipo Especial en K(n,m)

De la proposicién (2) tenemos de que la polar de una curva de
tipo general en K(n,m) es Newton no degenerada, en particular sus
componentes irreducibles son curvas de género cero, o uno. Una pre-
gunta natural es que si cualquier curva en K(n,m) tiene su polar con
componentes irreducibles de género menor o igual a uno.

A primera vista la respuesta parece afirmativa. No obstante mos-
traremos enseguida con un ejemplo las curvas en Z; no cumplen dicha
afirmacion.

Ejemplo 2. Consideremos la curva

10
f=y" - §x5y3 + 5a8y? + 5210y + 5212 € K (5,12),

cuya polar genérica es dada por :

afs +bfy, = 5by? — %ax‘ly?’ + (40ax™ — 10bz°)y?+ 3)
(50az® + 10bx®)y + 60ax'! + 50210,

Vamos ahora a determinar las ramas (componentes irreducibles) de
P(f) = afs + bfy. El polinomio asociado al dnico lado del poligono de
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Newton de P(f) es
F(z) = 5bz* — 10b2? + 5b.

Sea a; una raiz de F(z). Ejecutemos ahora el algoritmo de Newton, para
determinar una solucién de P(f) = 0 como serie de potencias fracciona-
rias en x. Para esto realizamos los siguientes cambios de variables:

x =z, y = ai(ar +y1).
sustituyendo en (3), tenemos que

5b23%(ay + y1)* — 232a821?(ar + yl) + (40azi* — 10621%)21%(ay + y1)?
+(5az1®10bx1%) 23 (a1 + y1) + 60ax3? + 530 =

239{5bat + 20baty + 30baly? + 20bary; + 5by* — 2923 (a1 + y1)*+
(40az? — 10b) (a1 + y1)? + (5axi + 10bx1) (a1 + y1) + 60az? + 5b} =

I%Ofl(zlayl)'

Ahora como F'(a;) = 0, entonces tenemos de que:

fi = (30ba310b)y? + 20ba1y3 + Sby; — @xi’(al +uy1)3+
4Oaac1(a1 + yl) + 5aa1x1 + baxi1yr + 10bayz1 + 102191
+60ax?.

El poligono de Newton de f; tiene un sélo lado con polinomio asociado
Fi(2) = 10b(3a$ — 1)z + 10ba;. Sea ahora as una rafz de Fi, luego a
partir del cambio de variables

T = 9337 y1 = x2(az +y2)

tenemos de que
5 n
Y=a122 +ax* +---.

Ahora como o(af, + bfy) = 4, entonces tenemos de que la polar tiene
apenas una componente irreducible con parametrizacién de Puiseux de
la forma:
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4

z=t y=at'"+ast!t +---

Luego la polar de f es una curva irreducible de género dos.

Veremos ahora una familia de curvas en K (5,12), cuyas polares son
curvas irreducibles de género 2, y a la cual pertenece la curva del ejemplo
2.

Ejemplo 3. Consideremos la familia de curvas con semigrupo asociado
(5,12) parametrizadas por ¢ = (t5,#12 + ct13 + dt'* + et16) y sea (f) la
curva asociada a ¢ . Un calculo muestra de que el poligono de Newton
de af, + bfy tiene un sélo lado [

Asi el polinomio asociado a [ es
F(z) = 5bz* — 15bcz? — 5b(d — ¢?).

Al determinar el discriminante de F', vemos de que existe una constante
no nula p, tal que

A(F(2)) = p(c® — d)(5¢? + 4d)?.

Por lo tanto, considerenado ¢ = % ed= %5, obtenemos la familia @, =
2 + %tm - gtM + et'®, cuyos miembros poseen polares irreducibles de
género 2.

En efecto, sea f. la ecuacién de la curva obtenida a partir de la
parametrizacién ..
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Usando el programa rpolar, se puede mostrar de que la parametri-
zacién de Puiseux de a(fe)z + b(fe)y es dada por:

x =t y=q ()t +qe)ttt + -,

donde los ¢;(e) son polinomios en e. Asf un término general de la familia
de curvas parametrizadas por z = t°, @, = t'% 4 2¢13 — 341 4 ¢416
tiene polar genérica irreducible, cuya singularidad es determinada por los
exponentes caracteristicos 4, 10 e 11 o equivalentemente por el semigrupo
(4,10,21).
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Abstract

Describe the topology of the polar for an irreducible curve germ of gender
one and generic, we show that are nondegenerate Newton.

Keywords: Polar of a plane curve, singularity, Newton nondegenerate.

Fernando Herndndez Iglesias
Facultad de Ciencias Matematicas,
Escuela de Matemética.

UNMSM
fernando25132@gmail.com

40 Pro Mathematica, 27, 53-54 (2013), 25-40, ISSN 1012-3938



	Singularidad de la polar de un germen de curva irreducible de género uno

	Resumen
	1. Introducción

	2. Preliminares

	2.1. Polígono de Newton de una curva plana 
	2.2. Curvas Planas no Degeneradas


	3. Polar de una Curva en K(n;m)

	3.1. Rutina Computacional

	3.2. Curvas de Tipo Especial en K(n;m)


	Referencias

	Abstract



