SOBRE LA INYECTIVIDAD EN
ESPACIOS EUCLIDIANOS

Roland Rabanal'

Diciembre, 2013

Resumen

Se dan algunos teoremas que garantizan la inyectividad
global de los difeomorfismos locales en espacios euclidanos.
De momento el trabajo no es aun exaustivo, ni pretende
serlo, simplemente se describe algunos resultados utiles en la
teoria del estudio de las aplicaciones inyectivas. La primera
parte describe algunos resultados relacionados con la teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales, y presenta una
caracterizacion de la inyectividad global de aplicaciones en el
plano por medio de la existencia de un centro global
1socrono. Tambien se presenta el problema de la estabilidad
asintotica global. La sequnda parte describe la “condicion de
Palais — Smale”.
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1. Introduccion

La teoria que estudia los diffeomorfismos locales utiliza varias
dreas de la matemética. Por ejemplo dlgebra [12, 27], andlisis [1, 4, 28],
geometria [23], topologia [3], teoria espectral [26], sistemas dindmicos
[24, 14, 15, 10, 11] entre otros [9, 7, 5, 22, 18]. En la presente
nota se describen algunos resultados relacionados con el estudio de la
inyectividad, y su relaciéon con los sitemas dindmicos y con el analisis.

En la primera parte de la seccion 2 se describen algunos resultados
para garantizar la inyectividad global de un difeomorfismo local,
que usualmente es una aplicacién continuamente diferencialble cuyo
determinante nunca se anula. Se presentan algunos casos, en la
teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales, donde el concepto
de inyectividad es de gran utilidad. Aqui solo se describe su relacién
con sistemas en el plano y se empieza con el caso especial de los
sitemas Hamiltonianos. Se da un método para construir algunos sistemas
Hamiltonianos que admiten al origen como un centro global isécrono,
es decir el periédo de todos las soluciones no triviales es constante. A
partir de esto, en el paragrafo 2.5 se usa la existencia de un centro global
isécrono para caracterizar la inyectividad global de una aplicacién que
estd definida en todo el plano y cuyo determinante jacobiano es igual a
una constante no-nula.

La ultima parte de la seccién 2 describe el problema de la estabilidad
asintotica global (2.5), que se relaciona con las caracterizaciones
espectrales dadas en [26] y con los resultados espectrales de [9, 10], los
cuales garantizan la inyectividad global de un difeomorfismo local. En
particular, [9] introduce la conjetura debil de Markus-Yamabe segtn la
cual el conjunto de singularidades, la preimagen de cero, es a lo mas
unitario cuando los autovalores de cada matriz jacobiana tiene la parte
real negativa. Tal conjetura de [9] se cumple en el plano, y si se acepta
como verdadera en cualquier dimensién, garantiza la inyectividad global
de cualquier aplicacion polinomial cuyo determinante jacobiano es uno.
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Se describe la conjetura bidimensional de Chamberland [7] que daria la
inyectividad del un difeomorfismo local cuando sus autovalores evitan
un disco de radio positivo (vea también el Teorema 3.3).

En [1, 4, 28] se estudian importantes teorias del andlisis. A partir
de esto se introduce lo que después quedd conocida como la condicién
de Palais—Smale [17], la cual a sido sorprendentemente utilizada en otras
areas de la matematica. Por ejemplo, en [7] se d4 una util aplicacién para
tratar de obtener la inyectividad global de las aplicaciones polinomiales
cuyo determinante jacobiano es uno (i.e aplicacién de Keller). En [23]
tal condicién se extiende inteligentemente al estudio de la geometria
en fibrados de Ehresmann y en [25, 21] se describre la influencia de
tal condicion en la inyectividad global de los difeomorfismos locales
para espacios de Banach de dimensién finita. En la seccién 3 se
describe algunos resultados para espacios euclidianos [7] y se presentan
los resultados de [14] que estudian la condicion de Palais-Smale para
obtener difeomorfismos globales por medio de la teoria cualitativa de las
ecuaciones diferenciales, especificamente se garantiza la biyectividad de
un difeomorfismo local cuando se consigue que un determinado sistema
asociado sea completo.

2. Inyectividad en Dinamica

En esta seccién se describe algunas propiedades cualitativas de las
ecuaciones diferenciales ordinarias que tienen una estrecha relacion con la
inyectividad de aplicaciones. La primera parte relaciona la inyectividad
global por medio de la existencia de un sistema Hamiltoniano que admite
un centro global isécrono. La segunda parte describe la existencia de
un atractor global y su sorprendente relaciéon con la inyectividad. Los
resultados presentados solo describen sistemas en el plano.
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2.1. Centros isécronos

Cada aplicaciéon F = (f,g) continuamente diferenciable y
definida en un abierto U del plano R? = {(z,y) : =,y € R} induce
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y = g(zy),
donde - = %. Este sistema genera un flujo bien definido por medio de la

soluciones maximales
ROI, >t ¢(t,z) €U CR?

que envian el cero en z € U, es decir ¢(0,z) = z. En particular, donde
tenga sentido las composiciones! se cumple ¢(t, ¢(s, 2)) = ¢(t+s,2). Un
caso particular de (2.1) viene dado por los sistemas Hamiltonianos, estos
tienen la forma?

¢ = Hy(z,y)

g = _H:E (J?, y)7
donde H, y H, son las respectivas derivadas parciales de una funcién
H : U — R, de clase C2. Un ejemplo que ilustra este tipo de sistemas

2 2
viene dado por H(X,Y) = X '2*'Y que es una integral primera del
sistema lineal

(2.2)

X = Y

v _ _x (2.3)

cuyas soluciones son todas periodicas: definen circunferencias donde
H(X;Y) = # es constante. En general, zp € U se dice que es un
centro para (2.1) si F'(z9) = (0,0) (i.e zp es una singularidad) y existe
un abierto Uy C U con zy € Uy de modo que Uy \ {2} esta formado
por orbitas periodicas no—triviales. Asi a cada centro, digamos 0, se le

puede asociar su anillo de periodos Ny definido como la cerradura del

IPor ejemplo para sistemas completos: I, = R,Vz
2Algunos autores consideran el signo menos en la otra componente del campo
Hamiltoniano.
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conjunto mas grande que contiene al centro y estd formado por orbitas
periédicas. En particular, un centro isécrono viene dado por un centro
que admitne algun conjunto U, donde todas la soluciones periodicas,
no triviales tienen el mismo periédo. Una intesante descripcién de estos
centros se encuentra en [6].

2.1. Observe que si F' = (P,Q) es polinomial, es decir cada P,Q €
Rz, y], la aplicacién

P(z,y)* + Q(z,y)?
2
queda definida en todo el plano. Ademds, cuando P(0,0) = Q(0,0) =0

el sistema Hamiltoniano es polinomial y

i = PP,+QQ,
y = —PP—-QQ.

admite al origen como un centro isécrono (vea por ejemplo el sistema
lineal dado por Hy con I(z,y) = (z,y)). Si F = (P,Q) es inyectiva y
preserva el drea (i.e det(DF') = 1), el difeomorfimo global z — F(z) (vea
(2, 27, 19]) define una equialencia topologica entre el sistema 2 = F'(z) y
(2.3), con las nuevas coordenadas X = P(z,y) y ¥ = Q(z,y). Para ver
esto basta calcular las derivadas de las componentes P y @ a lo largo de

HF(xay) =

(2.4)

las soluciones de (2.4):

P :Pxi+Pyy:Px(PPy+QQy)_Py(PPx+QQx)

= —Pdet(DF) = P.

A partir de esto no es dificil obtener el siguiente teorema.

Teorema 2.2 (Sabatini [24]). Sea F = (f,g) : R? — R? una aplicacién
de clase C? cuyo determinante jacobiano es uno. (i.e det(DF(z)) =
1,Vz) tal que £(0,0) = ¢g(0,0) = 0. Se cumple lo siguiente:

1. El origen es un centro isécrono de (2.4) con P=f y Q =g.
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2. La restriccion al anillo de periodos, F|: Ng — R? es inyectiva.

3. Si el sistema del primer item es completo y el centro es global (i.e
No = R?) entonces F es inyectiva.

Observacion 2.3. Una manera de obtener un sistema completo con un
centro global como en (2.4) es asumir la condicién

*© 1
/0 m =00, donde p(r)=sup{||VHr(2)||:|lz||="1}.

Vea también el teorema numero 3.7.

Del mismo modo, no es dificil probar la siguiente.

Proposicién 2.4. Sea F = (P,Q) : R? — R? una aplicacién polinomial
de modo que el determinante del jacobiano siempre es distinto de cero tal
que P(0,0) = Q(0,0) = 0. Las sigueintes afirmaciones son equivalentes:

1. El origen es un centro global para el sistema (2.4).
2. F es un difeomorfismo global del plano en si mismo.

2.5. En consecuencia, usando una aplicacion de Keller se obtiene que
las siguientes afirmaciones son equivalentes.

» Cada aplicacién de Keller es inyectiva.
s Cada centro construido como en el paragrafo 2.1 es un centro

global.

2.2. Atractores Globales

Otra aplicacién interesante de la inyectividad de F' = (f, g), una
funcién definida en todo el plano con F(0,0) = (0,0) se encuentra en el
estudio de la basia de atraccidon del sistema (2.1) que se define como
el siguiente conjunto

W ={z e R?:w(z) = {(0,0)}},
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donde w(z) es el conjunto omega limite de z, inducido por (2.1). Para
explicar esto se introduce el espectro de F' definido por

Spc(F) = {autovalor de DF(z) : z € R?}.

Por ejemplo, no es dificil ver que si F(z,y) = (az + by, cx + dy), (2.1) es
un sistema lineal y se cumple

Spe(F) C {z € C*: R(z) <0} = W§ =R>. (2.5)

Esto significa que el origen es un atractor global: W = R?.

Observacién 2.6. En R3 no es verdadera una afirmacion analoga a (2.5).
Los autores de [8] definen la aplicacién polinomial

F(x,y,z) = ( - $+Z($+Zy)2, -y - (‘T + Zy)Q,—Z)7
la cual satisface F'(0,0,0) = (0,0,0) y
Spe(F) ={-1} c {z € C*: R(z) < 0}.

Sin embargo el sistema inducido p = F(p),p € R® admite una solucién
que va hacia infinito cuando el parametro crece indefinidamente. Tal
solucién es

t > (18e!, —12e* 7).

Por lo tanto, el origen no es un atractor global.

2.7. A pesar de esta observacién, la afirmacién (2.5) es verdadera
para (2.1). Fue Olech [16] el primero que encontro una importante
relacion entre la existencia de un atractor global y la inyectividad de la
aplicacién inducida. Especificamente, él se dio cuenta que la inyectividad
de F = (f,g) con una singularidad en el origen garatiza la existencia de
dos constantes positivas ¢ > 0y p > 0 tales que

(@, )|l = ¢ = [[F(z,y)l| = p. (2.6)

Esto le permitio controlar el comportamiento del sistema en el infinto,
en particular en la frontera de Wy, con lo cual consiguié demostrar la
equivalencia de las siguientes afirmaciones
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» Spc(F) C {z € C?:R(z) <0} = F es inyectiva, y
» Spc(F) C {z € C?:R(z) <0} = el origen es un atractor global,

cuando F(0,0) = (0,0). Ademds, en este mismo trabajo [16], Olech
cosiguié probar (2.5) cuando se cumple la condicion adicional (2.6).
Finalmente, 30 anos después Carlos Gutierrez demostro (2.5) sin ninguna
restriccién.

Teorema 2.8 (Gutierrez, [11]). Sea F = (f,g9) : R? — R? una
aplicacion de clase C* con f(0,0) = g(0,0) = 0. Si la parte real de todos
los autovalores es negativa, es decir Spc(F) C {z € C* : R(z) < 0},
entonces F' = (f,g) es inyectiva y el origen es un atractor global del
sistema (2.1): W§ = R2.

2.9. Recientemente, en [10] se ha simplificado la demostracién de este
resultado y se ha extendido a aplicaciones apenas diferenciables, no
necesariamente continuamente diferenciables. Del mismo modo, se ha
encontrado una nueva condicién espectral que garantiza la inyectividad
y se ha probado que

Je > 0, Spc(F) N[0,e) = 0 = F es inyectiva.

(vea también [20]). En paticular, se demuestra afirmativamente la
conjetura bibimendsional de Chamberland [7]

3. Inyectividad en Analisis

3.1. Lema del Paso de la Montana

Se utiliza una versién debil del lema: ‘paso de la montana’ [1],
pero para espacios de dimensién finita e inspirada en [4]. Para enunciarlo

se considera h : R — R con & = (21,...,2,) y su gradiente usual
Vh(z) = (%(m), . ;Th(a:)) dado por las derivadas parciales; de este

modo tal funciéon h podria adaptarse a cualquiera de las siguientes
condiciones.
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C:1 Condicién de compacidad de Palais-Smale en o € R :

Cada sucesion z, € R™ tal que h(zp) = a y ||Vh(zy)|| — 0,
tiene una subsucesion convergente.

(s)a |

C5 Condicién de compacidad de Palais-Smale:

Se dice que h satisface (PS) si (PS), sucede en cada « € R.
Esta condicion fue definida por Palais y Smale en [17].

(s){

C3 Condicién del paso de la montana:

Existe una vecindad abierta U de 0 y un punto 29 € U
tal que max{h(0), h(zo)} < m := inf{h(z) : x € OU}.

(PM) Sea A la familia de curvas continuas g : [0,1] — R",
con g(0) =0y g(1) = 2o y ¢ = infye s méx;c(o,1) M(g(t))-
Claramente ¢ > m.

Lema 3.1 (Paso de la montana). Sea h : R" — R una aplicacion de
clase C* que satisface la condicion (PM). Entonces existe una sucesion
(zx) en R™ tal que

hzg) —c y ||[Vh(zr)|| — 0.

Si ademds h también satisface (PS). con ¢ definido en (PM), entonces
¢ es un valor critico de h, es decir por cada x. € R™ con h(z.) = ¢ se
cumple Vh(z.) = 0.

Demostracion. La demostracion se obtiene directamente de las
definiciones. Se deja los detalles al lector. O

Observacion 3.2. Para aplicaciones continuamente diferenciables, h :
R™ — R la condicién (PS) equivale a decir: ‘por cada sucesién (zy)
tal que h(zy) es limitada y ||Vh(x,)|| — 0, existe (xy,,) una subsucesién

convergente’(vea [28, p.161]). Més atin, cuando tal A no admite puntos
criticos, en [14] se observa que la condicién (PS) para h es equvalente a

mf {||Vh(z)|| : € A" ([a,b])} >0, (3.1)
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para todo [a,b] C R con a < b. En efecto, (PS) se satisface por vacuidad
cuando se cumple (3.1). Reciprocamente, si el infimo en (3.1) es cero,
(PS) no se debe satisfacer, pues de hacerlo es posible encontrar x € R™ (el
limite de alguna subsucesién) con Vh(x) = 0, contradiciendo la condicién
de no existencia de puntos criticos. Por lo tanto, cuando h no admite
puntos criticos

(PS) < 0 ¢ {[[Vh(z)]| : z € R} < (3.1), (3.2)

pues el dominio de h es R" = U {h™([a,b]) : a < b}.
[a,b]CR

3.1.1. Condiciones Espectrales y (PM)

Para F' : R® — R", una aplicacién de clase C! con F' = (Fy, ..., F,),
oF
(z) se

por cadax = (21, ..., 7y) la matriz jacobiana dada por (i, j) — 57
denota por DF () y se identifica con la transformacién lineal que define.

Analogamente, [DF(x)]T denota la matriz transpuesta de DF(x).

Teorema 3.3 (Chamberland-Meisters, [7]). Sea F' : R — R" una
aplicacion de clase C1. Si existe una constante € > 0 tal que |u| > €
para todos los autovalores i de DF (z)[DF(x)]T con x € R™. Entonces
F es un difeomorfismo local, globalmente inyectivo.

Demostracion. Por el teorema de la funcién inversa, F es un
difeomorfismo local, por lo tanto sélo de demuestra la inyectividad global.
Para este fin, por cada p € R™ se definen las funciones G, : R" — R" y
hp : R™ — R haciendo

_ NG @)[P _ Gplx) - Gp(a)
2 2

Gp(z) = F(z+p) — F(p), hp(x) (3.3)

donde [|z|| = v/2? + - - - + 22 es la norma euclidiana de R™. Como G, es
un difeomorfismo local, (h,)~1(0) = (G,)~1(0) es un conjunto discreto
que contiene al origen. La igualdad Vh,(z) = Gp(z) DG, () muestra que
tal conjunto de ceros estd formado por los puntos criticos de h,, porque
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Vhp(z) = 0 es equivalente a hy(z) = 0. Finalmente, se observa que
F(p) =F(q) = q—p € (Gp) (0). (3.4)

Si F' no es inyectiva, existe g = ¢ — p # 0 y una constante
0 < r < ||zol| tal que h, satisface (PM) con U = {z € R" : ||z|| < r}
y m = min{hy(z) : [|z]] = r} > 0 (hy(0) = hy(w0) = 0y (hp)~1(0) es
discreto). Mds adn, el respectivo ¢ > m de la condicién (PM) no es un
valor critico de hyp, (Vhy(z.) = 0 & hy(z.) = 0) y por el lemma 3.1,
no se debe cumplir la condicién de compacidad (PS)., para h,. Por lo
tanto, existe una sucesién (zj) en R” tal que

(1) Wmp—so0 hp(xr) = ¢ >m > 0 (i.e imy_ o0 [|Gp(zr)|| = V2¢ > 0),
(i) Hmg—oo Vhp(xk) = limg_ 00 Gp(zk) DGp(zk) = 0, pero
(iil) lmg_yeo ||zk|| = 00.

Cuando una matriz real A = (a;;) es simétrica (a;; = a;,) y definida
positiva (a;; > 0), todos sus autovalores son reales no-negativos y por
el [13, Theorem 11.7] min{y : autovalor de A} = inf{% cy # 0}
(Av = pv,v £ 0 = p = %: cociente de Rayleigh). Aplicando éste
resultado a la matriz A = DG,(z)[DGp(zk)]T con y = Gp(z) se
obtiene que por cada k > 1, el minimo autovalor pui(zg) = min{y :
autovalor de A = DF (2 + p)[DF(x, + p)]T'} satisface?

Gp(k)AGp(xr)  ||Gp(ar) DGy (k)]

0 < p(wg) < = , VGy(ak) # 0.
G (r)[]? G (i )1? !
(3.5)
. 2 k—o00 . 2 k—o0
Aqui, en (3.5), [|Gp (k) DGp (k)] —— 0, por (i) y [|Gp (x|
2¢ > 0, por (i) en consecuencia pu(xy) k220, Esta contradiccién con
la hipotesis del teorema muestra que F' es inyectiva. O

n
OF; OF.
3Las componentes de DG (z)[DGp(z1)]T son a; ; = Z 855; (zk er)@ix:(xk +p)-
t=1
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Se observa que la demostracién no utiliza (iii), en consecuencia su
apliacién origina el siguiente corolario y muestra que el teorema 3.3 sigue
dando la inyectividad global de un difemorfismo local ain cuando su
hipotesis falle en un conjunto limitado.

Corolario 3.4. Sea F : R® — R" un difeomorfismo local de clase
Cl. Si existen dos constantes p > 0 y e > 0 tal que |u| > ¢ para
todos los autovalores p de DF(x)[DF (z)]T con ||z|| > p. Entonces F
es globalmente inyectivo.

Demostracion. Por ser F un difeomorfismo local, se puede volver
a definir las funciones de (3.3) y seguiran satisfaciendo las mismas
propiedades, en particular la ecuacién (3.4). Si se asume por el absurdo
que F'(p) = F(q) para algun g — p # 0, la respectiva funcién h, satisface
(PM) y por lo tanto existe una sucesién (zj) en R™ tal que

(1) Wmp_so0 hp(xr) = ¢ >m > 0 (i.e imy_ o0 [|Gp(xr)|| = V2¢ > 0),
(i) Umg—oo Vhp(xg) = limg_ oo Gp(zk) DG p(xx) = 0, pero
(iil) Hmg_ye0 ||Tk]| = 0.

La demostracion del Teorema 3.3 muestra que el minimo autovalor,

pi(zr) = min{p : autovalor de A = DF(xp + p)[DF(zx + p)]T}

satisface (3.5) para la nueva sucesién (zy), es decir pq(zk) LEC Ny y
k—o0

l|zr|| —— oo. Por lo tanto, existe algin zj tal que ||ax +p|| > py
w1 (zr) < g, esta contradiceién con las hipStesis muestra el coroldrio. [

En el siguiente resultado muestra que el teorema 3.3 se mantiene
cuando su hipdtesis s6lo se cumple en un subconjunto denso del
complemento de algtin conjunto limitado.

Proposiciéon 3.5. Sea ' : R™ — R™ un difeomorfismo local de clase
Cl. Si erxisten dos constantes p > 0 y ¢ > 0 y un subconjunto denso
D C {z € R" : ||z]| > p} tal que por cada x € D todos los autovalores
p de DF(z)[DF(z)]T satisfacen |u| > €. Entonces F es globalmente
inyectivo.
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Demostracion. Sea pi(z) = min{u : autovalor de DF(z)[DF(z)]T}. Si
F' no es inyectiva, la prueba del corolario 3.4 permite encontrar T con
[|Z]] > 2p tal que 0 < p1(Z) < 5. Por la continuidad de la funcién
x — py(z) existe r > 0 de modo que ||z — Z|| < r implica ||z|| > p ¥y
también 0 < p1(z) < 32. A partir de esto se obtiene una contradiccién
con la hipétesis, pues {x : ||z — Z|| < r} N D # §. Por lo tanto, F es
inyectiva. O

Observacion 3.6. Los autovalores de una matriz y su inversa son
reciprocos y estan limitados por la norma de su respectiva matriz. De este
modo los autovalores u (no degenerados) de DF (z)[DF(x)]" satisfacen

0 < - < IDF@IDF@]) ™| = [(DF@) 7
ademas el producto de tales autovalores, p es
det(DF (z)[DF (z)]7) = (det(DF(x)))?

Por lo tanto, decir que los autovalores de DF(x)[DF(z)]7 estan
uniformemente lejos de cero, para todo x € D C R"™ es equivalente

det(DF(x)) #0, Ve € D y |[|(DF(z))"!| es limtado en D C R™.

3.1.2. Flujos Completos inducidos por Gradientes y (PS)

Para una funciéon continuamente diferenciable A : R* — R y una
metrica riemanniana g, : R™ x R™ — [0, 00) (completa y con x € R™) el
gradiente de h respecto a g es el inico vector V(g)h(m) € R™ que satisface

Vh(z)w = g (VO h(z), w), YweR",

donde Vh(z)w es el producto usual (de matrices). Mas atin ||V@ h(z)||,,
la norma de V(g)h(sc) respecto a g cumple

IV h(x)|lg = méx{|[Vh(z)w]| : go(w,w) =1}
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por el teorema de Riez en R™, con el producto interno g,. Por lo tanto,
de acuerdo con la observacién 3.2, se dice que, h satisface (PS), con
respecto a la metica g si ‘por cada sucesién (xy) tal que h(zy) es limitada
v [[V@h(z,)||, — 0, existe (zx,,) una subsucesién convergente’. Por
otro lado, cuando cada curva integral del campo V@h : R" — R®
estéd definida en todo R, tal campo V(@ h es completo.

Teorema 3.7 (Nollet-Xavier, [14]). Sea F = (F1,...,F,) un
difeomorfismo local continuamente diferenciable de R™ en si mismo, por
cada v = (vy,...,v,) € R" defina F¥ : R" - R como F¥(x) = vF(x) =

n

ZviFi(m). Si existe alguna metrica completa g de modo que para todo
i=1

v # 0 se cumple alguna de las condiciones:

V@ FY ()

() N

es completo en R™, o

(b) F? satisface (PS), respecto a g: (3.2) con ||V F?(z)||,.
Entonces, F es bijectiva.

Demostracion. La condicién (b) implica que V9 F?(z) satisface

(oo}
min |V F?(z)|dr = oo

o lzl=r
y por lo tanto se cumple (a). A partir de eso sélo se mostrard que (a)
implica la biyectividad de F. Ademas, el difeomorfismo local G = Gg
de (3.3) que satisface G(0) = 0 y es una biyeccién si y solo si F
lo es, pues G(z) = F(x) — F(0). Ademds G"(x) = vG(x) satisface
VG¥(x) = VF?(x). Por lo tanto sin perdida de generalidad podemos
suponer que F'(0) = 0. Si denotamos por G, : [0,00) — R la solucién
maximal a derecha inducida por (a) con §,(0) = 0 la aplicacién

0 si v=20

60 ={ B gom), 5 v
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es continua. Por el teorema fundamental del calculo y la regla de la
cadena se cumple

FY(Bu(0*) = [v]?

y por lo tanto la imagen inversa de cero, satisface

F~1(0) N B,[0,00) = {0}

Por lo tanto, como ¥ (R™) = F(R"™) la biyectividad de F' se obtiene a
partir de la sobreyectividad de 9 que sigue a partir del Lemma 2.1 de

[14] O
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Abstract

We describe some classical results on global injectivity of local
diffeomorphism on Euclidian spaces. This is not exhaustive, and it
does not purport to be a complete history, it simply describes some
useful results in injectivity. The first part describes some results related
to the Qualitative Theory of Differential Equations, and presents a
characterization of global injectivity on planar applications by using
the existence of an isochronous global center. The Global Asymptotic
Stability Problem is also described. The second part describes the so
called Palais-Smale condition.
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