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Resumen

El objetivo principal de este art́ıculo es demostrar que la

reducción de singularidades de una hipersuperficie

generalizada coincide con una reducción de singularidades de

su separatriz; el cual es una generalización del resultado

presentado en [8] por los dos primeros autores.
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1. Introducción

En [8] se estudian los gérmenes de foliaciones holomorfas singula-

res no-dicŕıticas de co-dimensión uno en (C3, 0) tal que en su reducción

de singularidades no aparecen silla nodo. Este tipo de foliaciones son

denominados superficies generalizadas. Demuestran que una reducción

de singularidades de su separatriz coincide con la reducción de singu-

laridades de la foliación, resultado que es análogo al que muestran C.

Camacho, A. Lins Neto y P. Sad en [1] para curvas generalizadas no

dicŕıticas.

La noción anterior puede darse en un espacio de dimensión arbitraria,

mediante secciones transversales, y es aśı como llevamos acabo la gene-

ralización del mismo.

Sea F una foliación en (Cn, 0) definida por una 1-forma integrable

ω. Una aplicación ϕ : (C2, 0) → (Cn, 0), es llamada genéricamente

transversal a F si ϕ∗(F) 6≡ 0; geométricamente esto significa que la

imagen de ϕ es no invariante (ver [2]).

Por otro lado, una inmersión i : (Cl, 0)→ (Cn, 0) se dice transversal a

F si se cumplen las siguientes condiciones

1. Sing(i∗ω) = i−1 Sing(ω);

2. codim Sing(i∗ω) = mı́n

{
l−mı́n

{
0,dim Sing(ω)

}
, codim Sing(ω)

}
.

Para más detalles ver [11] y [6], con el convenio: dim(∅) = −1 para el caso

de foliaciones regulares. Cuando l = 2, la condición (2) es equivalente a

Sing(i∗ω) ⊆ {0}. Aśı, la inmersión i : (C2, 0) → (Cn, 0) es transversal a

F si y solo si

- ν0(i∗ω) = ν0(ω), donde ν0 denota el orden en 0;

- Sing(i∗ω) ⊆ {0}.

Observe que cualquier inmersión trasversal a F es genéricamente trans-

versal, lo rećıproco es falso.
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En (C2, 0) una foliación holomorfa singular F , está dado por ω = 0,

donde ω una 1-forma holomorfa. Se dice que F es dicŕıtica , si tiene

una infinidad de curvas anaĺıticas invariantes (separatrices). Por otro

lado, sabemos que existe la reducción de singularidades de F debido a

Seidenberg [12]. Esto nos permite dar una formulación equivalente del

concepto de dicriticidad, en el sentido siguiente: la foliación F es dicŕıti-

ca en el origen si y solo si existe una reducción de singularidades tal que

el divisor excepcional tenga una componente irreducible genéricamente

transversal.

En dimensión tres, una foliación holomorfa singular F , está dada

por una 1-forma holomorfa ω tal que ω ∧ dω = 0. En este caso, existen

distintas nociones de dicriticidad no necesariamente equivalentes (ver

[4], [5], [7]). Nosotros adoptamos la noción debido a F. Cano en [2]: una

foliación holomorfa singular F sobre (Cn, 0) es llamada dicŕıtica si

existe ϕ : (C2, 0)→ (Cn, 0), germen de aplicación anaĺıtica, tal que

1. ϕ∗F = (dx = 0).

2. ϕ(y = 0) es invariante para F .

Se dice que F es estrictamente dicŕıtica en el origen si existe un ger-

men de aplicación anaĺıtica no invariante para F , ϕ : (C2, 0) → (Cn, 0)

tal que ϕ∗F tiene una infinidad de curvas anaĺıticas invariantes que se

acumulan en el origen. Estos conceptos coinciden en el caso 2-dimensional

y son equivalentes a decir que la foliación tiene infinidad de curvas anaĺıti-

cas invariantes en el origen (ver [2]).

En [9], damos una forma pre-normal de las foliaciones cuspidales

casi-homogéneas en (Cn, 0) con separatriz prescrita. En particular, pa-

ra un caso especial, damos una condición necesaria, análoga a la de F.

Loray [10] de manera que después de una resolución de singularidades

de su separatriz, las singularidades de la foliación son automáticamente

simples en el sentido de Cano-Cerveau [5]. Un trabajo en preparación
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por los autores, es ver si la clasificación anaĺıtica de este tipo de folia-

ciones coincide con la clasificación anaĺıtica de la holonomı́a proyectiva

de una cierta componente del divisor excepcional. Esta propiedad es si-

milar a la propiedad de ser curva generalizada y es una motivación a la

generalización de esta noción a dimensión tres [8] y en consecuencia para

dimensión arbitraria.

Cuando el espacio ambiente es de dimensión mayor a tres, aún no se

conoce una forma de reducir las singularidades. En dimensión tres la re-

ducción de singularidades se debe a F. Cano y D. Cerveau [5] en el caso

no-dicŕıtico y por F. Cano [4] en el caso dicŕıtico. Por otro lado la noción

de genéricamente transversal y el de no-degenerada transversa debido

a [11] junto con un trabajo de existencia de separatriz, en dimensión

arbitraria, debido a [7], llevan al resultado principal:

Teorema 1. Sea F una hipersuperficie generalizada en (Cn, 0), y S :=

(f = 0) la ecuación reducida del conjunto de sus separatrices. Dado

π : (M,E) → (Cn, 0), el morfismo de una resolución de singularidades

inmersa de S, entonces π∗(F) tiene singularidades simples adaptadas al

divisor E.

2. Preliminares: Singularidades Pre-simples

y Simples

Sea X una variedad compleja de dimensión n. Dado p ∈ X y ω

un germen de 1-forma diferencial e integrable tal que ω = 0 define una

foliación, F , localmente en p. Consideremos el subespacio

D(ω)(p) =
{
X (p) : X ∈ XX,p y ω(X ) = 0

}
⊂ TpX.

La co-dimensión de D(ω)(p) en TpX es llamado el tipo dimensional

denotado por t = τ(F , p), este número representa la mı́nima cantidad de

coordenadas necesarias para expresar un generador de F . Sea E ⊂ X un
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divisor con cruzamientos normales tal que las componentes irreducibles

de E son no-dicŕıticas, es decir, cada componente irreducible de E es

invariante por F . A continiación presentamos algunas deficiciones de las

singularidades pre-simples y simple, debido a F. Cano (ver [5]).

Denotemos por e = e(E, p) el número de componentes irreducibles

de E a través de p. Claramente e ≤ t. Aśı, podemos tomar coordenadas

(x1, . . . , xn) alrededor del punto p = (0, . . . , 0) y A ⊂ {1, . . . , t} tal que

E =

{∏
i∈A

xi = 0

}
y entonces ω es escrito como

ω =

(∏
i∈A

xi

)∑
i∈A

bi(x1, . . . , xt)
dxi
xi

+
∑

i∈{1,...,t}−A

bi(x1, . . . , xt)dxi

(2.1)

Definimos el orden adaptado (orden de ω en p, relativo a E):

ν(F , E, p) = mı́n{νp(bi) : i = 1, . . . , t},

donde νp(bi) es la multiplicidad algebraica de bi en p. Definimos también

la multiplicidad adaptada

µ(F , E, p) = mı́n

{
{νp(bi)}i∈A ∪ {νp(bi) + 1}i 6∈A

}
.

Por definición tenemos las siguientes desigualdades

ν(F , E, p) ≤ µ(F , E, p) ≤ ν(F , E, p) + 1.

Definición 2. Una singularidad p ∈ Sing(F) es llamada pre-simple de

F adaptada a E si y solo si una de las siguientes propiedades se cumple:

1. ν(F , E, p) = 0

2. ν(F , E, p) = µ(F , E, p) = 1 y existe un i tal que la parte lineal b1i
de bi no depende solamente de las variables {xi : i ∈ A}.
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Observe que en dimensión 2 una singularidad pre-simple correspon-

de a una singularidad de multiplicidad 1 que no es nilpotente.

Definición 3. Una singularidad p ∈ Sing(F) es llamada simple de F
adaptada a E si y solo si es formalmente equivalente a una de las formas:

1. Existen λi ∈ C, i = 1, . . . , s, tal que

ω =

s∏
i=1

xi

(
s∑
i=1

λi
dxi
xi

)

y para todo n1, . . . , ns ∈ N∪{0} no todos nulos tenemos

s∑
i=1

niλi 6=

0.

2. Existe un entero k, 1 ≤ k ≤ s tal que

ω =

s∏
i=1

xi

(
k∑
i=1

pi
dxi
xi

+ ψ(xp11 . . . . x
pk
k )

s∑
i=2

αi
dxi
xi

)

donde los p1, . . . , pk ∈ N primos entre si, ψ(t) ∈ C[[t]], con ψ(0) 6= 0;

αi ∈ C y para todo entero nk+1, . . . , ns ∈ N ∪ {0} no todos nulos

tenemos

s∑
i=k+1

niαi 6= 0.

Si p es una singularidad pre-simple de tipo dimensional t, considere

el conjunto

A :=

{
q ∈ U r {p} : q ∈ Sing(F), U una vecindad de p

}
.

Todos los elementos de este conjunto son singularidades de tipo dimen-

sional 2 (ver [5] ). Entonces, p es simple si y solo si todos los elementos

en A son simples.
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3. Hipersuperficie Generalizada

La definición de curva generalizada fue introducido por C.

Camacho, A. Lins Neto y P. Sad en [1]: foliación holomorfa singular de

co-dimensión uno en (C2, 0) que no admite sillas-nodos en su reducción

de singularidades. Sea (f = 0) la ecuación anaĺıtica del conjunto de

separatrices de una curva generalizada F y ω la 1-forma que define F ,

en [1] demuestran:

1. ν0(ω) = ν0(df);

2. La reducción de singularidades de F coincide con la reducción de

(f = 0).

Cuándo el espacio ambiente es tres, la noción anterior se verifica en [8]

con F no-dicŕıtica. Si el espacio ambiente es n > 3 el resultado principal

en [8] se sigue verificando y que a continuación pasamos a dar detalles

de la demostración.

Definición 4. Sea F una foliación holomorfa de co-dimension uno de-

finida por una 1-forma integrable ω in (Cn, 0). Diremos que F es una

hipersuperficie generalizada si se satisfacen las siguientes condicio-

nes

1. F es no dicŕıtica.

2. Para cada aplicación ϕ : (C2, 0) → (Cn, 0), genéricamente trans-

versal a F , ϕ∗F es una curva generalizada.

Lema 5. Sea F una hipersuperficie generalizada generada por una 1-

forma holomorfa ω y S := (f = 0) la ecuación reducida del conjunto de

sus separatrices. Entonces ν0(ω) = ν0(df).

Demostración. Dada una inmersión i : (C2, 0)→ (Cn, 0) transversal a F .

Por definición i∗F es curva generalizada, con
(
i∗f = 0

)
como separatriz.
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Debido a [5] y [7], cualquier separatriz de i∗F se extiende a una separatriz

de F . Por transversalidad se sigue

ν0(ω) = ν0(i∗ω).

Como i∗F es curva generalizada, entonces

ν0(i∗ω) = ν0(d(f ◦ i)) = ν0(df).

Aśı, ν0(ω) = ν0(df).

Lema 6. Sea F una hipersuperficie generalizada en (Cn, 0). Si F tiene

exactamente n hipersuperficies regulares transversales como separatriz,

entonces F es simple.

Demostración. Por hipótesis, podemos elegir coordenadas locales tales

que el conjunto de separatrices de F está dado por

S :=

(
n∏
i=1

xi = 0

)
.

Entonces F está generado por una 1-forma

ω =

n∑
i=1

fidxi =

(
n∏
i=1

xi

)(
n∑
i=1

ai
dxi
xi

)
, (3.1)

donde fi, ai ∈ C{x1, x2, · · · , xn}.
Dada cualquier inmersión transversal a F en torno del origen, i : (C2, 0)→
(Cn, 0), i∗F es una curva generalizada con n curvas regulares transver-

sales como separatriz, aśı ν0(i∗ω) = n− 1. Luego, por transversalidad se

tiene

ν0(i∗ω) = ν0(ω) = n− 1. (3.2)

De (3.1) y (3.2) se sigue, ν0(fi) = n− 1 para algún i, aśı ν0(ai) = 0 para

algún i y por tanto el origen es una singularidad pre-simple. Además

tenemos que el origen es una esquina. Por otro lado, la hipótesis de la

no-dicriticidad de F , implica la no-resonancia estricta de la singularidad,
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por tanto 0 es simple (Ver [3], Def. 13).

Otra forma de ver esto es: dada cualquier inmersión transversal a F ,

ip : (C2, 0)→ (Cn, p),

en torno de un punto p ∈ Sing(F), con p 6= 0, entonces i∗p(F) es una curva

generalizada con n − 1 curvas regulares transversales como separatriz,

por tanto

ν0(i∗ω) = n− 2.

Luego por transversalidad se tiene

ν0(i∗ω) = νp(ω) = n− 2. (3.3)

Por otro lado, entorno de p, F está generado por una 1-forma ωp

ωp =

(
n−1∏
i=1

x̃i

)(
n−1∑
i=1

ãi
dx̃i
x̃i

)
.

Entonces ν0(ãi) = 0 para algún i ∈ {1, · · · , n − 1} y en consecuencia p

es una singularidad pre-simple.

Ahora tomamos una inmersión transversal a F en torno de un punto

q ∈ Sing(F) cerca de p. Prosiguiendo como antes, q es una singularidad

pre-simple.

Por recurrencia, secciones transversales en torno de puntos p cerca del

origen son simples y por tanto, el origen es singularidad simple de F .

Observación

La condición de no dicritricidad en el Lema 6, permite pasar de pre-

simple a simple. Lo que no ocurre en el ejemplo siguiente: para n = 3 la

foliación F generada por la 1-forma ω

ω =
dx

x
+ p

dy

y
− (1 + p)

dz

z
; p ∈ I.

El origen es una singularidad pre-simple, además es una esquina, sin

embargo no podemos concluir que sea simple (no satisface la condición

de no resonancia estricta ver [3]). Este ejemplo, se debe a Felipe Cano.

Pro Mathematica, 27, 53-54 (2013), 71-82, ISSN 1012-3938 79



Percy Fernández S., Jorge Mozo F. & Hernán Neciosup P

Teorema 1.

Sea F una hipersuperficie generalizada en (Cn, 0), y S := (f = 0) la

ecuación reducida del conjunto de sus separatrices. Dado π : (M,E) →
(Cn, 0), el morfismo de una resolución de singularidades inmersa de S,

entonces π∗(F) tiene singularidades simples adaptadas al divisor E.

Demostración. Sea

π : (Mn, Dn)
πn // (Mn−1, Dn−1) // · · · π1 // (M0,0) .

Con (M0,0) = (U,0) ⊂ (Cn,0), una reducción de singularidades de S.

Después de esto, en Mn tenemos la foliación Fn = π∗(F), transformado

estricto de F por π. Cualquier p ∈ Sing(Fn) se encuentra en la intersec-

ción de por lo menos dos hipersuperficies Hi regulares invariantes por

Fn.

Sea p ∈
k⋂
i=2

Hi para cada k ∈ {2, 3, · · · , n} e ip : P ' (C2, 0) → (Cn, p)

una inmersión, entorno de p, transversal a Fn, i∗Fn tiene k curvas regu-

lares transversales como separatriz (p = 0, cuando k = n). Por el Lema

6, p es simple de tipo dimensional k y por tanto Fn es simple.
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Abstract

The main aim of this paper is proof that the reduction of the singularities

of a generalized hypersurfaces agrees with a reduction of singularities of

its separatrix; which is a generalization of the result presented in [8] by

the first two authors.
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