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Resumen

El objetivo principal de este articulo es demostrar que la
reduccion de singularidades de una hipersuperficie
generalizada coincide con una reduccion de singularidades de
su separatriz; el cual es una generalizacion del resultado
presentado en [8] por los dos primeros autores.
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1. Introduccion

En [8] se estudian los gérmenes de foliaciones holomorfas singula-
res no-dicriticas de co-dimensién uno en (C?,0) tal que en su reduccién
de singularidades no aparecen silla nodo. Este tipo de foliaciones son
denominados superficies generalizadas. Demuestran que una reduccién
de singularidades de su separatriz coincide con la reducciéon de singu-
laridades de la foliacién, resultado que es andlogo al que muestran C.
Camacho, A. Lins Neto y P. Sad en [1] para curvas generalizadas no
dicriticas.

La nocién anterior puede darse en un espacio de dimension arbitraria,
mediante secciones transversales, y es asi como llevamos acabo la gene-
ralizacién del mismo.

Sea F una foliacién en (C™,0) definida por una 1-forma integrable
w. Una aplicacién ¢ : (C2,0) — (C",0), es llamada genéricamente
transversal a F si ¢*(F) # 0; geométricamente esto significa que la
imagen de ¢ es no invariante (ver [2]).
Por otro lado, una inmersién i : (C!,0) — (C",0) se dice transversal a
F si se cumplen las siguientes condiciones

1. Sing(i*w) = i~ ! Sing(w);
2. codim Sing(i*w) = min {l—ml’n {0, dim Sing(w) }, codim Sing(w)}.

Para més detalles ver [11] y [6], con el convenio: dim(@)) = —1 para el caso
de foliaciones regulares. Cuando ! = 2, la condicién (2) es equivalente a
Sing(i*w) C {0}. Asi, la inmersién i : (C%,0) — (C™,0) es transversal a
F siy solo si

- 1p(i*w) = vp(w), donde vy denota el orden en 0;
- Sing(i*w) C {0}.

Observe que cualquier inmersién trasversal a F es genéricamente trans-
versal, lo reciproco es falso.
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En (C2,0) una foliacién holomorfa singular F, estd dado por w = 0,
donde w una 1-forma holomorfa. Se dice que F es dicritica, si tiene
una infinidad de curvas analiticas invariantes (separatrices). Por otro
lado, sabemos que existe la reduccién de singularidades de F debido a
Seidenberg [12]. Esto nos permite dar una formulacién equivalente del
concepto de dicriticidad, en el sentido siguiente: la foliaciéon F es dicriti-
ca en el origen si y solo si existe una reduccién de singularidades tal que
el divisor excepcional tenga una componente irreducible genéricamente
transversal.

En dimensioén tres, una foliacion holomorfa singular F, estd dada
por una 1-forma holomorfa w tal que w A dw = 0. En este caso, existen
distintas nociones de dicriticidad no necesariamente equivalentes (ver
[4], [5], [7])- Nosotros adoptamos la nocién debido a F. Cano en [2]: una
foliacién holomorfa singular F sobre (C",0) es llamada dicritica si
existe ¢ : (C2,0) — (C",0), germen de aplicacién analitica, tal que

1. ¢*F = (dz =0).
2. o(y = 0) es invariante para F.

Se dice que F es estrictamente dicritica en el origen si existe un ger-
men de aplicacién analftica no invariante para F, ¢ : (C%,0) — (C",0)
tal que ¢*F tiene una infinidad de curvas analiticas invariantes que se
acumulan en el origen. Estos conceptos coinciden en el caso 2-dimensional
y son equivalentes a decir que la foliacién tiene infinidad de curvas analiti-
cas invariantes en el origen (ver [2]).

En [9], damos una forma pre-normal de las foliaciones cuspidales
casi-homogéneas en (C™,0) con separatriz prescrita. En particular, pa-
ra un caso especial, damos una condicién necesaria, andloga a la de F.
Loray [10] de manera que después de una resolucién de singularidades
de su separatriz, las singularidades de la foliacién son automaticamente
simples en el sentido de Cano-Cerveau [5]. Un trabajo en preparacién
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por los autores, es ver si la clasificacién analitica de este tipo de folia-
ciones coincide con la clasificacién analitica de la holonomia proyectiva
de una cierta componente del divisor excepcional. Esta propiedad es si-
milar a la propiedad de ser curva generalizada y es una motivacién a la
generalizacién de esta nocién a dimensién tres [8] y en consecuencia para
dimensién arbitraria.

Cuando el espacio ambiente es de dimensién mayor a tres, aun no se
conoce una forma de reducir las singularidades. En dimension tres la re-
duccién de singularidades se debe a F. Cano y D. Cerveau [5] en el caso
no-dicritico y por F. Cano [4] en el caso dicritico. Por otro lado la nocién
de genéricamente transversal y el de no-degenerada transversa debido
a [11] junto con un trabajo de existencia de separatriz, en dimensién
arbitraria, debido a [7], llevan al resultado principal:

Teorema 1. Sea F una hipersuperficie generalizada en (C™,0), y S :=
(f = 0) la ecuacion reducida del conjunto de sus separatrices. Dado
w: (M,E) — (C™,0), el morfismo de una resolucion de singularidades
inmersa de S, entonces w*(F) tiene singularidades simples adaptadas al
divisor E.

2. Preliminares: Singularidades Pre-simples
y Simples

Sea X una variedad compleja de dimensién n. Dado p € X y w
un germen de 1-forma diferencial e integrable tal que w = 0 define una
foliacién, F, localmente en p. Consideremos el subespacio

D(w)(p) = {X(p) X eXx, vy wX) = O} cT,X.
La co-dimensién de D(w)(p) en T, X es llamado el tipo dimensional

denotado por t = 7(F, p), este ndmero representa la minima cantidad de
coordenadas necesarias para expresar un generador de F. Sea F C X un
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divisor con cruzamientos normales tal que las componentes irreducibles
de F son no-dicriticas, es decir, cada componente irreducible de E es
invariante por F. A continiaciéon presentamos algunas deficiciones de las
singularidades pre-simples y simple, debido a F. Cano (ver [5]).

Denotemos por e = e(E, p) el niumero de componentes irreducibles

de E a través de p. Claramente e < t. Asi, podemos tomar coordenadas
(21, ...,2,) alrededor del punto p = (0,...,0) y A C {1,...,t} tal que

y entonces w es escrito como

wz(Ha:l) Zbi(xl,...,xt)d”fw S bl a)day | (2.1)

T
i€cA icA v ie{l,..,t}—A

Definimos el orden adaptado (orden de w en p, relativo a E):
v(F,E,p) =min{y,(b;) :i=1,...,t},

donde v, (b;) es la multiplicidad algebraica de b; en p. Definimos también
la multiplicidad adaptada

u(F,B.p) = min { (0 iea U (00 + Thiga )
Por definicién tenemos las siguientes desigualdades
v(F,E,p) < u(F,E,p) <v(F,E,p)+ 1.

Definicién 2. Una singularidad p € Sing(F) es llamada pre-simple de
F adaptada a E siy solo si una de las siguientes propiedades se cumple:

1. v(F,E,p) =0
2. v(F,E,p) = u(F,E,p) =1y existe un i tal que la parte lineal b}

de b; no depende solamente de las variables {x; : i € A}.
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Observe que en dimensién 2 una singularidad pre-simple correspon-
de a una singularidad de multiplicidad 1 que no es nilpotente.

Definicién 3. Una singularidad p € Sing(F) es llamada simple de F
adaptada a F siy solo si es formalmente equivalente a una de las formas:

)

S
y para todo nq,...,ns € NU{0} no todos nulos tenemos Z ni\; #

i=1

1. Existen \; e C,i=1,...,s, tal que

I

0.

2. Existe un entero k, 1 < k < s tal que

s k dx; s dz;
_ ? P1 Dk 2
w= | Iﬂc E ; + (it 1e%
P [ (il Di 7 1/1( 1 k ) 1 T )

=2

donde los py, ..., p; € N primos entre si, )(t) € C[[t]], con ¢ (0) # 0;
a; € C y para todo entero ngy1,...,ns € NU{0} no todos nulos

tenemos Z n;a; # 0.

i=k+1

Si p es una singularidad pre-simple de tipo dimensional ¢, considere
el conjunto

A= {q € U \ {p} : ¢ € Sing(F), U una vecindad de p}.

Todos los elementos de este conjunto son singularidades de tipo dimen-
sional 2 (ver [5] ). Entonces, p es simple si y solo si todos los elementos
en A son simples.
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3. Hipersuperficie Generalizada

La definicién de curva generalizada fue introducido por C.
Camacho, A. Lins Neto y P. Sad en [1]: foliacién holomorfa singular de
co-dimensién uno en (C2,0) que no admite sillas-nodos en su reduccién
de singularidades. Sea (f = 0) la ecuacién analitica del conjunto de
separatrices de una curva generalizada F y w la 1-forma que define F,
en [1] demuestran:

L wo(w) = wo(df);

2. La reduccion de singularidades de F coincide con la reduccion de

(f=0).

Cudndo el espacio ambiente es tres, la nocién anterior se verifica en [8]
con F no-dicritica. Si el espacio ambiente es n > 3 el resultado principal
en [8] se sigue verificando y que a continuacién pasamos a dar detalles
de la demostracion.

Definicién 4. Sea F una foliacién holomorfa de co-dimension uno de-
finida por una 1l-forma integrable w in (C™,0). Diremos que F es una
hipersuperficie generalizada si se satisfacen las siguientes condicio-
nes

1. F es no dicritica.

2. Para cada aplicacién ¢ : (C?,0) — (C",0), genéricamente trans-
versal a F, ¢*F es una curva generalizada.

Lema 5. Sea F una hipersuperficie generalizada generada por una I-
forma holomorfa w y S := (f = 0) la ecuacion reducida del conjunto de
sus separatrices. Entonces vo(w) = v (df).

Demostracion. Dada una inmersién i : (C?,0) — (C™,0) transversal a F.
Por definicién i* F es curva generalizada, con (z* = 0) como separatriz.
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Debido a [5] y [7], cualquier separatriz de i* F se extiende a una separatriz
de F. Por transversalidad se sigue

-3k
vo(w) = vp(i*w).
Como i*F es curva generalizada, entonces

vo(i*w) = vo(d(f 04)) = vo(df).
Asi, vo(w) = vo(df). O
Lema 6. Sea F una hipersuperficie generalizada en (C™,0). Si F tiene

exactamente n hipersuperficies requlares transversales como separatriz,
entonces F es simple.

Demostracion. Por hipétesis, podemos elegir coordenadas locales tales
que el conjunto de separatrices de F estd dado por

SZ<HZO>

Entonces F estd generado por una 1-forma

w:zn:fldxlz (ﬁl‘l)(ialczZ), (31)
=1 i=1 i=1

donde f;,a; € C{z1, 22, ,Tn}-

Dada cualquier inmersién transversal a F en torno del origen, 4 : (C2,0) —
(C™,0), ¢*F es una curva generalizada con n curvas regulares transver-

sales como separatriz, asi v(i*w) = n — 1. Luego, por transversalidad se

tiene

vo(i*w) = y(w) =n — 1. (3.2)

De (3.1) v (3.2) se sigue, vo(f;) = n— 1 para algtin 4, asf vy(a;) = 0 para
algiin ¢ y por tanto el origen es una singularidad pre-simple. Ademas
tenemos que el origen es una esquina. Por otro lado, la hipdtesis de la
no-dicriticidad de F, implica la no-resonancia estricta de la singularidad,
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por tanto 0 es simple (Ver [3], Def. 13).
Otra forma de ver esto es: dada cualquier inmersién transversal a F,

ip : (C%,0) = (C™,p),

en torno de un punto p € Sing(F), con p # 0, entonces iy (F) es una curva
generalizada con n — 1 curvas regulares transversales como separatriz,
por tanto

vo(i*w) =n — 2.

Luego por transversalidad se tiene
v(i*w) = vp(w) =n — 2. (3.3)

Por otro lado, entorno de p, F esta generado por una 1-forma w,

nfl~ n71~di_i
Wp = <11x2><21a1 Lfi )

Entonces vg(a;) = 0 para algin ¢ € {1,--- ,n — 1} y en consecuencia p
es una singularidad pre-simple.

Ahora tomamos una inmersién transversal a F en torno de un punto
q € Sing(F) cerca de p. Prosiguiendo como antes, ¢ es una singularidad
pre-simple.

Por recurrencia, secciones transversales en torno de puntos p cerca del
origen son simples y por tanto, el origen es singularidad simple de . 0O

Observacion
La condicién de no dicritricidad en el Lema 6, permite pasar de pre-
simple a simple. Lo que no ocurre en el ejemplo siguiente: para n = 3 la
foliacién F generada por la 1-forma w
_dx dy

dz
+p? —(1+p)

w —; pel
z

x
El origen es una singularidad pre-simple, ademds es una esquina, sin

embargo no podemos concluir que sea simple (no satisface la condicién
de no resonancia estricta ver [3]). Este ejemplo, se debe a Felipe Cano.
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Teorema 1.

Sea F una hipersuperficie generalizada en (C™,0), y S := (f = 0) la
ecuacion reducida del conjunto de sus separatrices. Dado w: (M,E) —
(C™,0), el morfismo de una resolucion de singularidades inmersa de S,
entonces 7 (F) tiene singularidades simples adaptadas al divisor E.

Demostracion. Sea

s

T (MnaDn) s (Mn—lan—l) —_—— (Mo,O) .

Con (My,0) = (U,0) C (C™,0), una reduccién de singularidades de S.
Después de esto, en M,, tenemos la foliacién F,, = 7*(F), transformado
estricto de F por 7. Cualquier p € Sing(F,,) se encuentra en la intersec-
cién de por lo menos dos hipersuperficies H; regulares invariantes por
Fa.

k
Sea p € ﬂHZ para cada k € {2,3,--- ,n} e i, : P~ (C%0) — (C",p)
i=2
una inmersioén, entorno de p, transversal a F,,, ¢*F, tiene k curvas regu-

lares transversales como separatriz (p = 0, cuando k = n). Por el Lema
6, p es simple de tipo dimensional k£ y por tanto F,, es simple. O
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Abstract

The main aim of this paper is proof that the reduction of the singularities
of a generalized hypersurfaces agrees with a reduction of singularities of
its separatrix; which is a generalization of the result presented in [8] by
the first two authors.

Keywords: Holomorphic foliations. Analytic classification. Resolution of sin-

gularities.
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