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Resumen

A las aplicaciones polinomiales con el determinante de su matriz jaco-

biana igual a 1 se las llama aplicaciones de Keller. Según la conjetura

jacobiana de Keller, cada aplicación de Keller es inyectiva. Tal con-

jetura es verdadera para las aplicaciones polinomiales de grado menor

o igual a dos. En el presente trabajo también se muestra que el caso

general se reduce a estudiar la inyectividad de aplicaciones de la forma

z 7→ z +H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios ho-

mogeneos de grado tres y cada matriz Jacobiana DH(z) es nilpotente.
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1. Introducción

Este art́ıculo pretende divulgar algunos resultados clásicos

relacionados con la inyectividad global de los difeomorfismos locales [18,

20, 5, 3, 15, 16, 9, 19, 4]. Sólo describimos los difeomorfismos locales

inducidos por aplicaciones polinomiales con coeficientes complejos; en

particular, aquellos que son obtenidos por las aplicaciones de Keller.

Esto significa que la aplicación es polinomial y el determinante de cada

matriz jacobiana es igual a uno [12]. Un ejemplo inicial de este tipo

de aplicaciones es originado por una polinomial inyectiva que preserva el

área; esto porque su inversa también es polinomial, y será Keller por una

aplicación directa de la regla de la cadena (ver § 3.2). Rećıprocamente, no

es dif́ıcil comprobar que cada aplicación de Keller lineal es una biyección,

y lo mismo sucederá si tal aplicación estuviera formada por polinomios

de grado menor o igual a dos (ver § 3.3). Sin embargo, aún no se conoce

una respuesta general a la conjetura jacobiana de Keller, según

la cual cada aplicación de Keller es injectiva [12, 21, 10, 2, 23] (ver

también [9, 3, 5, 17]).

Dar una solución a tal conjetura consiste en demostrar que

cada aplicación de Keller es inyectiva, o en su defecto encontrar

expĺıcitamente una aplicación de Keller no inyectiva. Para hacer

esto es necesario examinar atentamente las aplicaciones polinomiales

inyectivas. A este estudio se ha dedicado la sección 2, donde mostramos

que las polinomiales inyectivas también son dominantes, porque son

sobreyectivas (ver § 2.4) y, consecuentemente, su inversa no sólo

es birracional sino también polinomial. Finalmente, en la sección 3

mostramos que por una sucesión finita de cambios de variables,

estudiar la conjetura jacobiana de Keller se reduce a trabajar con

aplicaciones polinomiales de grado menor o igual a tres. Precisamente,

en § 4.8 se demuestra que para resolver la conjetura jacobiana de Keller

bastará estudiar la inyectividad de todas la aplicaciones de la forma

z 7→ z + H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios

homogéneos de grado tres y cada derivada DH(z) es nilpotente [2].
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2. Aplicaciones polinomiales e inyectividad

Describimos algunos resultados básicos acerca de las aplicaciones

polinomiales inyectivas. Concluimos con el apartado § 2.6, mostrando

que cada polinomial inyectiva es una biyección con inversa polinomial.

2.1. Sea C[X1, . . . , Xn] = C[X] el anillo de los polinomios en n variables

con coeficientes en el cuerpo de los números complejos. Cada subconjunto

ordenado (F1, . . . , Fn) de C[X1, . . . , Xn] determina con exactitud una

aplicación del espacio vectorial Cn = {z = (z1, . . . , zn) : z1, . . . , zn ∈ C}
en śı mismo. Esta aplicación, definida por la regla z 7→ F (z) =(
F1(z), . . . , Fn(z)

)
, se denomina aplicación polinomial y se denota por

F = (F1, . . . , Fn). Como de costumbre, la regla z 7→ Fi(z) define una de

las funciones coordenadas de F , que se identifica con el polinomio Fi.

2.2. Cada polinomial F está asociada a un único conjunto ordenado

(F1, . . . , Fn), el cual induce el anillo C[F1, . . . , Fn]. Si C[X1, . . . , Xn] y

C[F1, . . . , Fn] son iguales, se dice que la aplicación es algebraicamente

invertible. En este caso, existe algún polinomio Gi(F1, . . . , Fn) con

Gi(F1, . . . , Fn) = Xi; por eso G = (G1, . . . , Gn) es una inversa a

izquierda de F . Por otro lado, si la polinomial H = (H1, . . . ,Hn) es

una inversa a izquierda de F, cada variable Xi es Hi(F1, . . . , Fn) y, aśı,

está en C[F1, . . . , Fn]. En conclusión, algebraicamente invertible equivale

a la existencia de alguna polinomial como inversa a izquierda.

2.3. A partir de C[X1, . . . , Xn] se define C(X1, . . . , Xn), su cuerpo

de fracciones. Análogamente, cada polinomial F = (F1, . . . , Fn)

origina el cuerpo C(F1, . . . , Fn). Si ambos cuerpos de fracciones

son iguales, la polinomial se denomina birracional. En este caso,

cada Xi se escribe como un cociente
gi(F1, . . . , Fn)

hi(F1, . . . , Fn)
y, aśı, la

aplicación ψ : z 7→
( g1(z)

h1(z)
, . . . ,

gn(z)

hn(z)

)
es una inversa a izquierda de F .

Rećıprocamente, cuando F tiene alguna aplicación racional como inversa

a izquierda, C(X1, . . . , Xn) es un subcuerpo de C(F1, . . . , Fn) y por eso
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son iguales. En el acápite § 2.5 se verá que la aplicación C[F1, . . . , Fn] 3
φ 7→ φ ◦ F ∈ C[X1, . . . , Xn] induce C(F1, . . . , Fn) ↪→ C(X1, . . . , Xn).

Por tanto, ser birracional equivale a la existencia de alguna aplicación

racional como inversa a izquierda.

2.4. La inyectividad de F = (F1, . . . , Fn) se describe v́ıa los ceros de

algunos ideales de C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn] = C[X,Y ]. Ello es posible

porque F es inyectiva si y solo si cada solución (z, w) ∈ Cn × Cn

del sistema Fi(X) − Fi(Y ) = 0, j = 1, . . . , n, también es solución del

sistema Xi − Yi = 0, j = 1, . . . , n. Esto significa que los ceros del ideal

I =
(
F1(X) − F1(Y ); · · · ;Fn(X) − Fn(Y )

)
pertenecen al conjunto de

ceros V (J) = {(z, w) ∈ Cn × Cn : f(z, w) = 0, f ∈ J}, donde J es el

ideal generado por X1− Y1, X2− Y2, . . . , Xn− Yn. Por el teorema de los

ceros de Hilbert [13, Nullstellensatz], la inclusión V (I) ⊂ V (J) implica

que para algún m ∈ N se tiene (Xi−Yi)m ∈ I, es decir existen polinomios

hi,k ∈ C[X,Y ] sujetos a

(Xi − Yi)m =

n∑
k=1

hi,k(X,Y )[Fk(X)− Fk(Y )]. (2.1)

Por medio de esta identidad se prueba que cada polinomial inyectiva es

sobreyectiva [1]. Como en [11, 21, 6], se procede por contradicción y para

alguna aplicación inyectiva (F1, . . . , Fn) se elige un c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn

de modo que el sistema Fi(X) − ci, i = 1, . . . , n, no tenga solución en

Cn; en otras palabras, la variedad V (F1(X)−c1; · · · ;Fn(X)−cn) resulta

vaćıa y por lo tanto igual a V (1). En consecuencia existirián polinomios

hi ∈ C[X,Y ] que cumplirán

1 =

n∑
i=1

hi(X,Y )[Fi(X)− ci]. (2.2)

Con esto, se considera el conjunto {d1, . . . , dt} formado por la

unión de {c1, . . . , cn} con los coeficientes de todos los polinomios

Fi(X), hi,k(X,Y ), hi(X,Y ). A partir de ah́ı se construye el subanillo

Z[d1, . . . , dt] de C, una Q−álgebra. Por el lema de normalización de
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Noether, como aparece en Nagata [14, 22] (ver apendice), existe un

ideal maximal m del anillo Z[d1, . . . , dt] de modo que el cociente

K = Z[d1, . . . , dt]/m es un cuerpo finito. Por otro lado, por

cada subconjunto ordenado (η1, . . . , ηn) de Z[d1, . . . , dt] se cumple

que la imagen Fi(η1, . . . , ηn) también está en Z[d1, . . . , dt], pues los

coeficientes de Fi están en {d1, . . . , dt}. Por eso φ : (η1, . . . , ηn) 7→(
F1(η1, . . . , ηn), . . . , Fn(η1, . . . , ηn)

)
determina una polinomial en el

producto (Z[d1, . . . , dt])
n, y su cociente módulo m induce una aplicación

φ0 por medio del diagrama

(Z[d1, . . . , dt])
n φ−→ (Z[d1, . . . , dt])

n

α ↓ ↓α
Kn φ0−→ Kn,

donde α(η1 . . . , ηn) = (η1 . . . , ηn), con ηi la clase de ηi módulo m.

Más aún, para φ0 se cumplen dos propiedades. Primero, por (2.1) y

la inyectividad de F = (F1, . . . , Fn) en Cn, la aplicación φ0 es inyectiva.

Segundo, a partir de (2.2) y la elección de c = (c1, . . . , cn), tal φ0 no

es sobreyectiva, pues α(c) ∈ Kn \ φ0(Kn). Esta contradicción entre

apliaciones inyectivas de conjuntos finitos muestra que F es sobreyectiva.

Por tanto, cada aplicación polinomial inyectiva es sobreyectiva.

2.5. Cada F = (F1, . . . , Fn) inyectiva en Cn también es sobreyectiva.

En particular, la imagen F (Cn) es densa en Cn, lo que significa que F

es una aplicación dominante. En consecuencia, cuando ϕ y ψ están

en C[F1, . . . , Fn], la condición ϕ ◦ F = ψ ◦ F en C[X1, . . . , Xn] implica

ϕ = ψ en C[F1, . . . , Fn]. En otras palabras, el morfismo de anillos F ∗

definido por C[F1, . . . , Fn] 3 φ 7→ φ◦F ∈ C[X1, . . . , Xn] es inyectivo. Más

aún, decir que F es dominante equivale a la inyectividad de F ∗, el cual

induce un monomorfismo entre los cuerpos de fracciones C(F1, . . . , Fn)

y C(X1, . . . , Xn), el mismo que será sobreyectivo, pues el dominio y la

imagen de F tienen igual dimensión. En efecto, el monomorfismo F ∗

induce una extensión finita de cuerpos C(F1, . . . , Fn) ↪→ C(X1, . . . , Xn)

en el sentido que C(X1, . . . , Xn), es un espacio vectorial sobre

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 41-56 45



P. Fernandez, R. Rabanal

C(F1, . . . , Fn) y su dimensión d(F ) es finita. Esta dimensión d(F ) es el

grado geométrico de F , y obviamente cuando d(F ) = 1 los cuerpos de

fracciones son iguales. Más aún, d(F ) describe las fibras F−1(w) = {v :

F (v) = w} de F . Es decir, existe un conjunto denso U ⊂ Cn tal que para

todo w ∈ U el grado d(F ) es igual a #(F−1(w)), el número de elementos

de F−1(w). En conclusión, si F = (F1, . . . , Fn) es inyectiva, entonces

d(F ) = #(F−1(w)) = 1 y por consiguiente ambos cuerpos de fracciones,

C(X1, . . . , Xn) y C(F1, . . . , Fn), coinciden y satisfacen la definición de

§ 2.3. Por tanto, cada polinomial inyectiva es una aplicación birracional.

2.6. Cuando F = (F1, . . . , Fn) es inyectiva, admite una inversa a la

izquierda y, por § 2.4, es una biyección. Para demostrar que su inversa es

polinomial, se usa la sobreyectividad y § 2.5, el cual asegura la existencia

de polinomios que tienen a 1 ∈ C como único divisor común, cuyo

cociente satisface
gi(F1, . . . , Fn)

hi(F1, . . . , Fn)
= Xi. A partir de esto, se obtiene que

F es algebraicamente invertible cuando hi ∈ C∗ para todo i. Si por el

contrario, algún polinomio hj no perteneciera a C∗, entonces la variedad

V (hj) = {z ∈ Cn : hj(z) = 0} seŕıa un subconjunto no vaćıo de V (gj),

porque cumplen gj(z) = wjhj(z) cuando z = F (w1, . . . , wn). Por el

teorema de los ceros de Hilbert [13, 22], la inclusión V (hj) ⊂ V (gj)

implica que gmj , para algún m ∈ N, es multiplo de hj . Esta contradicción

entre los divisores comunes de gj y hj muestra hj ∈ C∗ (vea [6, 12]).

Por tanto, cada polinomial inyectiva es una biyección algebraicamente

invertible y su inversa también es polinomial.

3. Aplicaciones Keller de grado pequeño

En esta sección probamos un caso particular de la conjetura

jacobiana de Keller. Espećıficamente, demostramos la inyectividad de

las aplicaciones de Keller cuyas funciones coordenadas son polinomios

de grado menor o igual a dos (ver § 3.3). Este resultado fue reportado

por Wang [23], pero la demostración que presentamos es adoptada de [2].
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3.1. Cada aplicación polinomial F = (F1, . . . , Fn) es holomorfa en

Cn. Gracias a esto siempre existen las derivadas parciales ∂Fi

∂xj
y queda

definida la matriz jacobiana

DF (z) =


∂F1

∂x1
(z) · · · ∂F1

∂xn
(z)

...
...

∂Fn

∂x1
(z) · · · ∂Fn

∂xn
(z)

 .

Más aún, su determinante det(DF (z)) es un polinomio con algún cero

de no ser constante, ya que C es algebraicamente cerrado. Por tanto, las

afirmaciones det(DF (z)) 6= 0, para todo z ∈ Cn y existe c ∈ C∗ = C\{0}
tal que det(DF (z)) = c, para todo z ∈ Cn son equivalentes.

3.2. El apartado § 2.6 hizo patente que las aplicaciones polinomiales

inyectivas son biyecciones con inversa polinomial. La regla de la cadena

demuestra que cada matriz jacobiana tiene inversa. De esta manera, las

aplicaciones polinomiales inyectivas que preservan el área son Keller.

3.3. Cada aplicación polinomial con polinomios de grado uno o cero

es una transformación lineal y su matriz asociada en la base canónica

es la matriz jacobiana. Luego, cada aplicación de Keller lineal es una

biyección. Lo mismo sucede si en la aplicación de Keller F = (F1, . . . , Fn)

los polinomios Fi son de grado menor o igual a dos, porque en este

caso la condición F (a) = F (b) implica dos cosas. Primero, la aplicación

G(z) = F (z + a) − F (b) satisface G(b − a) = G(0) = 0 y por eso se

escribe G = G(1) + G(2), donde cada G(j) es una aplicación polinomial

formada por polinomios de grado j ∈ {1, 2}. Segundo, al jugar con cierta

evaluación y derivada de t→ G(t(b− a)) = tG(1)(b− a) + t2G(2)(b− a)

se obtiene

0 = G(b− a) =
{
G(1)(b− a) + 2tG(2)(b− a)

}
t= 1

2

= {DF (t(b− a)) · (b− a)}t= 1
2
.

Como la matriz DF ( 1
2 (b−a)) es invertible concluimos que, F (a) = F (b)

implica a = b. Por tanto, cada aplicación de Keller es inyectiva, si sus

componentes son de grado menor o igual a dos (ver también [23, 15]).

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 41-56 47



P. Fernandez, R. Rabanal

4. Reducción del grado

El grado de una aplicación polinomial F = (F1, . . . , Fn) es el mayor

grado de las componentes Fi, es decir deg(F ) = máx
i
deg(Fi), donde

deg(Fi) es el grado de las componentes en el sentido usual.

4.1. Para estudiar la inyectividad de F uno se toma la libertad de

reemplazar F por H ◦ F ◦ H̃ donde H y H̃ son isomorfismos afines.

En particular, se puede cambiar F por T ◦ F con T la traslación

T (z) = z−F (0) y trabajar con aplicaciones que env́ıan el cero en el cero.

Del mismo modo, siDF (0) tiene inversa, al sustituir F por (DF (0))−1◦F
se obtiene una nueva aplicación cuyas componentes se escriben de la

forma Xi + términos de grado al menos dos. Por lo tanto, para estudiar

la inyectividad se puede suponer que la aplicación F satisface F (0) = 0

y que su derivada DF (0) es la matriz identidad In.

Observación 4.2. Gracias a la libertad concedida por el acápite § 4.1,

en el estudio de la conjetura jacobiana de Keller muchos autores trabajan

con polinomiales para las cuales el determinate de su matriz jacobiana

es constante. Por otro lado, ya es conocido que la equivalencia anunciada

en § 3.1 no es verdadera para aplicaciones reales Rn 7→ Rn. Más aún,

Pinchuck describe en [17] una polinomial real que no es inyectiva, aún

cuando el determinante de su matriz jacobiana nunca se anula.

4.3. Sean P y Q dos polinomios en C[X1, . . . , Xn]. La inyectividad de

la aplicación de Keller F = (F1, . . . , Fn) es equivalente a la inyectividad

de la nueva aplicacion de Keller F [2], definida en Cn×C2 = {(z, w) : z ∈
Cn, w ∈ C2} por la regla (z, w) 7→ (F (z), w1 −P (z), w2 −Q(z)) como es

fácil observar. Tal equivalencia persiste, si se considera la composición

E1◦F [2] = (F̃1, . . . , F̃n+2) con E1(z, w) = (z1−w1w2, z2, . . . , zn, w1, w2),

que también es Keller. Por esta razón, cuando la componente F1 ∈
C[X1, . . . , Xn] admite al producto PQ entre sus monomios de grado

d ≥ 4, en la componente modificada F̃1(z, w) = [F1(z) − P (z)Q(z)] −
w1w2 + w1Q(z) + w2P (z) ya no aparece PQ y los tres términos w1w2,

w1Q(z) y w2P (z) son de grado a lo mucho d − 1. Es decir, para
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estudiar la inyectividad, aumentado inductivamente las variables de

ser necesario, será suficiente considerar aplicaciones polinomiales cuya

primera componente tiene grado menor o igual a tres. Todo esto se puede

repetir por cada componente. Por tanto, la inyectividad de la aplicación

de Keller F = (F1, . . . , Fn), con grado al menos 4, es equivalente a la

inyectividad de alguna aplicación de Keller G = (G1, . . . , Gn+m̃) con

m̃ ≥ 2 y deg(G) ≤ 3 (ver [2]).

Observación 4.4. Si algún X
nj

j con nj ≥ 2 dividiera a un monomio

M = M(z, w) de la primera componente de G = (G1, . . . , Gn+m̃), la

técnica de § 4.3 se podŕıa repetir factorizando M = PQ de modo

que Xj divida a cada uno de los polinomios, a P y a Q. Éste proceso

permite encontrar (G̃1, . . . , G̃n+m̃+2), donde G̃1(z, w, w̃) = [G1(z, w) −
P (z, w)Q(z, w)] − w̃1w̃2 + w̃1Q(z, w) + w̃2P (z, w), y aśı M = PQ

no aparece como un monomio y, además, la potencia de Xj esta vez

será nj − 1. Por lo tanto, podemos concluir que las componentes de la

aplicación del parágrafo anterior son lineales en cada variable.

4.5. Cuando la aplicación F = (F1, . . . , Fn) de § 4.3 satisface las

condiciones de § 4.1, la aplicación G = (G1, . . . , Gn+m̃) env́ıa el origen

en el origen y su matriz jacobiana DG(0) es la identidad In+m̃. Por tanto,

para investigar la inyectividad de una aplicación de Keller es suficiente

estudiar aquellas de la forma

z 7→ z + F(2)(z) + F(3)(z),

donde cada componente de F(i) o es cero o es un polinomio homogéneo

de grado i ∈ {2, 3}. (Por la observación 4.4, inclusive se puede conseguir

que las componentes homogéneas estén formadas por monomios que son

lineales en cada variable).

4.6. A partir de F (z) = z + F(2)(z) + F(3)(z) se define en Cp × Cp =

{(z, z̃) : z, z̃ ∈ Cp} la aplicación polinomial F̃ [p] que a cada (z, z̃) le

asigna (F (z), z̃). Aśı, es fácil ver que F y F̃ [p] son simultáneamente

inyectivas (resp. Keller) o no lo son. Del mismo modo se puede definir
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las aplicaciones E1(z, z̃) = (z + z̃, z̃) y E2(z, z̃) = (z, z̃ − F(3)(z)).

Por esta razón, la inyectividad de F es equivalente a inyectividad de

G = E1 ◦ F̃ [p] ◦ E2, la misma que satisface

G(z, z̃) = E1 ◦ F̃ [p](z, z̃ − F(3)(z)),

= E1

(
F (z), z̃ − F(3)(z)

)
,

= (z + F(2)(z) + z̃, z̃ − F(3)(z)),

= (z, z̃) +
(
z̃ + F(2)(z),−F(3)(z)

)
.

Además, su matriz jacobiana está dada por

DG(z, z̃) =

(
Ip +DF(2)(z) Ip
−DF(3)(z) Ip

)
,

y aśı los determinantes de DG(z, z̃) y DF (z) son iguales. Por tanto, si

F = (F1, . . . , Fn) es Keller, siempre existe m̂ ≥ 0 tal que la inyectividad

de F es equivalente a la inyectividad de alguna aplicación de la forma

z 7→ z + H̃(1)(z) + H̃(2)(z) + H̃(3)(z),

donde z ∈ Cn+m̂, cada componente de H̃(i) o es cero o es homogéneo de

grado i ∈ {1, 2, 3} y cualquier matriz jacobiana de H̃(1)(z) + H̃(2)(z) +

H̃(3)(z) es nilpotente1.

Observación 4.7. En el acápite § 4.6 no es necesario considerar

aplicaciones de Keller: basta elegir una aplicación polinomial cuya matriz

jacobiana en el cero tiene inversa y concluir que la matriz jacobiana de

H̃(1)(z) + H̃(2)(z) + H̃(3)(z) en el origen es nilpotente.

4.8. La aplicación z̃ 7→ z̃ + H̃(1)(z̃) + H̃(2)(z̃) + H̃(3)(z̃) induce en el

producto Cq × C = {(z̃, t) : z̃ ∈ Cq, t ∈ C} la aplicación

(z̃, t) 7→ (z̃, t) + (t2H̃(1)(z̃) + tH̃(2)(z̃) + H̃(3)(z̃), 0),

1En el anillo graduado de las matrices cuadradas de orden n + m̂ se cumple que

I + a tiene inversa si y sólo si aN = 0 para algun N ≥ 2 (i.e., a es nilpotente).

De hecho, la inversa será
∑

k≥0(−a)k. En efecto, cuando la inversa de I + a (con

a 6= 0) este bien definida, esta será de la forma I + bi1 + · · ·+ bim , y asi la igualdad

(I + a)(I + bi1 + · · ·+ bim ) = I junto a un natural argumento de inducción permite

obtener la igualdad bim = (−a)m y, aśı, am+1 = 0.
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y ambas son mutuamente inyectivas (resp. Keller). En consecuencia,

cuando la aplicación F = (F1, . . . , Fn) es Keller, siempre existe m ≥ 0

tal que la inyectividad de F es equivalente a la inyectividad de alguna

aplicación de la forma ẑ 7→ ẑ+H(ẑ), donde ẑ ∈ Cn+m, cada componente

de H es homogénea de grado tres y la matriz jacobiana de H(ẑ) es

nilpotente. Por tanto, para dar una respuesta a la conjetura jacobiana de

Keller basta estudiar la inyectividad de todas las aplicaciones de la forma

z 7→ z + H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios

homogéneos de grado tres y cada DH(z) es nilpotente [2].

Observación 4.9. El resultado demostrado en § 4.8 aún se puede

refinar. Por ejemplo, los autores de [7] muestran que en § 4.8 es posible

suponer que cada DH(z) no solo es nilpotente sino también simétrica.

Del mismo modo, los trabajos de Drużkowski [8] reducen el estudio de

la conjetura jacobiana de Keller a las aplicaciones de la forma

Cn 3 z 7→ z +
(
`31, . . . , `

3
n

)
∈ Cn,

donde cada `j = a1,jz1+a2,jz2+ · · ·+an,jzn es lineal en z = (z1, . . . , zn).

Apéndice

La siguiente proposición, tomada de [21], fue utilizada en § 2.4.

Proposición 4.10. Si A = Z[x1, . . . , xn] es una Z subálgebra de una

Q−álgebra, entonces existe un conjunto finito E ⊂ Z fuera del cual cada

primo p ∈ Z está en algún ideal maximal mp de A y el cociente A/mp es

un cuerpo finito.

Prueba. Se procede por indución sobre m. Si m = 0 se tiene A = Z y el

resultado se logra con el ideal generado por p. Si m ≥ 1, se consideran

dos casos: cuando x1, . . . , xn son algebraicamente independientes sobre

Q, o en su defecto cuando existe un polinomio f ∈ Z[X1, . . . , Xn] − Z
con f(x1, . . . , xn) = 0.
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En el primer caso, la proposición se obtiene usando (p, x1, . . . , xn) ⊂
A, el ideal generado por x1, . . . , xn y p.

En el segundo caso, se asume que Xn aparece en la expresión

de f y se observa que por cada N ≥ 1 las reglas Xn 7→ Xn y

Xj 7→ Xj+(Xn)N
j

, j < n, definen de forma natural un Z−automorfismo

φn de Z[X1, . . . , Xn]. Más aún, se obtiene la siguiente propiedad.

Afirmación: Existe N ≥ 1 tal que la imagen de f bajo φn es un

polinomio de la forma

cXm
n + fm−1(X1, . . . , Xn−1)Xm−1

n + · · ·+ f0(X1, . . . , Xn−1),

donde c ∈ Z \ {0}, y para 0 ≤ i ≤ m− 1 se tiene fi ∈ Z[X1, . . . , Xn−1].

Prueba de la afirmación. En efecto, basta elegir N ≥ 1 como una cota

superior de todos los exponentes en cada variable que aparece en f y

estudiar los exponentes de Xn, en las imágenes de los monomios que

aparecen en la expresión de f. Notemos que estos exponentes se escriben

como expresiones polinomiales de N. Por los tanto, la afirmación es

verdadera.

Hecho esto, aplicamos la hipótesis inductiva a B = Z[X1, . . . , Xn−1].

De este modo, por cada p ∈ Z fuera de un conjunto finito E1 ⊂ Z, existe

un ideal maximal ηp = η de B de modo que p ∈ ηp y el cociente B/ηp
es un cuerpo finito.

Análogamente, para E2, el conjunto de los divisores primos de c ∈ Z,
definido en la afirmación, se elige E = E1 ∪E2 y se cumple la propiedad

deseada. Para ver esto se usa el proceso de localización, es decir se

considera el conjunto S = {1, c, c2, . . . } ⊂ Z ⊂ B y el anillo S−1B =

{ gs ∈ Q[X1, . . . .Xn−1] : g ∈ B, s ∈ S}. En ese sentido, la afirmación

muestra que xn es la ráız de un polinomio mónico con coeficientes en

S−1B.

Del mismo modo, el conjunto S̃ ⊂ B/η de las clases de equivalencias

inducidas por S (cerrado por la multiplicación) permite definir el

anillo S̃−1(B/η). Este anillo es isomorfo al cociente S−1B/S−1η, donde
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S−1η = {h/s : h ∈ η, s ∈ S} es un ideal en S−1B. Pero p ∈ η y c

son primos relativos, y aśı la clase c̃ ∈ B/η es una unidad en B/η.

En consecuencia S̃−1(B/η) es igual a B/η. Por lo tanto S−1B/S−1η '
S̃−1(B/η) es un cuerpo finito.

Por otro lado se tiene S−1B ⊂ S−1B[xn]. Como xn es la ráız de

un polinomio mónico con coeficientes en S−1B, existe un ideal maximal

m ⊂ S−1B[xn] que contiene a S−1η. A partir de esto se obtiene que la

inclusión S−1B/S−1η ↪→ S−1B[xn]/m es integral y por eso finita. Por

lo tanto S−1B[xn]/m es un cuerpo finito.

Para terminar consideramos P = ϕ−1(m), donde ϕ : B[xn] →
S−1B[xn] es la aplicación canónica. Este P es un ideal primo en

B[xn] y aśı la aplicación B[xn]/P 7→ S−1B[xn]/m será inyectiva. En

consecuencia, B[xn]/P es finito. Por lo tanto, si mp es un ideal maximal

de A = B[xn] que contiene P, se obtiene que A/P 7→ A/mp es

sobreyectiva, y por lo tanto A/mp será un cuerpo finito.
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[8] Ludwik M. Drużkowski; An effective approach to Keller’s Jacobian

conjecture, Math. Ann. 264 (1983), no. 3, 303–313. MR 714105

(85b:14015a)

[9] Alexandre Fernandes, Carlos Gutierrez, and Roland Rabanal; On

local diffeomorphisms of Rn that are injective, Qual. Theory Dyn.

Syst. 4 (2003), no. 2, 255–262 (2004). MR 2129721 (2005m:58021)
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Abstract

The polynomial maps whose Jacobian determinant is equal to 1 are called

Keller maps. The Keller Jacobian conjecture claims that every Keller

map is injective. This conjecture is true for polynomials whose degree is

less than or equal to two. In this paper we prove that the general case

reduces to the study of the injectivity of maps of the form z 7→ z+H(z),

where the nonzero components of H are homogeneous polynomials of

degree three, and every Jacobian matrix DH(z) is nilpotent.

Keywords: Keller maps, polinomial ring, automorphism.
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