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Resumen

Presentamos varios métodos que permiten el calculo exacto de la matriz
exponencial e*4. Los métodos que incluyen el calculo de autovectores y
la transformada de Laplace son bien conocidos, y son mencionados aqui
por completitud. Se mencionan otros métodos, no tan conocidos en la
literatura, que no incluyen el calculo de autovectores, y que proveen de
férmulas genéricas aplicables a cualquier matriz.

MSC(2010): 15A16, 15A18, 34-01, 44A10.

Palabras Clave: Matriz exponencial, matriz diagonalizable, forma candnica
de Jordan, triangularizacién de Schur, funciones matriciales, interpolacién de

Lagrange-Sylvester, formula espectral de Putzer, transformada de Laplace.

1. Seccion Matemadticas, Departamento de Ciencias, PUCP.



Rubén Agapito

1. Introduccion

La matriz exponencial es una herramienta muy util en la resolu-
cion de sistemas lineales de primer orden. Nos provee de una férmula
cerrada para sus soluciones, y con ayuda de ésta puede analizarse la con-
trolabilidad y observabilidad de un sistema lineal ([1]). Existen varios
métodos para calcular la matriz exponencial, ninguno de ellos compu-
tacionalmente eficiente ([9]). Sin embargo, desde el punto de vista tedrico
es importante conocer propiedades de esta funcién matricial. Férmulas
que involucran el calculo de autovectores generalizados y transformada
de Laplace han sido utilizados en una amplia cantidad de libros texto,
y por este motivo, en este trabajo, se pretende brindar métodos alter-
nativos, no muy conocidos, de didactica amable. Existen otros métodos
([4],[5]) de por si interesantes pero que no han sido mencionados en la
lista de casos, debido a su practicidad en implementacién.

Desarrollaremos ocho casos o métodos para calcular la matriz ex-
ponencial. Se brindan ejemplos de cémo aplicar los métodos no tan co-
nocidos en casos concretos, y para los casos mas conocidos se cita la
respectiva bibliografia.

2. Definiciones y resultados basicos

La matriz exponencial e puede ser definida generalizando la nocién
de serie de Maclaurin de la funcién exponencial escalar via

(o) 1
N 7 . k Ak
O(t)=e —kE k!tA.
=0

Para establecer la convergencia de esta serie, definamos primero la norma
de Frobenius de una matriz de tamano m x n mediante

1/2

1AL = [ D0 lal?

i=1 j=1
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Si A(:,j) denota a la j-ésima columna de A, y A(4,:) su i-ésima fila, es
facil ver que se cumple

1/2

4]l = ZHA ik (ZHA ||2>1/2.

Usaremos esta norma por comodidad, ya que en un espacio vectorial de
dimension finita todas las normas son equivalentes.

Una propiedad importante que utilizaremos es saber cémo acota la
norma de Frobenius a un producto de matrices. Dadas las matrices Ay, xp
¥ Bpxn, formamos el producto C' = AB, con entradas ¢;; = A(i,:) B(:, j).
Si A tuviese entradas complejas, en la obtencién de ¢;; se aplica conju-
gada a la fila A(4,:). Recuérdese la desigualdad de Cauchy-Schwarz

leigl < I1AG, )llp 1BC DI,

Luego se tiene

m n m n

IABI7 = Jei” < 30 IIAGIBIBC I

=1 j=1 =1 j=1
m
= > 114G ZHB DIz = 1A% 1B

i=1
Si aplicamos esta desigualdad a una matriz cuadrada A es facil deducir
lo siguiente

|A™| = < ||A|lz, paratodon=1,2,3,...
Formalmente debemos examinar la convergencia del siguiente limite

) n Ak
Jim. (Z k) -

k=0

Para ello basta observar que se satisface

s i 40 Z Al _ g,
k=0

k=0
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y asi queda demostrado que e estd bien definido para cualquier matriz
cuadrada con entradas constantes.

Es 1til recordar como se comporta la matriz exponencial bajo deri-
vacion:

d 1
(1) _ = = 1k gk
) (t)_dt<zk!tA>

k=0

7d 122 ]‘kk:
dt([+tA+2!tA o gt AR+

— 2 2 kkrfl k
= At AT o AR

1 'tk1Ak1+___> — AetA — otA A

Usando induccién y el convenio ®()(¢) = ®(t), se deduce la férmula

dk
dM) (1) = o = Akt =t AR kezd. (2.1)
Obsérvese que la férmula para la primera derivada implica que la

tA

funcién x(t) = ez es solucién del problema de valor inicial del si-

guiente sistema de primer orden
& = Az, z(0) = xo.

Dos resultados conocidos de dlgebra lineal (ver [8]) que usaremos
mas adelante son los siguientes teoremas.

Teorema 2.1 (de triangularizacién de Schur). Toda matriz A,xn es
(unitariamente) similar a una matriz triangular superior T, esto es, exis-
te una matriz unitaria U tal que A =UTU™'. Ademds, las entradas en
la diagonal de T son los autovalores de A. O

Teorema 2.2 (de Cayley-Hamilton). Cualquier matriz A,x, es raiz de
su propio polinomio caracteristico. (Il

Pasamos ahora a detallar ocho casos o métodos para hallar la matriz
exponencial.
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3. Matriz diagonalizable
Dada una matriz diagonal n x n
D= diag(/\l, )\2 ey )\n)7

es facil deducir que se cumple D* = diag(A\¥, ..., \F) para todo k € Z7.
Luego

ot : ot ot
e :E HD = diag g m)\l',...,g H)\n
= diag(e”l, - 7et)‘"),

es también una matriz diagonal. Ahora, en el caso que A sea una matriz
diagonalizable se sabe que existe una matriz invertible P formada por
los autovectores de A y una matriz diagonal D formada por los corres-
pondientes autovalores de A tales que A = PDP~!. Es sencillo verificar
la identidad A¥ = PD*P~! para todo k € Z*. Luego se tiene

tA __ k _ kp—1\ _ k -1
e 72514 7ZH(PDP )P( P )P
k=0 k=0 k=0
=PpeP Pl

En consecuencia, es trivial encontrar la matriz exponencial de una
matriz diagonalizable, siempre y cuando hallemos previamente todos los
autovalores de A con sus correspondientes autovectores.

Este caso es bien conocido. Ver [11] para apreciar algunos ejemplos
de cerca.

4. Matriz no diagonalizable

Cuando una matriz no es diagonalizable se sabe que es similar a una
matriz en forma candnica de Jordan, esto es, una matriz diagonal por
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bloques, donde cada bloque es de la forma (para un bloque de tamario
k x k con autovalor \)

> =
—
(e}

En este caso la matriz exponencial toma la forma

[1 ¢ 220 3730 .. tFT1/(k—1)!]

1t 22 o Rk —2)!

cee =3k — 3)1

0 1 t th=3/(k — 3)!
0

Una manera de demostrar esta formula es considerar el sistema de
primer orden # = Jx con condicién inicial 2(0) = zo. Por un lado,
sabemos que la solucién de este sistema estd dada por x(t) = e!’ zg.
Por otro lado, este sistema es facil de resolver, empezando por la 1iltima
ecuacion, la cual estd desacoplada, y luego se resuelve cada ecuacién
lineal de primer orden una por una, via el método del factor integrante.

En el caso que la matriz A, «, no es diagonalizable, se sabe que es

similar a una forma canodnica de Jordan n x n
J = diag(‘]la J27 BERE) Jm)7

en donde hemos supuesto que existen m autovalores distintos con mul-
tiplicidades mayores o iguales a uno. Si algin bloque de Jordan Jj,
k=1,2,...,m, es de tamano 2 X 2 o superior, se debe a que el au-
tovalor \; no posee una base completa de autovectores, y debe entonces
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completarse con autovectores generalizados, ver [11]. Si formamos la ma-
triz P en donde cada columna es un autovector (generalizado), resulta
ser una matriz invertible y se cumple

A=PJP".
Al aplicar un célculo similar al caso diagonalizable se demuestra
el = Pdiag;(e”1 et ,e”’")Pil.

Este caso es también muy conocido. Ver [11] para apreciar algunos ejem-
plos.

5. Matrices triangulares

Sea S una matriz triangular superior (para una matriz triangular
inferior se realiza un desarrollo similar) y escribdmosla como la suma de
una matriz diagonal con una matriz nilpotente

S=D+N.

Recuérdese que una matriz N es llamada nilpotente si existe un entero
positivo r tal que N” = 0. El menor entero positivo para el cual esta
igualdad se cumple, es llamado el indice de nilpotencia de la matriz.

Asumiendo la conocida propiedad sobre matrices exponenciales (ver
1))

eAB =4 eB s AB = BA,

calculamos

ofS — t(D+N) _ (tD N
Sabemos cémo calcular la matriz exponencial de una matriz diagonal,
asi que discutamos cémo obtener V. Basta observar que al ser N nil-
potente, la serie de esta matriz se vuelve finita, ya que el nimero de
sumandos queda acotado por el indice de nilpotencia de N. Este a su
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vez queda acotado por el grado de su polinomio minimal (recordar que
toda matriz nilpotente posee todos sus autovalores iguales a cero).
Podemos generalizar este método a cualquier matriz A, «,. Para
ello, basta aplicar el teorema de triangularizacién de Schur, A = USU !,
donde U es una matriz unitaria y S estd en forma triangular superior.
Con ello obtenemos
oA —UetS U,

y de aqui ya sabemos como proceder.

6. La féormula espectral de Putzer

En [10], Putzer describe dos métodos para calcular e4. Estos se

basan en el hecho de que et4

es un polinomio en A cuyos coeficientes son
funciones escalares de t que pueden ser halladas recursivamente resol-
viendo un sistema sencillo de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden. Mostraremos sélo el segundo método, por ser més facil de enten-

der e implementar.

Teorema 6.1. Dada una matriz A de tamano nxn, supongamos que co-
nocemos todos sus autovalores A1, Ao, ..., A\, no necesariamente distin-
tos, listados en un orden especificado pero arbitrario. Entonces se cumple

etA =17 (t)Po + Tg(t)Pl —+ -4 ’I“n(t)Pn,h

donde
k
Py =1, P, = H(A—)\jf), k=1,2,....,n—1,
j=1

yri(t),...,r(t) son soluciones del sistema diferencial

71 = A7, r1(0) =1,

T2 = AoT2 + 71, r2(0) =0,

T = ApTn + Tn_1, r,(0) = 0.
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Prueba. Ponemos
n—1

O(t) =Y rrsa(t)Pr,
k=0
y definimos ro(¢t) = 0. Teniendo en cuenta 7g+1 = Agy17k+1 + 7'k, calcu-
lamos

n—1

(I?’(t) — @) = Z Tr1(t) Pr — z_: An7k41(t) Py
k=0 k=0

n—1 n—1 n—2
= (Z Me17rar Pr+ ) TkPk> - (Z A1 P + )\nrnPn1> :
k=0 k=0

k=0

Como del primer término podemos extraer A, 7, P,_1, vy el segundo puede
ser reescrito como

n—1 n—1 n—2
E P = E TP = E Th1Prt1,
k=0 k=1 k=0

el lado derecho de la igualdad se simplifica a

1
[ V)

{O\k+1 — )\n)Pk + Pk+1]7“k+1~
0

B
I

Ahora, como se cumple Pyi1 = (A — A\gy11) Py, la expresién entre cor-
chetes se reduce a (A — A\, 1) Py. Ademés se tiene

n—2 n—1

E (A — )\nI)PkaJrl = E (A — )\nI)PkaJrl — (A — )\nI)Pn,1 Tn,
N————
k=0 k=0

= (A= \I)® — Py

PTL

Pero el teorema de Cayley-Hamilton fuerza P,, = 0. Asi, hemos obtenido
que & — X\, ® = (A — A\, I)® implica & = AD. Por tltimo, como ®(0) =
r1(0)Py = I, se sigue ®(t) = e!” por unicidad de soluciones. O
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Como aplicacion de este método, hallemos formulas para la matriz
exponencial de una matriz 2 x 2 en la forma

e = r () +1o(t)(A = M),

con autovalores {A1, A2 }. De acuerdo con la naturaleza de los autovalores
tenemos tres casos a estudiar.

e Autovalores reales y distintos. Debemos resolver el sistema de
ecuaciones

71 = Air1, 71(0)

1,
To = Aara + 171, r2(0) = 0.

Si resolvemos la primera ecuacién, la cual siempre estd desacopla-
da, obtenemos 7 (t) = e*'?. Para la segunda, usando el método del
factor integrante obtenemos

ro(t) = o eArtAz)t __ etz

A1 — A2 A1 — A2
En consecuencia, logramos la siguiente férmula

et =Mt 4 ﬂ(e’\ltfl)(/lf Al)
- A1 — A2 v

e Autovalores reales e iguales. En este caso, al resolver el sis-
tema de ecuaciones obtenemos 7y (t) = eM? y ro(t) = tert. Asf,
obtenemos la férmula

etA = e)\ltl + te)‘lt(A — All)

e Autovalores complejos. En el caso A € C2%2, con autovalores
A1, A2, no habria problema en utilizar la misma férmula que en
el caso de autovalores reales y distintos. Pero si A tiene entra-
das reales, sus autovalores serfan complejos y conjugados, digamos
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A1 = a+1ib, A2 = a — b, con b # 0. En este caso, al resolver el
sistema de ecuaciones obtenemos

r1(t) = eM = e [cos(bt) + i sen(bt)],
et —ehat sen(bt)
= = et TV
Rl =y T T

A 2o es solucién del sistema & = Az, con condicién

Como z(t) = €'
inicial £(0) = xg, al tener 2y y A entradas reales, buscamos obvia-
mente una solucion real. Asi, la parte real de la férmula espectral

es la solucién real a considerar, esto es,
xz(t) = Re{z(t)} = (9%{1"1 ()} + Re{ra(t)(A— )\1])})1:0 = e 2,

y en consecuencia se concluye

et = e cos(bt)I + e w(fl —al).

7. Los casos particulares de Apostol

En [2], Apostol muestra c6mo obtener férmulas explicitas para la
matriz exponencial e4 en los siguientes casos:

e todos los autovalores de A son iguales,
e todos los autovalores de A son distintos,

e A tiene solo dos autovalores distintos, con uno de ellos de multi-
plicidad algebraica uno.

Si bien estos casos no cubren todas las alternativas posibles para el con-
junto de autovalores de una matriz, exhibiremos estas féormulas por su
sencillez y porque nos ayudan a encontrar todas las formulas posibles
para las matrices exponenciales de tamano menor o igual a 3 x 3. Ca-
be senalar que la férmula espectral de Putzer también nos ayudaria a
deducir estas férmulas, pero la manera obtenida por Apostol es méds
contundente.
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Teorema 7.1. Si A es una matriz nxn con todos sus autovalores iguales
a X\ entonces tenemos

Prueba. Como las matrices A\tI y t(A — AI) conmutan, tenemos
EA _ AT GHA=XD) _ (A -t
et =e"e I) Z ﬁ (A =AD"
k=0

El teorema de Cayley-Hamilton implica (A — AI)* = 0 para k > n, y
asi el teorema queda demostrado. O

Teorema 7.2. Si A es una matriz n X n con n autovalores distintos
A1, A2, ...y Ap, entonces tenemos

A = Zet)\k Lk(A),
k=1

donde los Li(A) son los coeficientes de interpolacion de Lagrange dados
por

Il)\ ] para k=1,2,...,n
e — A
J#k

Prueba. Aunque este teorema es un caso especial de la férmula de in-
terpolacién de Lagrange-Sylvester (ver Seccién 8, més adelante) daremos
una prueba directa.

Definamos la siguiente funciéon matricial de variable escalar

t) = Zet)\k Lk(A
k=1

Para probar F(t) = ¢4, mostraremos que F satisface la ecuacién diferen-
cial F'(t) = AF(t), con condicién inicial F'(0) = I. En efecto, observemos
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que se cumple

AF(t) = F'(t) = > ™ (A= A\eI) L (A).
k=1
Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene (A — Apl)Lx(A) = 0 para
cada k, y asi F satisface la ecuacién diferencial. Ademads, de

~
©
i
[
h
=
=
I
~

k=1
se deduce finalmente F(t) = e*4 por unicidad de soluciones. ]

Teorema 7.3. Sea A una matriz n x n (n > 3) con dos autovalores
distintos A y u, donde X\ tiene multiplicidad n—1 y u tiene multiplicidad
1. Entonces se cumple

n—2 tk
etA — e)\t Z 7(A_ /\I)k

k=0

o NSl
+{(M—/\)"_1_(H—/\)”—1I;Jk!(u_ )}( —ADT

Prueba. En versién escalar, para t fijo, la expansion de e® en serie de
Taylor centrada en At es

0 At .
e’ = Z ﬁ(x — At)
k=0
Ahora evaluamos en tA y particionamos convenientemente esta serie
4 _ e k A k
e :Zﬁ(mmﬂ) =ec ZH(A—/\I)
k=0 k=0
At =t koo x E
—e 'ZE(A—)\I) +et gA=AD
k=0 k=n—1
a o Y S 14i
= —(A -\ — (A=)
¢ k:Ok!( )it ;(n—l—ki)!( )
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Ahora reescribimos el segundo sumando de la tltima expresién. Como
se cumple A — ul = A — A — (u — A\)1, tenemos, utilizando el teorema
de Cayley-Hamilton, la igualdad

0= (A = AD)™ (A = ul) = (A= AI)" = (s = AY(A = )",
esto es, (A — A" = (u— \)(A — XI)"~L. Por induccién, se deduce
(A= AL = (= N (A= A,
y asi también

(A= AD" 1 = (A= AD)" YA - \I)' = %(A — A" (A =\’

1 n+i __ i n—1
:ﬁ(A—)J) o= (= N)(A =AD"

Al reemplazar esta relacion en la segunda suma obtenemos
o0 tn71+i ) A 1
—— (= )’ — A" =
> e N A= aD

i=0
1 - tk k n—1
= 7@ ) E E(M —A)" (A=)

k=n—1
1 gk
_ t(p—A) _ _ k n—1
TESeh D DI TRV (G D
H k=0
con lo cual culmina la demostracién. O

Como aplicacién deducimos las férmulas de la matriz exponencial
de cualquier matriz A de tamano 3 x 3 de acuerdo con la multiplicidad
de sus autovalores.

e Para un autovalor A\ con multiplicidad algebraica tres, tenemos

e =M I (A A1)+ %ﬁ(A )
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e Para autovalores distintos A1, As, A3, tenemos

tA _ gt A= DA X)) (A= MDA = X])
- (A1 — A2) (A1 — A3) (A2 = A1) (A2 — A3)
Ast (A= MNI)(A—XI)
(A3 = A)(A3 = A2)

e

+e

e Para autovalores distintos A1, Ay con A1 de multiplicidad algebraica
dos, tenemos

tA At ehet — Mt 2
e :el{I“V‘t(A—AlI)}—Fm(A—/\lI)
tett
— A— NI
M—AJ 1)

8. Interpolacion de Lagrange-Sylvester y el
algoritmo de Gantmacher

El siguiente método, ilustrado en Gantmacher [3], no solo nos ayuda
a calcular la matriz exponencial, sino también la evaluacién matricial
de cualquier funcién analitica. Primero mencionamos el caso en que los
autovalores de una matriz son distintos, y luego el caso general cuando
existen multiplicidades.

Teorema 8.1. Si f(A) es una matriz polinomial en Apxy y si los auto-
valores de A son distintos, entonces f(A) puede ser descompuesta como

f(A) = Z FAi)z(Ai),
i=1

acd { i }iz1,..n son los autovalores de A y z(X\;) es la matrizn xn dada

por
mA— ]
z2(\s) H Ny

k=1

k#i
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Prueba. Por el teorema de Cayley-Hamilton f(A) puede ser reducida
a un polinomio de grado n — 1, digamos

fA) =cp 1AV P d ey A" 2 4+ A+ ool

Esta expresién polinomial puede ser factorizada via interpolacion de La-
grange cual
n n
FA) = "pi [J(A= D).

i=1 k=1
ki

Para calcular los pesos p;, multiplicamos por la derecha a ambos lados
de la igualdad por el j-ésimo autovector v; correspondiente a \;. Este
procedimiento nos entrega

f(A)’Uj = Zpl H(A — )\kI)’Uj = pj H(Avj — )\kvj)
I =7 K]
n
=p; [Ty = M)y,

k=1

=
donde la segunda igualdad se obtiene al considerar (A — \;I)v; = 0.
Como los autovalores de A son distintos, se tiene f(A)v; = f(A;)v;, y se
deduce facilmente por comparacion la igualdad

f\)

i T m :

[T = Ax)

k=1
k#j

Por lo tanto, todo junto nos da

O
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Cuando los autovalores no son distintos, el algoritmo de Gantma-
cher, ver [3], puede ser usado para expandir la funcién analitica f(A)
como

J NI e
(k— 1) <k

donde m es el nimero de autovalores distintos, m; es la multiplicidad del

j-ésimo autovalor, f (k)()\j) es la derivada con respecto a A evaluada en

el j-ésimo autovalor y Z;, son las matrices constituyentes (constantes)

que una vez halladas son fijas para cualquier funcién analitica f(A).
[lustremos el uso de esta férmula con un ejemplo.

Ejemplo 8.2. Hallemos e*4 para la matriz

1 -1 2
A=| 1 3 2/,
1 -1 6

con polinomio caracteristico pa(\) = (A — 2)(\ — 4)%. Tenemos entonces
dos autovalores distintos: \; = 2 con multiplicidad m; =1y Ay =4 con
multiplicidad ms = 2. Luego se tiene

2 my
J f(k—l) A
A) = 7
f( ) ;kZI (k )| ik
1 p(k—1)
_ f(k )\1 Zf ng

1
= f(M)Z11 + f(A2)Za1 + f (/\2)222
Recordemos que esta expansién es valida para cualquier funcién analiti-

ca. En nuestra situacién, estamos interesados en la versiéon matricial de
f(\) = e**. Aqui los coeficientes a considerar son

fOn)=e*, fh)=e" f(h)=te'.
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Para hallar las matrices constituyentes utilizamos funciones polinomiales
conocidas. Como la matriz es de tamano 3 x 3, el teorema de Cayley-
Hamilton afirma que e/ debe ser una funcién polinomial en I, A, y AZ.
Usaremos entonces los siguientes criterios.

e Si f(A) =1, la version escalar es f(A) = 1. Luego, los coeficientes
son f(A1) = 1, f(A2) = 1, f/(A2) = 0. Obtenemos asi la ecuacién
I =711+ Za.

e Si f(A) = A, la versién escalar resulta f(A) = A. Los coeficientes
son f(A1) =2, f(A2) =4, f/(A2) = 1. Obtenemos la ecuacién A =
2711 + 4721 + Zoo.

o Si f(A) = A% con versién escalar f(\) = A2, los coeficientes son
f(A1) =4, f(A2) = 16, f'(A2) = 8. Obtenemos entonces la ecuacién
A? = 4711 + 16221 + 8Z.

En consecuencia, debemos resolver el sistema matricial formal

1 1 0] [Zu I
2 4 1| |Zn|=1]4],
4 16 8] |Zan A?
cuya solucién es
Zn] ([ 16 -8 1[I AT —2A + 1 A2
Zo1| = 1 —12 8 —1| |A|=|-3+24- 3147
Z3o 16 —12 2] |A? Al — 3A+ S A

Al poner todo junto vemos que

f(A) = etA = th le + €4t Z21 + te4t 222

9/4 9/4 -3 —-5/4 —9/4 3
= | —7/4 1/4 3| +e*| 7/4  3/4 3
9/4 9/4 1 —9/4 —9/4 0

3/2  7/2 —4
+tett |-5/2 —1/2 —4
772 T/2 4
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162t (e*(6t —5)+9) e (e*(14t—9)+9) (3 —4t) — 3e*
=|—3e¥ (210t —7)+7) 1 (e*(3—2t)+e*) (3 —4t)—3e*
1 (e'(14t —9) +9)  Te? (e* (14t —9) +9) 4ttt 4 €2t

es la matriz exponencial buscada. Cabe insistir en que una vez halladas
las matrices constituyentes, podemos hallar facilmente cos(A), sen(A4), ...
esto es, funciones matriciales de funciones analiticas.

9. Uso de soluciones fundamentales de una
ecuacion diferencial lineal con coeficien-
tes constantes

El siguiente método evita preguntarse si la matriz es diagonalizable,
y tiene como prerrequisitos apenas el conocer el teorema de Cayley-
Hamilton y saber cémo resolver ecuaciones diferenciales lineales escalares
homogéneas de orden n con coeficientes constantes, digamos tipo

2™ 4, 12D 4+ e’ + oz = 0.

El método estd basado en el articulo de Leonard [6]. Cabe notar que
el método no es fécil de aplicar si las raices de la ecuacién polinomial (o
ecuacién caracteristica) asociada a la ecuacién anterior son tediosas de
obtener algebraicamente.

Los siguientes teoremas nos ayudaran a entender cémo funciona el
método. El primer teorema garantiza la existencia y unicidad de un pro-
blema de valor inicial para una ecuacién diferencial matricial, mientras
el segundo brinda un método para construir la matriz exponencial en ba-
se a soluciones de problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales
escalares.

Teorema 9.1. Sea A una matriz constante n X n. con polinomio carac-
teristico

p(N) =det(A\ — A) = X" +c, A"+ h .
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Entonces ®(t) = e es la vinica solucion de la ecuacién diferencial ma-
tricial de orden n dada por

M 4, 10 44 @ 4D =0, (9.1)

con condicion inicial
®0)=1, ¥0)=A4, @"0)=A42%.. ., 0 V0)=4a""1 (9.2
Prueba. Primero demostraremos la unicidad. Supongamos que ®4(t) y
®,(t) son dos soluciones de (9.1) que satisfacen las condiciones iniciales

dadas en (9.2). Definamos ®(t) = ®1(¢t) — P2(t). Debido a linealidad,
esta funcién satisface (9.1), pero con condicién inicial

®(0) = oM (0) =--- ="V (0) =0.

Esto implica que cada entrada de ®(t) satisface el siguiente problema de
valores iniciales

2™ (t) + cp1 2V (@) 4+ -+ czD (1) + coz(t) = 0,
z(0) = ng(1)(0) - .. = x("‘l)(O) =0,

donde es obvio que la tnica solucién es z(t) = 0 para todo t, la trivial.
Por ende se tiene ®(t) = 0 para todo ¢, y obtenemos unicidad.

Ahora demostramos la existencia al confirmar que ®(t) = e** satis-
face el problema de valores iniciales (9.1)-(9.2). Sea A la matriz constante
con polinomio caracteristico p(A) descrito en la hip6tesis. Recordemos la
férmula de la derivada k-ésima de la exponencial (ver Ecuacién (2.1))

R (1) = Ak et £ =0,1,2,...
Reemplazamos en el lado derecho de la Ecuacién (9.1) y obtenemos
(A" + e A" 4 At o) et = p(A) et =0

respaldados por el Teorema de Cayley-Hamilton. Por tltimo, de la férmu-
la de la derivada k-ésima se deduce

O =1, oM (0) = 4, ..., 8" V(0) = A" L
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asi ®(t) satisface las condiciones iniciales. Ello termina la demostracion.
]

Teorema 9.2. Sea A una matriz constante n X n con polinomio carac-
teristico

p()‘) = det(AI - A) = An + Cn—l)\nil + -+ Cl>\ + Co-
FEntonces se tiene
M =y (] + 22 () A + 23() A% + -+« + 2, () A",

donde los x(t), 1 < k <mn, son las soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales escalares de orden n dada por

2 412 4ot ez =0 (9.3)

y que satisfacen las condiciones iniciales

2"y =0, " P0)=0, 2"V 0)=1.

Prueba. Definamos ®(t) = 21 (¢)] +z2(t) A+a3(t) A2+ - -+, (t) AP,
donde los zy(t) son soluciones de los problemas de valor inicial men-
cionados en el enunciado. Primero mostraremos que ®(¢) satisface la
Ecuacién (9.1). En efecto, se tiene

O ()4, 1 @V (@) 4 -+ @D (1) + cod(2)
= (mﬁ”) ez Y+ o) + cow1) I
+ (xé") + cn,lxg"_l) + ot eah + coxg)A .
+ (2 + ez + - ey, + cgry ) AMTE
=0I+0A+---+0A""" =0.
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Ahora mostraremos que satisface la condicién inicial dada en (9.2):

<I)(0) = 1'1(0)1 + .’I?Q(O)A + .o+ l‘n<0)An_1 =1,
®'(0) = 2/, (0)T + 2(0)A + - + 2/ (0) A" = A,

= (0) = 2"V (O) T + 2" V(0)A + -+ + 2D (0) A" = A"
Luego, por unicidad, se cumple
e = ®(t) = 21 ()] + xo()A+ -+ + 2, (HA!
para todo t. O
Pasemos a ilustrar el método.

Ejemplo 9.3. Deseamos hallar la matriz exponencial e!4 de

1 -1 2
A= 1 3 2
-1 -1 6

Para ello calculamos su polinomio caracteristico cual
p(A) = det(M — A) = X3 — 10A? + 32\ — 32.
Asumimos, debido al Teorema 9.2, se cumple
e =y ()] + xo(t) A + x3(t) A2 (9.5)

El polinomio caracteristico produce la siguiente ecuacion diferencial
escalar con coeficientes constantes:

2 — 102" + 322" — 32z = 0.
La solucién general es hallada en base a la ecuacion caracteristica
m® —10m? + 32m — 32 = (m — 2)(m — 4)* = 0.
Asi, la solucién general toma la forma

z(t) = og e® +ag e +agtel.

78 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84



Cdlculo exacto de la matriz exponencial

e Para hallar x4 (t) usamos las condiciones iniciales (0) = 1,2'(0) =
0,2”(0) = 0. Usando esta informacién obtenemos

x1(t) = 4e* —3et f4te?.

e Para z(t) usamos las condiciones x(0) = 0,2/(0) = 1,2"”(0) = 0,
y asi lograr
zo(t) = —2e* 2 3t

e Para z3(t) usamos las condiciones x(0) = 0,2/(0) = 0,2"(0) = 1,
y obtenemos
1 1 1
x3(t) = 1 e — 1 et +2te
Por ultimo, reemplazamos estas funciones en la Férmula (9.5) y conse-

guimos
=e?'(4 — 3eX +4te? ) + e (-2 + 2 —3te?)A + ;e (1 — e* 42t e*') A2
se?t (e*(6t —5)+9)  Le? t( 2"(14t—9)+9) (3 — 4t) — 3¢
—2e?t (210t —7)+7) 1 (eM(B—2t)+€*) (3 —4t) — 3e*
1e2t (e?*(14t — 9) +9) 1€ (e 2t(14t 9)+9) 4ttt 4 e

Puede verificarse que la matriz A no es diagonalizable, pero esto no
es relevante para los calculos.

Podemos obviar algunos célculos en el ejemplo anterior? La res-
puesta es afirmativa, como lo sugiere Liz [7], en la obtencién de las fun-
ciones escalares x;(t). Para ello, basta calcular la inversa de una matriz
constante particular. El siguiente teorema sienta la pauta.

Teorema 9.4. Sea A una matriz n X n constante con polinomio carac-
teristico
p(A) = A" + NP b BRI G

FEntonces se tiene

e =g () + zo(t)A+ - + 2, (1) AL,
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donde
z1(t) e1(t)
z2(1) Pa(t)
=Byt (9.6)
Tn(t) @n(t)
acd By es la evaluacion, ent =0, de la matriz
) eht) - WMV
e1(t) 1 (t) o (t)
o) @h(t) - @V
By=| . . ) ;
on(t) @ht) o el

siempre que S = {@1(t), pa(t), ..., pn(t)} sea un conjunto fundamental
de soluciones para la ecuacion diferencial lineal homogénea

2™ 4, 2V 4 e’ 4 ez = 0.

Prueba. Obsérvese que p(A\) = A" + ¢, 1 A" 1+ +ciA+cog=0es
la ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial

2™ 4, 12D 4+ e’ + oz = 0. (9.7)
Debido al Teorema 9.2 tenemos
e = () + o)A+ -+ z, (A",

donde z(t) es solucién de (9.7) con condiciones iniciales (9.4), para
k=1,2,...,n. Observemos que el conjunto {z1(t),z2(t),...,zn(t)} es
también un conjunto fundamental de soluciones de (9.3), ya que el wrons-
kiano W (z1(t),...,2,(t)) toma el valor 1 en ¢ = 0. Mds atin, al usar el
conocido teorema de unicidad de las soluciones para el problema de va-
lores iniciales (9.3)—(9.4), tenemos

or(t) = or(0)a1 (1) + @i (0)aa(t) + - + oV (0)z, (1),
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para cada k =1,2,...,n, de lo cual deducimos
e1(t) z1(t)
Pa(t) z2(t)
. =By | .
on(t) Ty (t)

Como By es invertible, resulta la igualdad (9.6), lo cual completa la
prueba. O

Consideremos la matriz A del Ejemplo 9.3 para apreciar la simpli-
ficacién de los calculos para la tabulacién de e!4. Recordemos que el
polinomio caracteristico de A es

p(A) = A% — 10A% + 32\ — 32 = (A — 2)(\ — 4)2,
al cual asociamos la ecuacién diferencial lineal
2B — 102" 4 322" — 322 = 0.
Como su ecuacién caracteristica es (A — 2)(A — 4)% = 0, se obtiene
{e2t7 e4t7te4t}
como conjunto fundamental de soluciones. Con ellos formamos la matriz

o2t 9 o2t 42t
By = | e* 4ot 16 et ;
teft ef(1+4t) 8et(1+2t)

de donde se calcula

1 2 4 16 —12 16
Byp= |1 4 16|, con inversa BO_1 =1 -8 8§ —12
0 1 8 1 -1 2

Luego, como e!4 = x1(t)I + x2(t)A + x3(t) A%, tenemos por el Teorema
9.4 que se cumple

x1(t) e?t 4e?t —3ett 14t et
zo(t)| =Byt | e | = | —2e 42e* —3te
x3(t) tett ie% —i elt —|—%te4t
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Al reemplazar estas funciones en la férmula de €4, se recupera la matriz
exponencial del Ejemplo 9.3.

10. Transformada de Laplace

Es usual encontrar en textos de ingenieria el método de la transfor-
mada de Laplace para resolver problemas de valores iniciales de ecuacio-
nes lineales escalares de orden n con coeficientes constantes. Este método
se generaliza a resolver el problema de valor inicial & = Az, 2(0) = .
Si aplicamos transformada de Laplace obtenemos que

sX(s) —x(0) = AX(s) implica (sI — A)X(s) = z(0),

con lo que, al despejar, se obtiene X(s) = (sI — A)~'z(0). Luego de
tomar transformada inversa obtenemos

z(t) = L7 (s] — A)~'}z(0).
Asi, por unicidad, se logra
oA = L (sT — A) 1)

En aplicaciones de ingenieria, la matriz exponencial es llamada la
matriz de transicion de estado. Para ejemplos e interesantes propiedades
de la matriz exponencial, ver [1].

11. Conclusiones

Se ha ilustrado varios métodos para calcular la matriz exponencial
de una matriz cuadrada. La mayoria de ellos no utiliza el calculo de
autovectores (generalizados) de la matriz, lo cual ha sido un método
clasico de abordar el problema en varios textos a nivel de iniciacién. Si
bien estos métodos pueden aplicarse a cualquier matriz, todos ellos resul-
tan ineficaces si tratamos con matrices grandes o con entradas inexactas
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(ntimeros decimales truncados o nimeros acompanados con cierto error).

Es aqui donde es preferible usar la computadora, pero como senala el
trabajo de Moler-Van Loan [9], no existe un método infalible de imple-
mentaciéon numérica. La descripcién e implementacién de estos métodos
numéricos serviran de base para un articulo posterior.
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Abstract

We present several methods that allow the exact computation of the ex-
ponential matrix e*4. Methods that include computation of eigenvectors
or Laplace transform are very well-known, and they are mentioned he-
re for completeness. We also present other methods, not well-known in
the literature, that do not need the computation of eigenvectors, and are
easy to introduce in a classroom, thus providing us with general formulas
that can be applied to any matrix.
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