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Resumen

Foliaciones de tipo curva generalizada son una clase de foliaciones que
tienen una reduccién de singularidades similar a la que existe para cur-
vas. Camacho, Lins Neto and Sad mostraron que aquellas que son no
dicriticas tienen la misma reduccién que la de su conjunto de separa-
trices. En este articulo presentamos una prueba novedosa del teorenma
de Dulac utilizando técnicas de Rouillé. Este teorema muestra que para
foliaciones no dicriticas de tipo curva generalizada su poligono de New-
ton y el su conjunto de sepatrices coinciden. Mediante el teorema de
Dulac retornamos a un resultado conjeturado por Loray que no es del
todo cierto, como fue anotado por Fernandez, Mozo y Neciosup.
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1. Introduccion

Consideremos un germen de foliacién F,, definido por una 1—forma
holomorfa w en (C2,0) con una singularidad en 0 € C2. El origen es una
singularidad simple de F,, si existen coordenadas locales (z,y) que
permiten escribir w = (Axdy — pydzr) + wy, donde mult(wy) > 2y

1. AméOyggz@*,o

2. Au=0y (A ) # (0,0).

Las singularidades del tipo 1) son llamadas singularidades no
degeneradas, mientras que las del tipo 2) se conocen como sillas nodo.
Por el teorema de Seidenberg [20] toda singularidad se puede reducir a
singularidades simples mediante un nimero finito de explosiones.

Una foliacién F,, de tipo curva generalizada es por definicién una
foliacién cuya reduccién admite solo singularidades simples no degene-
radas. En general, no es suficiente hacer la reduccién de singularidades
del conjunto de separatrices para desingularizar la foliaciéon F,,. Sin em-
bargo, Camacho, Lins Neto y Sad [4] muestran que las foliaciones curvas
generalizadas no dicriticas tienen la misma reduccion de singularidades
que la de su conjunto de separatrices (ver seccién 3).

La multiplicidad en 0 € C? de la foliacién F, dada por la 1-
forma w = A(z,y)dz + B(z,y)dy, con A, B € C{z,y}, se define como
mult(F,) = min{ord(A), ord(B)}. En [4] se muestra que la multiplicidad
de una curva generalizada es un invariante topoldgico; con ello se extiende
el resultado al caso de curvas. El nimero de Milnor u(F,) de F,
se define como la multiplicidad de interseccién p(F,) = (A, B)o. En
[4] se demuestra que si F, tiene un nimero finito de separatrices y
Cy : f = 0 es una ecuacién reducida de sus separatrices, entonces se tiene
w(Fy) > p(f) v se cumple la igualdad si y solo si F,, es de tipo curva
generalizada. Ademds, en este caso se satisface mult(F,,) = mult(C;) —1.

Denotamos por A (w) al poligono de Newton de w. En este trabajo,
via técnicas de Rouillé ([19]), presentamos una prueba de un resultado
de Dulac (ver [9]).
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Teorema 1.1. Siw; y ws son dos foliaciones de tipo curva generalizada
no dicriticas con el mismo conjunto de separatrices, entonces se tiene

N(wl) = N(u)g).

Como consecuencia del teorema 1.1 se obtiene que las foliaciones
curvas generalizadas no dicriticas tienen el mismo poligono de Newton
que el de su conjunto de separatrices.

Como aplicacién del teorema 1.1 probamos un resultado que involu-
cra las singularidades de tipo nilpotente. Un germen de foliaciéon F,, en
(C2%,0) se llama nilpotente si estd generado por un campo de vectores
X con parte lineal nilpotente y no nula. El resultado més significativo
sobre las singularidades nilpotentes fue dado por F. Takens en 1974 [22].
Dicho resultado indica que, formalmente, podemos expresar el campo X
en la forma

X = (y—|—a(aj))2 +b(33)£ (1.1)
Oz Ay’
con ord(a),ord(b) > 2. La presentacién del campo dada en (1.1) se de-
nomina forma normal de Takens. Consideremos n = ord(b) +1 > 3
y m = ord(a) > 2. La foliacién que define el campo X dado en (1.1) se
escribe
w=—b(z)dr + (y + a(x))dy.
Un cambio de coordenadas en x permite tomar z’ tal que —b(x)dx =

n

2(x')"1da’. Al reexpresar x como z’ se obtiene asf

1 ~
w= id(z" +9?) +a(z)dy.

Luego, al menos formalmente, toda foliacién nilpotente se encuentra ge-
nerada por una 1—forma del tipo
d(y® + =) + ™ u(x)dy, (1.2)

donde u(x) € C[[z]], u(0) #0, m > 2y n > 3.

Las singularidades nilpotentes han sido estudiadas por muchos au-
tores. En el proceso de reduccién de singularidades se consideran tres
casos 2m >n, 2m=mny 2m < n.
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D. Cerveau y R. Moussu [6] estudian las formas dadas en (1.2)
cuando n < 2m, u(0) # 0 y u(z) € C[z]]. En este caso, la foliacién
tiene una curva invariante analiticamente equivalente a y? — 2™ = 0 (por
esta razén estas foliaciones son llamadas cuspidales). En el estudio
de estas foliaciones, es interesante escribir explicitamente aquellas que
tienen y? — 2" = 0 como separatriz. D. Cerveau y R. Moussu[6] muestran
que estas foliaciones pueden ser definidas por una 1—forma holomorfa

w=d(y* — z") + Az, y)(nydx — 2zdy). (1.3)

R. Meziani [16] estudia el caso n = 2m bajo condiciones genéricas
sobre 4(0). En caso de no satisfacerse estas condiciones, la foliacién tiene
una silla-nodo en su reduccién de singularidades o es dicritica. Se trata
de una foliacién que no es curva generalizada, y la reduccién de singula-
ridades requiere un mayor niimero de explosiones que las necesarias para
reducir el conjunto de separatrices.

El caso 2m < n es estudiado por M. Berthier, R. Meziani y P. Sad
[1] cuando la silla-nodo que aparece tras la reduccién de singularidades
admite dos separatrices analiticas. Si dicha silla-nodo solo admite una
separatriz analitica (y una separatriz formal), el caso es estudiado por
E. Strézyna [21], quien utiliza de manera fuerte el trabajo de Martinet
y Ramis [14].

F. Loray [13] estudia las formas del tipo (1.3) desde un punto de
vista més general y obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.2. La foliacion F,, dada por
w=d(y" —x%) + A(z,y)(prdy — qydz)
admite la misma reduccion que d(y? — %) cuando se satisface

pg—p—4g

ord Az, y) > .
S i)

O
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Segun F. Loray, que una foliacién como la dada en la proposicién
1.2 tenga la misma reduccién que su separatriz Cy : y? — 29 = 0 debiera
ser equivalente a que se cumpla ord, o) A(z,y) > pg—p—gq; y asi fue co-
mo enuncié originalmente la proposicién. Sin embargo, Ferndndez, Mozo
y Neciosup [10] proporcionan un contraejemplo cuando p y ¢ no son
coprimos; ello muestra que la condicién de Loray es suficiente mas no
necesaria.

En este trabajo como consecuencia del teorema 1.1 obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 1.3. Si la foliacion w = d(y? — x?) + A(z,y)(prdy — qydx) es
de tipo curva generalizada con med(p, q) = 1, entonces se cumple

ord(, o) Az, y) > pg —p —q.

El teorema 1.3 muestra que el resultado de Loray es cierto para el
caso p y q coprimos cuando la foliacién es curva generalizada.

2. Curvas analiticas planas

Denotemos por C[[z,y]] el anillo de series de potencias formales en
dos variables con coeficientes en C y por C{z, y} el subanillo de C|[x, y]]
formado por series de potencias que convergen en un entorno de 0 € C2.
Una serie convergente define una funcién holomorfa en un entorno de
0 € C? y, reciprocamente, toda funcién holomorfa admite localmente una
representacién tnica como serie de potencias en 0 € C2. Denotaremos
por My el ideal maximal de C{x,y} generado por z e y.

Sea f € C{z,y} una serie convergente. Toda serie de potencias
convergente f se escribe como suma de polinomios homogéneos, lla-
mados componentes homogéneas de f, esto es, tenemos f(z,y) =

Z fx(z,y), donde fr(z,y) € Clz,y] es homogéneo de grado k.

k
Se denomina forma inicial de f a la componente homogénea de

menor grado. El orden de f, denotado por ord(f), se define como el

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 51



Percy Ferndndez y Nancy Saravia

grado de su forma inicial. Por convencién, cuando f(z,y) es idéntica-
mente nula, ponemos ord(f) = oo.

Sea U C C? un abierto. Decimos que f : U — C es analitica
compleja u holomorfa en a € U si coincide en un entorno de a con
una serie de potencias convergente. Diremos que f es analitica en U si
lo es en todo punto de U.

Dada una funcién analitica f(z,y) definida en un entorno de 0 € C2,
definimos el conjunto de ceros de f por {f(x,y) = 0}, el cual serd de-
notado por C¢. Este conjunto es la curva analitica compleja definida
por f. El germen de Cy en 0 € C? sera denotada por (Cy,0), y serd refe-
rida como germen de curva analitica compleja definida por f en el
origen.

Obsérvese que C{x, y} es isomorfo al anillo de gérmenes de funciones
holomorfas en un punto a € C2.

Ejemplo 2.1. La curva Cy : (y* — 2%)? — 2% = 0 define un germen de
curva analitica.

Notemos que un producto u.f determina el mismo germen de curva
analitica que f cuando u no se anula en un entorno del origen (y por
consiguiente representa una unidad de C{z,y}). Por otro lado, sabemos
que C{z,y} es un dominio de factorizacién tnica, y si tenemos

f=rn 0

donde los f; son irreducibles y r; € N, entonces el germen Cy : f =0
coincide con el germen fi.fs--- f; = 0; de donde obtenemos la descom-
posicién

Cr=Cp UCpU---UCy,.

Llamaremos rama analitica a todo germen de curva analitica Cy :
f =0, donde f es irreducible como elemento de C{z,y}. Asi, todo ger-
men de curva analitica es unién de ramas analiticas. Dado que ya hemos
definido el orden de una serie analitica de potencias, podemos definir la
multiplicidad del germen de una curva analitica C¢ como el orden
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de f. Diremos que el germen de curva es regular si su multiplicidad es
igual a uno. Si la multiplicidad es mayor que uno, el germen de curva es
singular.

Sea A C N2. Denotamos por D(A) a la envolvente convexa de A +
]R2>0, donde + denota la suma de Minkowski. Ademéas denotaremos por
N (A) el borde de D(A).

Si L es un lado del poligono N (A), denotamos por £ a la recta que
contiene dicho lado. Decimos que una recta £; es recta de apoyo de

N (A) si cumple £1 NN(A) # 0 y N(A) C LT (ver Anexo (8.1)).

£1 El

Obsérvese que la interseccién de una recta de apoyo de N (A) con
dicho poligono contiene a un tinico vértice de AN'(A) o bien a todo un

lado compacto del mismo.
1

La recta L tiene inclinacién p si — essu pendiente.

Observacién 2.2. Si el poligono N (A) corta los ejes coordenados, los
ejes son rectas de apoyo de N (A).

Dado un germen de curva analitica Cy : f = 0 donde f(z,y) =
Z ai;z'y’ € C{z,y}, el soporte de Cy, denotado por Sop(f), se define

i,J
por

Sop(f) ={(i, ) : aij # 0}.
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El poligono de Newton de Cy, denotado por N'(f) = N (Sop(f)),
es el borde de D(Sop(f)). Observemos que se tiene N (f) = N (uf) para
todo u € C{x,y}, siempre que u(0,0) # 0.

Ejemplo 2.3. El soporte de Cy : (y? —23)? — 2%y =0 es
Sop(f) =1{(0,4),(3,2),(6,0),(5,1)},

y lo dibujamos en la siguiente figura, asi como su poligono de Newton.

° NP

(6,0)7 (6,0)%

Ejemplo 2.4. Para el germen de curva Cy : y? —x2 = 0 tenemos que su
soporte es dado por Sop(f(z,y)) = {(3,0),(0,2)}. Si hacemos el cambio
de coordenadas * = uw e y = u + v el soporte del germen de curva
en las nuevas coordenadas es Sop(f(u,v)) = {(3,0),(0,2),(1,1),(2,0)}.
Concluimos que los poligonos N (y? — %) y N((u + v)? — u3) no son
iguales como muestra la siguiente figura. En consecuencia el poligono de
Newton de una curva depende de las coordenadas.

30 (2,0) (3,0)
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Denotamos C{z}* = U C{z'/"} el anillo de series de potencias

neN
fraccionarias con coeficientes en C. Siy € C{z}* existe n € N de modo

que vy = Z a;z"/". Llamamos orden de v a ord(y) = min{i/n : a; # 0}.
Teorema 2.5 (Teorema de Newton, [12, Theorem 3.8]). Sea f(z,y) €
C{z,y} tal que f(0,0) =0 y f(0,y) # 0. Entonces existe y(x) € C{z}*
con ¥(0) =0 tal que f(z,v(x)) =0. O

Diremos que y(z) € C{z}* es una raiz de Newton-Puiseux del
germen de curva Cy : f(z,y) = 0si f(z,y(z)) =0.

Recordemos que f es polinomio de Weierstrass en y si es de la
forma

fla,y) =y™ +ar(@)y™ " +as(@)y™ 2 + -+ am(@),

donde n > 1y ord(a;(x)) > i paratodoi=1,...,n.

Al aplicar el teorema de preparacién de Weierstrass (cf. [12]) a
f € C{z,y} obtenemos f = wu.f*, con f* € C{z}[y] un polinomio de
Weierstrass. Para el estudio que realizamos aqui es indiferente conside-
rar la serie f o su polinomio de Weierstrass.

Lema 2.6 ([8, Lemme 8.4.2]). Sea f € C{x}[y] un polinomio de Weiers-
trass de orden n con raices y1(x), -+ ,yn(x) en C*{x}. Entonces su
poligono de Newton N(f) tiene tantos lados compactos como los dis-
tintos drdenes aparecen entre los vi(x). A cada lado de inclinacion p
y extremos (i1,71) e (i2,72), con j1 > ja, le corresponde una recta de
ecuacion t + puj = ci, cuya altura es igual al nimero de raices con ese
orden; estas raices quedan por lo tanto parametrizadas por

y(x) = aix’ + ni(x),
con ord(n;(x)) > p y a; #0. O

Teorema 2.7 (Teorema de Puiseux, [8, Théoreme 8.6.1]). Sea Cy un

germen de curva irreducible con multiplicidad n. Si y(xz) = Zaixi/”

>n
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es una raiz de Newton-Puiseuz de la rama C¢ y € es una raiz primitiva
n-ésima de la unidad, entonces

yi(z) = y(lw) = ) aieam,
>n
con j € {1,--- ,n}, son todas las raices de Newton-Puiseux de Cy. (]

El teorema de Newton afirma que existe una raiz de Newton-Puiseux,
y el teorema de Puiseux nos dice como obtenerlas en el caso de una curva
irreducible. Si f € C{x,y} es irreducible, por el teorema de preparacién
de Weierstrass y el teorema 2.7 podemos escribir

fz,y) = u(z,y) f[( 1/"))>,

donde u € C{z,y} satisface u(0,0) # 0. Si hacemos = = t", donde ¢ es
una nueva variable, las raices de Newton-Puiseux de C; se dejan escribir
como series de potencias enteras en t de la forma

z(t) =

tn
y(t) = D ait’,

>n
llamadas parametrizaciones de Puiseux del germen de curva Cy.

Ejemplo 2.8. El germen de curva Cy : (y?—23)2—2%y = 0 es irreducible
y sus raices de Newton-Puiseux son

3 1.7 1 9
T2+ 504 — T4+,

yi(x) :

yalz) = 22 —lat Lot
mle) = o= gal—gel o
ya(z) = —xt 4l :r4—|— 4x4—|—~-.

Por tanto una parametrizaciéon de C; es dada por

{x(t) = tt

y(t) = O+ 47— L0+
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Como consecuencia del lema 2.6 y del teorema 2.7 tenemos el si-
guiente corolario.

Corolario 2.9. Si C; es un germen de curva irreducible en C{z,y},
entonces su poligono de Newton N(f) tiene un tnico lado compacto.

Demostracion. Como por hipétesis C¢ es irreducible, todas las raices
tienen el mismo orden. Asi, el poligono tiene un solo lado compacto. [

El reciproco del corolario 2.9 no es verdad, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.10. Si consideramos el germen de curva Cy : (y? —2%)% =0,
notamos que su poligono N (f) tiene un solo lado compacto sin ser la
curva irreducible.

Sea Cy un germen de curva irreducible y supongamos que la incli-
nacién del lado compacto de N'(f) es v y que i +vj = ¢ sea la recta que
lo contiene. Por convexidad de NV(f) podemos expresar

f(z,y) = Z aix'y’ + Z aijx'y’. (2.1)
1+vj=c 1+vj>c

Sean C; un germen de curva irreducible y C;, un germen de curva
cualquiera. Definimos la multiplicidad de interseccién de C; y C, en
el origen como

(Cr:Cqlo = ordi(g(7(1))),

donde «(t) = (z(¢), y(t)) es una parametrizacién de la rama Cy.

Proposicién 2.11 ([12, Proposition 4.12]). Sean C; y Cq4 dos gérmenes
de curvas cualesquiera. Entonces se tiene

Gy}
Cr,Cy)o = dim ,
€1 Colo )
donde (f,g) denota el ideal de C{z,y} generado por f y g. O
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Decimos que la recta axr + by = 0 es recta tangente a la curva
Cy : f = 0 si dicha recta es un factor lineal de su forma inicial.

Dos gérmenes de curvas Cy y C, son transversales si sus rectas
tangentes son distintas.

Teorema 2.12 ([12, Theorem 4.14]). Sean Cy, C4 y Ci gérmenes de
curvas. Entonces la multiplicidad de interseccion verifica las siguientes
propiedades:

1. (C§,Cy)o < 00 siy solo si f y g son primos en C{z,y},
(Cs,Cg)o = (C4:Cs)o,

(Cr.CyCh)o = (Cy,Cq)o + (Cy,Ch)o,

(

(

2.
3.
4. (C¢,Cq)o = ord(f)ord(g) siy solo si f y g son transversales,

5. (Cs,Cqy —CiCy)o = (Cy,Cq)o- O

3. Foliaciones

Para presentar la nocién de foliacién singular, introduciremos algu-
nos conceptos basicos.

Una forma de grado 1 (o una 1-forma) definida sobre una va-
riedad compleja M de dimensién n es una aplicacién que asocia a cada
punto p € M una aplicacién lineal w,, : T,M — C definida por w,(v) =
w(p,v) paracadap € M y v e T,M.

Una 1—forma diferencial w es integrable cuando el producto exte-
rior satisface w A dw = 0.

Sea M una variedad compleja de dimensién n > 2. Una foliacién
holomorfa singular de codimensiéon uno en M es un objeto F dado

por colecciones {w; }ier, {Ui}ier ¥ {9ij }v,uu; 20 que cumplen

i) {Ui}ier es una cobertura abierta de M, esto es M = J;; Us;

i) {w;} es una 1—forma diferencial holomorfa integrable no idéntica-
mente nula en U;;
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iii) g,, es una funcién holomorfa no nula en U; N Uj;
iv) si U; NU; # 0 entonces w; = g;jw; en U; N Uj.
Para cada forma w; consideramos el conjunto singular dado por
S; = Sing(w;) = {p € Ui : wi(p) = 0}.

Es claro que S; es un subconjunto analitico de U;. De (iii) y (iv) depende

la igualdad S; NU; NU; = S; NU; NUj. Asi, la unién U S; define
icl

un subconjunto analitico S de M el cual serd denotado po;ESing(]-" )y

llamado el conjunto singular de F.

Dada la 1—forma diferencial w = A(z,y)dx + B(z,y)dy con A, B €
C{x,y}, las series A y B son llamadas coeficientes de w. Denotamos
por F, el germen de foliacién singular definida por w y asumiremos
en todo momento que los coeficientes de w no admiten factores comunes.

Sea F,, el germen de foliacién dado por w = A(z,y)dz + B(z,y)dy.
Diremos que el origen es singularidad aislada de F, si A(0,0) =
B(0,0) =0y Sing(F,) = {(0,0)}. La multiplicidad del germen de
foliacién F,, serd denotada por mult(F,) y definida como mult(F,) =
min{ord(A),ord(B)}.

Llamamos solucién del germen de la foliaciéon F, dada por la
1—forma w = A(x,y)dx + B(z,y)dy en el origen a una parametrizacién

(x(t),y(t)) € C{t}* tal que (0) = y(0) =0y
Az (t), y(1)a' () + B(z(t), y(1))y'(t) = 0.

Sea F,, el germen de foliacién dado por una 1—forma holomorfa en
el origen de C?. Decimos que la curva Cy es invariante por F,, si

wAdf = fn,

donde 7 es una 2—forma (i.e., n = gdz A dy, con g € C{x,y}). Si Cy es
irreducible, serd separatriz de F,,.

Consideraremos (Cy;)j_; el conjunto de todas las separatrices de la
foliacién no dicritica F,, : w = 0. A cada separatriz Cy; le corresponde
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f; = 0 irreducible con f; € C{z,y}. Denotemos por C(F) a la unién
UCy, de todas las separatrices de la foliacién F, que de ahora en adelante
llamaremos conjunto de separatrices de F.

La ecuacién fi - - - f, = 0 serd llamada ecuacién reducida de C(F).

Ejemplo 3.1. La foliacién w = (322 — 3azy?)dzr + (6y° + 6ax?y)dy
con a € C\ {0} tiene a Cy : y® — 2® = 0 como curva invariante, pues
wAdf = —18axy(y® — z3).

Ejemplo 3.2. La foliacién w = d(y? — 27) + A(z, y) (pxdy — qydx) tiene
como curva invariante a Cy : y? —x? = 0 puesto que se satisface w Adf =
—pgA(z,y)(y" — x9).

Observacién 3.3. Toda parametrizacién de una curva invariante Cy de
la foliacion F,, : w = 0 es solucién de w = 0.

Teorema 3.4 ([3]). Toda foliacion singular en (C%,0) admite al menos
una curva imvariante. (|

4. Explosiéon en un punto

Una explosién centrada en 0 € C? consiste en reemplazar el origen
por un espacio proyectivo IF’(}: que deje a los otros puntos invariantes en
un sentido biholomorfo.

La representacién local de 7 : C? — C? en coordenadas (,t) es

m(z,t) = (z,xt);

aqui reemplazamos r = x e y = xt.
Observemos que en estas coordenadas tenemos las propiedades si-
guientes:

= 771(0,0) = {(0,¢) : t € C},

= m(C?) = (C* x C)U{(0,0)},
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» 7:C*xC — C* x C es un biholomorfismo con inversa 7= (z,y) =
(=2)
x

Notamos que el punto (0,0) € C? es reemplazado por la recta {z =
0}. No obstante, no podemos cubrir la recta {(0,y) : y € C}. Para cubrir
tal recta consideramos la representacién local de 7 en las coordenadas
(s,y) dadas por 7(s,y) = (sy,y); en este caso * = sy e y = y. En
las coordenadas (s,y) se tiene propiedades similares a las dadas por las
coordenadas (z,t).

Cuando se trabaja en las coordenadas (s,y) no cubrimos la recta
{y = 0}. Para cubrir todo C? necesitamos pegar el plano xt con el plano
sy, identificamos asf la recta {# = 0} con la recta {y = 0}.

Definamos C2 = Uo U U1, donde

Uo := {(x,y,[p]) € C?* x Uy : y = ¢y ' ([p])a} S C? x PE,

Uy = {(2,y,[p)) € C* x Uy : 2 = ¢y ' ([p])y}  C* x P,

y (Ui, ¢:), i = 0,1, son parametrizaciones de P¢.
Al considerar las funciones

= 3o : Up — C* donde Go(x,y,[p]) = (2,65 ([p])),
= &1 : Uy — C2 donde Go(z,y, [p) = (61" ([p)), ).
» $ot €2 = Uy donde @yt (x,t) = (x, tz, do(t)),
= 371 C?— Uy donde 3, (s,y) = (sy,, ¢1(5)),

observamos que se tiene (70 ﬂﬁl = C?x (UyNUy), 450((70 0(71) =CxC*
y ©1(Up N Uy) = C* x C, ademés de

(B0 35 )(ovt) = (ot 0(8) = (67 0. 10) = (Tt

(70 51 () = Galoy 1 (5) = (o3, 6n ) = (307

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 61



Percy Ferndndez y Nancy Saravia

De esta manera 3,05, : CxC* — C*xCy $oop; ! : C*xC — CxC*
son holomorfas. Por tanto {((70, %0), (Uy, &1)} es un atlas sobre C2 y C2

resulta una variedad compleja de dimensién 2, llamada explosién en el
origen. El conjunto 7=1(0,0) = ]P’(l: es llamado divisor excepcional.

5. Comportamiento por explosiones

Consideremos un germen de foliaciéon F generado por una 1—forma
w = A(z,y)dr + B(z,y)dy con mult(F) = v, asi podemos expresar
w=(A,+A,414 - )dz+ (B, + Byy1 + - )dy. Sea m: M — (C?,0)
la explosion en el origen. La forma diferencial 7*w define una foliacién
7*F sobre M. En la carta U de coordenadas (z,t) la 1—forma n*w =
Az, xt)dx + B(x,zt)d(xt) se escribe como

x[(Av(1,t) + By (1,t) + 2C(x,t))dx + (B, (1,t) + zD(z, t))dt],

con orden de C'y D mayor o igual que v + 1.

Tenemos dos situaciones posibles.

Si xA,(z,y) + yBu(z,y) # 0, tiene sentido hablar de & = —,
objeto que llamaremos transformado estricto de w, y que define alcma
foliacién en U. Sobre el divisor D = 771(0), los puntos singulares de la
foliacién, es decir Sing(7*F)NDNU, vienen dados por el lugar geométri-
co A, (1,t)+tB,(1,t) = 0. En tal caso D\7*F es una hoja de la foliacién
7*F. La foliacién es de las llamadas no dicriticas.

SizA,(z,y)+yB,(z,y) = 0 debemos tener B,(1,y) # 0y el trans-

T*w

. . ey , . ~ W
formado estricto de la foliacién estd definido por & = —T1 Fuera de
x

B,(1,y) = 0, el divisor es transversal a la foliacién: por cada uno de sus
puntos p pasa una hoja Fj, lisa, transversal a D. Su proyeccién es una
separatriz lisa de la foliacién F. Por tanto, la foliacién tiene infinitas
separatrices. Tal foliacién es dicritica. Para mas informacién sobre el
comportamiento de la foliacién por explosiones sugerimos revisar [17].
Sea F,, un germen de foliacién en (C2,0) definida por la 1—forma
w = A(z,y)dx + B(z,y)dy. Decimos que el origen es una singularidad
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simple de F,, si la matriz

~0B(0,0)  9B(0,0)
ox y

0A(0,0) 0A(0,0)
ox dy

A
tiene dos autovalores A\ # p, 11 # 0 tales que = ¢ Q.
7

Observacion 5.1. La definicién de singularidad simple no depende de
coordenadas.

Si el origen es una singularidad simple de F,,, existen coordenadas
locales (z,y) que permiten escribir

w = (A\rdy — pydr) + wi,
donde los coeficientes de w; son de orden > 2. Podria suceder
= M#0y 2 #Q% o

» Au =0y (A u) # (0,0), en este caso decimos que w es de tipo
silla-nodo.

A continuacién enunciamos el teorema bdsico de reduccién de sin-
gularidades para una foliacion.

Teorema 5.2 ([20]). Sea F,, un germen de foliacion sobre (C2,0). En-
tonces existe un morfismo

7: M — (C%0)
que es composicion de un numero finito de explosiones de puntos, tal que

1. el divisor excepcional E = 7w 1(0) es una hipersuperficie con cru-
zamientos normales,
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2. la restriccion de m a M\ E es un isomorfismo sobre U\ {0}, donde
U es un entorno del origen en el cual estd definida F,,,

3. en todo punto no singular del transformado estricto F,, de F.,, por
7w toda componente del primer divisor excepcional es o bien inva-
riante por la foliacion, o en su defecto transversa a la foliacion;
en este ultimo caso, decimos que la componente del divisor es una
componente dicritica de E por F,,

4. todo punto singular p € M de F',, es simple y no estd contenido
en componentes dicriticas. ([

A la aplicacion 7 la llamamos reduccién de singularidades de
Fo-

6. Curvas generalizadas

C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad ([4, Chapter II]) muestran que
existe un tipo de foliaciones, que llamaremos curvas generalizadas, para
las cuales la reduccion de singularidades coincide con la desingularizacién
de su conjunto de separatrices.

Se dice que una foliacién F, es de tipo curva generalizada no
dicritica si en su reduccién de singularidades no aparecen componentes
dicriticas ni singularidades silla-nodo.

Proposicion 6.1 ([4, paginas 158-161]). Una foliacion no dicritica ad-
mite un nimero finito de curvas invariantes. O

Teorema 6.2 ([4, Theorem 2]). Sea F, una foliacion curva genera-
lizada no dicritica y sea Cy su conjunto de separatrices. Entonces F,, y
Cy tienen la misma reduccion de singularidades. O

Si una foliacién es curva generalizada, existe una relacién directa
entre la multiplicidad de la foliacién y su conjunto de separatrices.
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Teorema 6.3 ([4, Theorem 3]). Sea F,, una foliacion curva generalizada
no dicritica y sea Cy su conjunto de separatrices. Entonces se cumple

mult(w) = mult(f) — 1.

En general, si F,, es foliacién no dicritica se tiene
mult(w) > mult(f) — 1, (6.1)

como se puede observar en [4].
Como consecuencia del teorema 6.3, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.4. Sea F, una foliacion curva generalizada mo dicriti-
ca y sea Cy su conjunto de separatrices. Entonces se tiene mult(w) =

mult(df). O

Ejemplo 6.5. La foliacién w = (—3x2 — 3azy?)dz + (6y° + 6ax>y)dy con
a € C\ {0} tiene como curva invariante a Cy : y5 — 23 = 0 como se pudo
apreciar en el ejemplo 3.1. La multiplicidad de la curva es mult(Cy) = 3.
Sila curva Cy no es la tnica separatriz de la foliacién, se observaria que el
conjunto de separatrices C(F) tiene multiplicidad mayor a 3. Al aplicar
(6.1) se satisfarfa mult(w) > mult(C(F)) — 1 > 2, pero observamos que
acé se cumple mult(w) = 2, lo cual es una contradiccién. En consecuencia

el conjunto de separatrices es C(F) = y® — a3.

Ejemplo 6.6. La foliacién w = (y? — x%) + A(xz, y)(prdy — qydx) tiene
como curva invariante a Cy : y? — 29 = 0 (ver ejemplo 3.2). Si conside-
ramos p < ¢, la multiplicidad de la curva es mult(C;) = p. Si Supone-
mos que la curva Cy no es la tUnica separatriz de la foliacién, se tendria
mult(C(F)) > p.

Por otro lado se cumple mult(w) = min{p — 1, + 1}, con a =
mult(A). Al aplicar (6.1) se abren dos posibilidades. Primero podria
ocurrir p — 1 = mult(w) > mult(C(F)) — 1 = p — 1, lo cual es una
contradiccién. Segundo, al tenerse a4+ 1 = mult(w) > mult(C(F)) — 1 =
p—1lya+1<p-—1,llegamos a otra contradiccion.

El conjunto de separatrices es por tanto C(F) = y? — z.
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El nimero de Milnor de una foliacién F, : w = 0, dada por la
1—forma w = A(z,y)dx+ B(z,y)dy con singularidad aislada en el origen,
se denota por p(F,) y se define como la multiplicidad de interseccién en
el origen de los coeficientes de la 1—forma, es decir mediante

n(F.) = (A, Bo. (6.2)

El siguiente teorema resulta titil cuando deseamos constatar si una
foliacion es curva generalizada o no.

Teorema 6.7 ([4, Theorem 4]). Sea F,, una foliacion no dicritica y Cs la
ecuacion reducida de sus separatrices. Entonces F,, es curva generalizada

sty solo si p(w) = p(df). O

Como consecuencia inmediata del teorema 6.7 tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 6.8. Una foliacion F,, : w = df cuyo conjunto de separatrices
es C: f =0 es de tipo curva generalizada. ([

Ejemplo 6.9. La foliacién dada por w = (=322 — 3azy?)dx + (63° +
6ax?y)dy fue estudiada por Ferndndez, Mozo y Neciosup [10]. Este re-
presenta un contraejemplo a una afirmacién de Loray, como veremos en
el ejemplo 7.8. Por ahora, mostraremos que la foliacién con a # 0 es
curva generalizada. En uso de las propiedades dadas en el teorema 2.12
tenemos

pw) = (=322 — 3azy?, 6y° + 6axy)o
= (=3z(z +ay?), 6y(y* + az?))o
= (=3x,6y)o + (x + ay?, 6y)o + (—3z,y* + ax?)o
+(z + ay?®, y* + az?)o
= 10.

De otro lado, en el ejemplo 6.5 mostramos que C : y% — 22 = 0 es el
conjunto de separatrices de w. Observemos que p(df) = (—322,62%)g =
10 y el teorema 6.7 implican que w es de tipo curva generalizada.
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Dada la foliacién F,, : w = 0 y v(¢t) = (z(t),y(t)) parametrizacién
de alguna curva Cg4, escribimos v*w = w(z(t),y(t)) donde

w(x(t),y(t)) = A(z(t),y(t))2' (t)dt + B(x(t), y(t))y' (t)dt.

Lema 6.10 ([19]). Sean w1, we dos 1—formas de tipo curva generalizada
no dicriticas con el mismo conjunto de separatrices. Dada una curva -y,
se verifica

ordyy*wy = ordyy*ws.

Demostracion. Si la curva v es una separatriz de wi y we, entonces se
tiene wy(x(t),y(t)) = 0 = wa(x(t), y(t)), y concluimos el lema.

Supongamos por tanto que 7(t) no es parametrizacién de ninguna
separatriz de wy y ws. En este caso la prueba la haremos por induccién
sobre el nimero minimo de explosiones necesarias para desingularizar la
foliacion.

Si el nimero de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones
w1,ws son reducidas. Para mostrar el lema cuando las foliaciones w1, ws
son reducidas, nos apoyaremos en la siguiente igualdad ord(y*w;) =
ord(v*df) que pasamos a mostrar. En efecto, si la foliacién wy de tipo
curva generalizada es reducida, se puede expresar en coordenadas (z,y)
en la forma (ver [15])

A
wi = py(l+--)dr+Ax(1+---)dy, con pA#0 y ;5.‘@‘-

Ademas la ecuacién reducida de las separatrices C : f =0 de wy y wo es
dada por la forma f(z,y) = zyu(x,y) con u(0,0) # 0.

Consideremos una parametrizacién de la curva v dada por v(t) =
((t),y(t)) = (at? +tPny(t), bt14+1Iny(t)), con n;(t) € C{t} parai =1, 2.
Entonces se tiene

Ywr = p(bt? 4 tiny(t)) (1 + ) (at? + tPny (1))
+A(at? + t”nl(t))( - )d(bt? + ting(t))
= [t + ting(t)) (aptP=t + ptP~In (t) + tPn)(t))
EAG@t? + 7y (£)d(gbt= 4 gt~ s (1) + 19 () + - ]dt
= [ab(Ag + pp)tP e 4 tPHaa(t)]dt,
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con a(t) € C{t}. Como 2 m Z Q, cumple up + A\¢ # 0 y por tanto

mult(yfw) = p+ g — 1. De otro lado con
df = (yu(x,y) + zyu'(z,y))dz + (zu(z,y) + zyu'(z,y))dy.

se obtiene

vdf = (bt + o () u(@(t), y(t)+

+(at? 4 71y (1)) (b9 + 1702 () )u' (2(t), y(t))]d(at? + 70, (1))
+[(at? + 70y (1) )u(x(t), y(t))+
+(at? + 0y (8)) (b7 + thng(8))u’ (x(t), y(£))]d(0t7 + tna(t))]

= [(0t7u(0,0) + tTn2(t)u(0,0))(apt? =" + ptP~tny (t) + tPn (1))
+(atPu(0,0) + tPny (t)u(0,0))(ght?™t + qti™Iny(t) + tInh(t))
+---]dt

= [abu(0,0)(p + q)tPT1=1 + tPTI3(¢)]dt

con B(t) € C{t}. Asi mult(y*df) = p+ q — 1, es decir, ord;(y*wy) =
ordy(v*df). Ahora, para wy foliacién de tipo curva generalizada reduci-
da, por el mismo motivo se obtiene ord;(y*ws) = ord:(y*df). De ello
concluimos la igualdad ord;(y*w;) = ord;(y*ws).

A continuacién abordaremos el lema cuando las foliaciones wq,ws
no son reducidas. Supongamos que se reducen después de una explosién,
esto es n = 1. Escogemos las coordenadas de tal manera que x = 0 no
esté en el cono tangente de . Parametricemos ~ por

x(t) = "
{ y(t) = Zaiti.
i>n
Hacemos una explosién en el origen en la carta F : (z,t) — (z,xt).
Para las foliaciones curvas generalizadas no dicriticas w; = A;(x,y)dx +
Bi(z,y)dy y we = As(z,y)dx + Ba(z,y)dy con multiplicidades mq y mo
respectivamente, tenemos

E*w; = Ai(z,xt)dx + By(x,xt)d(xt)
= (Ai(z,xt) + tBi(x,2zt))dx + 2By (z, xt)dt
= xmlful,
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donde ©; es el transformado estricto de w;. De manera similar tenemos
E*wy = 2™2©;. Del corolario 6.4, se cumple mult(w;) = mult(df) =
mult(ws). Denotaremos por 7(t) la parametrizacién del transformado
estricto 74 de la curva ~. Para ¢ = 1,2, tenemos

Y'wi = (Eo¥)wi=7"(E"wi)
= F(@™E) = x(t)™F D),

de donde se logra

ordwi(y(t) = ordy(x(t)™B,(7(1))

mult (2(£) jmult (w;) + ord, s (L)) (63)

Como w; y w3 son reducidas, por la parte (1) tenemos que
ords w1 (V(¢)) = ordewa (7(t)).

Ademds se conoce la igualdad mult(w;) = mult(ws). Por lo tanto, la
ecuacién (6.3) muestra ord(wi ((¢))) = ord(wa(v(¢))).

Tomemos como hipdtesis inductiva que si wi,ws se desingularizan
con a lo mucho n — 1 explosiones, entonces se tiene ord(wy(y(t))) =
ord(ws(1(1))).

Si suponenemos que wi,wy se desingularizan tras n explosiones,
mediante el mismo argumento usado en (2), tenemos que se cumple

My %7

Y w; = x(t)™7*©;). De ello de obtenemos
ordyw; (7(t)) = mult(z(¢))mult(w;) + ord:@; (Y(t)). (6.4)

Por hipétesis inductiva @y y ws son reducidas con a lo més n — 1 explo-
siones, asi que se satisface

ord; 1 (5(t)) = ordiwa (V(1))-

Ademds se tiene mult(w;) = mult(ws), pues wy y we son foliaciones
curvas generalizadas con el mismo conjunto de separatrices. Por lo tanto,
la ecuacién (6.4) muestra ord(w;(y(t))) = ord(w2(v(¢))); esto concluye
la prueba del lema. O
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7. Poligono de Newton de una foliacién

Dada una 1—forma w = A(x,y)dx + B(z,y)dy con A, B € C{z,y}
definimos el soporte de w como

Sop(w) = Sop(xA) U Sop(yB).

Sea F,, : w = 0 un germen de foliaciéon dada por la 1—forma w.
Llamamos poligono de Newton de w, y lo denotaremos N (F,) =
N (w), al borde de D(Sop(w)).

Si escribimos w = Z Ai’jxi_lyjdaz + Z Bitjxiyj_ldy entonces

Sop(w) ={(i,7) : (A, Bij) # (0,0)}.

Decimos que un punto (4,j) € Sop(w) es contribucién de B si (4,j) €
Sop(yB). De manera similar un punto (7, j) € Sop(w) es contribucién de
Asi (i,5) € Sop(zA).

Observacion 7.1. El poligono de Newton depende de coordenadas, por
ello es necesario tener presente respecto en qué coordenadas estamos
trabajando.

Observacién 7.2. Si consideramos Cy : f = 0y F : df = 0, notamos
que se tiene Sop(df) = Sop(f), de ello se obtiene N'(df) = N(f).

De manera similar al caso de curvas, el método de Newton para
curvas fue generalizado a foliaciones, en este caso por J. Cano [5]. En
dicho trabajo se observa que el poligono de Newton de la foliacién juega
un papel fundamental.

En curvas, si L es un lado compacto de N(f) con inclinacién p,
entonces existe una raiz de f = 0 de la forma

y:cx#.'....’

donde ¢ # 0 es raiz de cierto polinomio determinado por f. Ademsds, el
ntimero de raices de Newton-Puiseux de orden u es igual a la altura del
lado L (la altura de L es su proyeccién sobre el eje vertical).
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Sin embargo, la propiedad propuesta en el parrafo anterior no es
valida cuando buscamos soluciones de ecuaciones del tipo w = 0, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.3. ([7, pdgina 32]) Si consideramos la foliacién F definida
por

w = dxydr + (y — 222)dy,

el poligono de Newton tiene un lado L de inclinacién 2. Sin embargo F
tiene una tunica separatriz dada por y = 0.

Las foliaciones curvas generalizadas tienen un comportamiento muy
parecido al de sus separatrices, pues tienen la misma resolucién de sin-
gularidades. También sucede esto en lo referido al poligono de Newton,
como veremos en el siguiente teorema. Mediante técnicas de Rouillé mos-
tramos el siguiente teorema.

Teorema 7.4. Sean w1 y wa dos foliaciones curvas generalizadas no
dicriticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene

J\/'(wl) = N(WQ).

Demostracion. Mostraremos que se cumple Sop(wy) € D(Sop(wz)) por
reduccién al absurdo. Para ello supongamos que existe (oo, 8o) € Sop(w1)
tal que (ao, Bo) € D(Sop(ws2)). De Sop(ws) C Sop(ws) U {(ag, Bo)} pa-
samos a D(Sop(w2)) C D(Sop(wz) U {(ag, Fo)}). Sea A = Sop(ws2) U
{(a0,80)}. Como D(A) es convexo y (ag,Bo) ¢ Sop(wsz) se tiene que
(ap, Bo) es un vértice de N'(A), pues si (ap, Fy) no lo fuera, obviamente
se tendria (v, Bo) € D(Sop(ws)). Obsérvese que sin pérdida de genera-
lidad se puede asumir que («g, By) es un vértice de D(Sop(w))
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Sean L1 y Lo las dos rectas que pasan por (ag, 5g) v que contienen
a los lados de N'(A) adyacentes a dicho vértice. Denotemos por A; a la
inclinacién de £;, donde A\ < A2. Las rectas £ y L2 son rectas de apoyo
de N'(A), de donde se logra D(A) C [,j, para j € {1,2}.

Por la proposicién 8.1, cualquier recta £ que pasa por (ag, o)
con inclinacién A €A1, A2[ estd contenida en (ﬁf N £§r> U (Ef N E;).
Como L es recta de apoyo de N(A), se tiene D(Sop(wz)) C D(A) y
(a0, B0) & D(Sop(ws)), de donde concluimos que D(Sop(wz)) no inter-
secta a ninguna recta contenida en (Ll_ N L;‘) U (ﬁf N EQ_).

La regién (Ll_ N E;‘) U (L’f N EQ_) contiene infinitas rectas. Con-
sideremos L : gz + py = qag + pfo de inclinacién A = p/q €]\1, A2[, con
p y ¢ primos entre si, de manera que
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= la recta £ contenga al punto («ayg, 5o),
* qAagp, + PBaos, # 0,
» LN Sop(wr) = {(a0, Fo)}-
De lo anterior se obtiene
D(A) € {(z,y) : gz +py > ¢},

donde ¢ = qag + pfo, y por ende se satisface D(Sop(ws2)) C {(z,y) :

qr + py > c}.
Con 7(t) la curva parametrizada por (x(t),y(t)) = (t%,t?), se tiene

Twr = wi(y(t)o t)dt
= Agpt?@DrBgta=1at + B, at1tPP=ptr=—1 it
= (qAap + pBap)t?® PP 1dt.

Como Sop(w1) N L = {(a0, o)} ¥ qAaoBy + PBayp, # 0, tenemos
mult(y*wy) < gag+pBo—1=c—1. (7.1)

Al tenerse D(Sop(wz2)) C {(z,y) : gz + py > ¢} para todo (o, ) €
Sop(ws), se cumplird ag + pB > ¢, y con ello también

aqg+pB—1>c—1. (7.2)
De (7.1) y (7.2) se logra
mult(y*ws) > ¢ — 1 > mult(y*w),

lo que contradice el lema 6.10. De este modo obtenemos Sop(wi) C
D(Sop(ws)).

Por el mismo argumento se tiene Sop(ws) C D(Sop(wi)), lo que
conduce a D(Sop(wy)) = D(Sop(ws)), de donde finalmente concluimos

N(wl) :N(wg). O

Como caso particular del teorema anterior, podemos establecer el
siguiente corolario.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 73



Percy Ferndndez y Nancy Saravia

Corolario 7.5. Sea w curva generalizada y sea C : f = 0 una ecuacion
reducida de su conjunto de separatrices. Entonces se cumple

N(w1) = N(df).
Demostracion. Basta aplicar el teorema a w y df. O

Observacién 7.6. Del corolario 7.5 y de la observacién 7.1 concluimos

la igualdad N (w) = N(df) = N(f).

Observacién 7.7. Si el germen de curva C; es irreducible, por el coro-
lario 2.9, su poligono N/ (f) tiene un solo lado compacto. Si consideramos
el caso donde la foliacién w tiene una sola separatriz irreducible Cy, el
poligono N (w) admitird apenas un lado compacto.

Dados p, ¢ € N*, definimos
ip+Jjq

grad(;mq) (xlyj) = mcd(p, q)

ordp,q) Z ai jz'y’ | = min {graqu) (z'y?) s a;; # O} .
i,

En 1999 Loray [13] enuncia una caracterizacién de aquellas folia-
ciones que tienen la misma resolucién que su conjunto de separatrices.
Dicho resultado ([13, P4g.163]]) es enunciado con la correccién adecuada
en la proposicién 1.2.

En 2014, Ferndndez, Mozo y Neciosup [10] encuentran una impreci-
sién en la caracterizacion originalmente propuesta. Ellos muestran que la
condiciéon dada en la proposiciéon 1.2 no es necesaria, como se desprende
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.8. De los ejemplos 6.5 y 6.9 se sabe que la foliacion w =
d(y® — ) + axy(6xdy — 3ydx), con a € C*, tiene como separatriz la
curva Cy : y® — 23 = 0 y es de tipo curva generalizada. Por el teorema
6.2 la foliacién w y su separatriz Cy : Y5 — 23 = 0 tienen la misma
resolucién. Pero la funcién A(z,y) = axy satisface ord(g3)A = 3, valor

que no verifica la relacién ord 3)A > 2 d(p q) =3.
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El ejemplo 7.8 muestra que la condicién no es necesaria para el caso
en que p y ¢ no sean coprimos. Nos preguntamos entonces qué sucede
con py q coprimos. Y la respuesta para el caso en que la foliacién es
curva generalizada la brindamos en el siguiente teorema.

Teorema 7.9. Sean p y q coprimos. Si la foliacion
w = d(y” — z%) + Az, y)(prdy — qydz)
es de tipo curva generalizada, entonces se tiene
ord Az, y) > pg —p —q.

Demostracion. Al considerar A(z,y) = Z ai,jmiyj € C{z,y}, podemos
]
escribir

w= | —qz? " - ani,jxiyjH do + | py?~! —|—pZai7jmi+1yj dy,
.3 2]
y se obtiene Sop(w) = {(¢,0),(i + 1,7 + 1)} U {(0,p)(¢ + 1,5 + 1)},
donde (3, ) € Sop(A). Como w es foliacién de tipo curva generalizada,
por la observacién 7.6 tenemos N (w) = N(f). Ademas la curva Cy :
y? — 29 = 0 es irreducible y su poligono tiene un solo lado compacto,
el cual estd contenido en la recta L : px + qy = pq. Por tanto, el lado
compacto de N (w) estd también contenido en la recta L : pz + qy = pgq.
Para (i+ 1,5 + 1) € Sop(w) se tiene entonces (i + 1)p + (j + 1)g > pq,
de donde se logra ord(, yA(z,y) =ip+jq>pg—p—q. O

El resultado del teorema anterior nos indica que el ser foliacion de ti-
po curva generalizada es una condicién suficiente para que ord, ) A(z,y)
sea mayor que pqg — p — q.
8. Apéndice: geometria plana

Consideremos la recta £ : ax + by = ¢, con a,b > 0. Pongamos

LT ={(z,y):ax+by>ct y L™ ={(z,y):ax+by<c} (81)
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de modo que LT es el hiperplano superior de £ y £~ es el hiperplano
inferior.

Y y

-

£+

Decimos que L tiene inclinaciéon X si —% es la pendiente de L.

Fijado (a,b), la recta Ly : © + Ay = a + A\b es precisamente aquella que
pasa por (a,b) con inclinacién A.

Proposicién 8.1. Para X €]A1, A2 se tiene

exe (enNet)U(enNes)-
Demostracion. Los puntos de corte de £y con los ejes {x = 0}, {y =0}
son

L,\ﬁ{xzo}:{(O,§+b)} v Lxn{y=0}={(a+20)}.

Por otra parte, la condicion A\; < Ao implica a + \b < a + Xb y
a .

N +b> ~ + b. Al satisfacerse A €]A1, A2[, observamos que se cumple
1 2

Lip<t

a—l—)\1b<a+)\b<a+)\2by N N
2

a
b< —+b
+h< - +b,

de donde concluimos L) C (L',;l ﬂEL) U (Ej\_1 ﬂﬁ;\Q), tal como se
observa en la grafica.
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ﬁ,\l L L,

Notemos, si A\; # A2, que hay infinitas £y que satisfacen

ey (e Net)U (e Nes):

En (C;l ﬂﬁ;rg) hay un nimero finito de puntos (¢,d) € Z%, con

c € [0,al yd e {b, )\%} De manera similar en (Eirl ﬂﬁ;g) hay un
numero finito de puntos con coordenadas enteras cuya abscisa varia en
[a,a + A2b] ¥ cuya ordenada varfa en [0, b].
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Abstract

Generalized curve foliations are a type of foliations that have a simi-
lar reduction as the one given by curves. Camacho, Lins Neto, and Sad
showed that generalized curve no-dicritical foliations have the same re-
duction of singularities than their separatrices. In this paper we give a
novel proof of Dulac’s theorem ([9]) using techniques of Rouillé ([19]).
This theorem shows that for generalized curve no-dicritical foliations
their Newton polygons and their separatrices are equal. Using Dulac’s
theorem we return to a result (wrongly) stated by Loray, which is not
quite right, as noticed by Ferndndez, Mozo and, Neciosup.

Palabras Clave/Keywords: Foliations, Newton polygon of a foliation, ge-

neralized curve foliations.
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