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Resumen

Foliaciones de tipo curva generalizada son una clase de foliaciones que
tienen una reducción de singularidades similar a la que existe para cur-
vas. Camacho, Lins Neto and Sad mostraron que aquellas que son no
dicŕıticas tienen la misma reducción que la de su conjunto de separa-
trices. En este art́ıculo presentamos una prueba novedosa del teorenma
de Dulac utilizando técnicas de Rouillé. Este teorema muestra que para
foliaciones no dicŕıticas de tipo curva generalizada su poĺıgono de New-
ton y el su conjunto de sepatrices coinciden. Mediante el teorema de
Dulac retornamos a un resultado conjeturado por Loray que no es del
todo cierto, como fue anotado por Fernández, Mozo y Neciosup.
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1. Introducción

Consideremos un germen de foliación Fω definido por una 1−forma
holomorfa ω en (C2, 0) con una singularidad en 0 ∈ C2. El origen es una
singularidad simple de Fω si existen coordenadas locales (x, y) que
permiten escribir ω = (λxdy − µydx) + ω1, donde mult(ω1) ≥ 2 y

1. λµ 6= 0 y
λ

µ
6∈ Q+, o

2. λµ = 0 y (λ, µ) 6= (0, 0).

Las singularidades del tipo 1) son llamadas singularidades no
degeneradas, mientras que las del tipo 2) se conocen como sillas nodo.
Por el teorema de Seidenberg [20] toda singularidad se puede reducir a
singularidades simples mediante un número finito de explosiones.

Una foliación Fω de tipo curva generalizada es por definición una
foliación cuya reducción admite solo singularidades simples no degene-
radas. En general, no es suficiente hacer la reducción de singularidades
del conjunto de separatrices para desingularizar la foliación Fω. Sin em-
bargo, Camacho, Lins Neto y Sad [4] muestran que las foliaciones curvas
generalizadas no dicŕıticas tienen la misma reducción de singularidades
que la de su conjunto de separatrices (ver sección 3).

La multiplicidad en 0 ∈ C2 de la foliación Fω dada por la 1-
forma ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy, con A,B ∈ C{x, y}, se define como
mult(Fω) = mı́n{ord(A), ord(B)}. En [4] se muestra que la multiplicidad
de una curva generalizada es un invariante topológico; con ello se extiende
el resultado al caso de curvas. El número de Milnor µ(Fω) de Fω
se define como la multiplicidad de intersección µ(Fω) = (A,B)0. En
[4] se demuestra que si Fω tiene un número finito de separatrices y
Cf : f = 0 es una ecuación reducida de sus separatrices, entonces se tiene
µ(Fω) ≥ µ(f) y se cumple la igualdad si y solo si Fω es de tipo curva
generalizada. Además, en este caso se satisface mult(Fω) = mult(Cf )−1.

Denotamos por N (ω) al poĺıgono de Newton de ω. En este trabajo,
v́ıa técnicas de Rouillé ([19]), presentamos una prueba de un resultado
de Dulac (ver [9]).
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Teorema 1.1. Si ω1 y ω2 son dos foliaciones de tipo curva generalizada
no dicŕıticas con el mismo conjunto de separatrices, entonces se tiene

N (ω1) = N (ω2).

Como consecuencia del teorema 1.1 se obtiene que las foliaciones
curvas generalizadas no dicŕıticas tienen el mismo poĺıgono de Newton
que el de su conjunto de separatrices.

Como aplicación del teorema 1.1 probamos un resultado que involu-
cra las singularidades de tipo nilpotente. Un germen de foliación Fω en
(C2, 0) se llama nilpotente si está generado por un campo de vectores
X con parte lineal nilpotente y no nula. El resultado más significativo
sobre las singularidades nilpotentes fue dado por F. Takens en 1974 [22].
Dicho resultado indica que, formalmente, podemos expresar el campo X
en la forma

X = (y + a(x))
∂

∂x
+ b(x)

∂

∂y
, (1.1)

con ord(a), ord(b) ≥ 2. La presentación del campo dada en (1.1) se de-
nomina forma normal de Takens. Consideremos n = ord(b) + 1 ≥ 3
y m = ord(a) ≥ 2. La foliación que define el campo X dado en (1.1) se
escribe

ω = −b(x)dx+ (y + a(x))dy.

Un cambio de coordenadas en x permite tomar x′ tal que −b(x)dx =
n
2 (x′)n−1dx′. Al reexpresar x como x′ se obtiene aśı

ω =
1
2
d(xn + y2) + ã(x)dy.

Luego, al menos formalmente, toda foliación nilpotente se encuentra ge-
nerada por una 1−forma del tipo

d(y2 + xn) + xmu(x)dy, (1.2)

donde u(x) ∈ C[[x]], u(0) 6= 0, m ≥ 2 y n ≥ 3.
Las singularidades nilpotentes han sido estudiadas por muchos au-

tores. En el proceso de reducción de singularidades se consideran tres
casos 2m > n, 2m = n y 2m < n.
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D. Cerveau y R. Moussu [6] estudian las formas dadas en (1.2)
cuando n < 2m, u(0) 6= 0 y u(x) ∈ C[[x]]. En este caso, la foliación
tiene una curva invariante anaĺıticamente equivalente a y2−xn = 0 (por
esta razón estas foliaciones son llamadas cuspidales). En el estudio
de estas foliaciones, es interesante escribir expĺıcitamente aquellas que
tienen y2−xn = 0 como separatriz. D. Cerveau y R. Moussu[6] muestran
que estas foliaciones pueden ser definidas por una 1−forma holomorfa

ω = d(y2 − xn) +A(x, y)(nydx− 2xdy). (1.3)

R. Meziani [16] estudia el caso n = 2m bajo condiciones genéricas
sobre u(0). En caso de no satisfacerse estas condiciones, la foliación tiene
una silla-nodo en su reducción de singularidades o es dicŕıtica. Se trata
de una foliación que no es curva generalizada, y la reducción de singula-
ridades requiere un mayor número de explosiones que las necesarias para
reducir el conjunto de separatrices.

El caso 2m < n es estudiado por M. Berthier, R. Meziani y P. Sad
[1] cuando la silla-nodo que aparece tras la reducción de singularidades
admite dos separatrices anaĺıticas. Si dicha silla-nodo solo admite una
separatriz anaĺıtica (y una separatriz formal), el caso es estudiado por
E. Strózyna [21], quien utiliza de manera fuerte el trabajo de Martinet
y Ramis [14].

F. Loray [13] estudia las formas del tipo (1.3) desde un punto de
vista más general y obtiene el siguiente resultado.

Proposición 1.2. La foliación Fω dada por

ω = d(yp − xq) + ∆(x, y)(pxdy − qydx)

admite la misma reducción que d(yp − xq) cuando se satisface

ord(p,q)∆(x, y) >
pq − p− q
mcd(p, q)

.

�
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Según F. Loray, que una foliación como la dada en la proposición
1.2 tenga la misma reducción que su separatriz Cf : yp − xq = 0 debiera
ser equivalente a que se cumpla ord(p,q)∆(x, y) > pq−p− q; y aśı fue co-
mo enunció originalmente la proposición. Sin embargo, Fernández, Mozo
y Neciosup [10] proporcionan un contraejemplo cuando p y q no son
coprimos; ello muestra que la condición de Loray es suficiente mas no
necesaria.

En este trabajo como consecuencia del teorema 1.1 obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 1.3. Si la foliación ω = d(yp−xq) + ∆(x, y)(pxdy− qydx) es
de tipo curva generalizada con mcd(p, q) = 1, entonces se cumple

ord(p,q)∆(x, y) > pq − p− q.

El teorema 1.3 muestra que el resultado de Loray es cierto para el
caso p y q coprimos cuando la foliación es curva generalizada.

2. Curvas anaĺıticas planas

Denotemos por C[[x, y]] el anillo de series de potencias formales en
dos variables con coeficientes en C y por C{x, y} el subanillo de C[[x, y]]
formado por series de potencias que convergen en un entorno de 0 ∈ C2.
Una serie convergente define una función holomorfa en un entorno de
0 ∈ C2 y, rećıprocamente, toda función holomorfa admite localmente una
representación única como serie de potencias en 0 ∈ C2. Denotaremos
por M2 el ideal maximal de C{x, y} generado por x e y.

Sea f ∈ C{x, y} una serie convergente. Toda serie de potencias
convergente f se escribe como suma de polinomios homogéneos, lla-
mados componentes homogéneas de f , esto es, tenemos f(x, y) =∑
k

fk(x, y), donde fk(x, y) ∈ C[x, y] es homogéneo de grado k.

Se denomina forma inicial de f a la componente homogénea de
menor grado. El orden de f , denotado por ord(f), se define como el
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grado de su forma inicial. Por convención, cuando f(x, y) es idéntica-
mente nula, ponemos ord(f) =∞.

Sea U ⊂ C2 un abierto. Decimos que f : U → C es anaĺıtica
compleja u holomorfa en a ∈ U si coincide en un entorno de a con
una serie de potencias convergente. Diremos que f es anaĺıtica en U si
lo es en todo punto de U .

Dada una función anaĺıtica f(x, y) definida en un entorno de 0 ∈ C2,
definimos el conjunto de ceros de f por {f(x, y) = 0}, el cual será de-
notado por Cf . Este conjunto es la curva anaĺıtica compleja definida
por f . El germen de Cf en 0 ∈ C2 será denotada por (Cf , 0), y será refe-
rida como germen de curva anaĺıtica compleja definida por f en el
origen.

Obsérvese que C{x, y} es isomorfo al anillo de gérmenes de funciones
holomorfas en un punto a ∈ C2.

Ejemplo 2.1. La curva Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 define un germen de
curva anaĺıtica.

Notemos que un producto u.f determina el mismo germen de curva
anaĺıtica que f cuando u no se anula en un entorno del origen (y por
consiguiente representa una unidad de C{x, y}). Por otro lado, sabemos
que C{x, y} es un dominio de factorización única, y si tenemos

f = fr11 fr22 · · · f
rl

l ,

donde los fi son irreducibles y ri ∈ N, entonces el germen Cf : f = 0
coincide con el germen f1.f2 · · · fl = 0; de donde obtenemos la descom-
posición

Cf = Cf1 ∪ Cf2 ∪ · · · ∪ Cfl
.

Llamaremos rama anaĺıtica a todo germen de curva anaĺıtica Cf :
f = 0, donde f es irreducible como elemento de C{x, y}. Aśı, todo ger-
men de curva anaĺıtica es unión de ramas anaĺıticas. Dado que ya hemos
definido el orden de una serie anaĺıtica de potencias, podemos definir la
multiplicidad del germen de una curva anaĺıtica Cf como el orden
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de f . Diremos que el germen de curva es regular si su multiplicidad es
igual a uno. Si la multiplicidad es mayor que uno, el germen de curva es
singular.

Sea A ⊆ N2. Denotamos por D(A) a la envolvente convexa de A +
R2
>0, donde + denota la suma de Minkowski. Además denotaremos por
N (A) el borde de D(A).

Si L es un lado del poĺıgono N (A), denotamos por L a la recta que
contiene dicho lado. Decimos que una recta L1 es recta de apoyo de
N (A) si cumple L1 ∩N (A) 6= ∅ y N (A) ⊆ L+

1 (ver Anexo (8.1)).

x

y

N (A)

L1

x

y

N (A)

L1

Obsérvese que la intersección de una recta de apoyo de N (A) con
dicho poĺıgono contiene a un único vértice de N (A) o bien a todo un
lado compacto del mismo.

La recta L tiene inclinación µ si − 1
µ es su pendiente.

Observación 2.2. Si el poĺıgono N (A) corta los ejes coordenados, los
ejes son rectas de apoyo de N (A).

Dado un germen de curva anaĺıtica Cf : f = 0 donde f(x, y) =∑
i,j

aijx
iyj ∈ C{x, y}, el soporte de Cf , denotado por Sop(f), se define

por

Sop(f) = {(i, j) : aij 6= 0}.
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El poĺıgono de Newton de Cf , denotado por N (f) = N (Sop(f)),
es el borde de D(Sop(f)). Observemos que se tiene N (f) = N (uf) para
todo u ∈ C{x, y}, siempre que u(0, 0) 6= 0.

Ejemplo 2.3. El soporte de Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 es

Sop(f) = {(0, 4), (3, 2), (6, 0), (5, 1)},

y lo dibujamos en la siguiente figura, aśı como su poĺıgono de Newton.

x

y

(0,4)

(3,2)

(5,1)

(6,0)

Sop(f)

x

y

(0,4)

(3,2)

(5,1)

(6,0)

N (f)

Ejemplo 2.4. Para el germen de curva Cf : y2−x3 = 0 tenemos que su
soporte es dado por Sop(f(x, y)) = {(3, 0), (0, 2)}. Si hacemos el cambio
de coordenadas x = u e y = u + v el soporte del germen de curva
en las nuevas coordenadas es Sop(f(u, v)) = {(3, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0)}.
Concluimos que los poĺıgonos N (y2 − x3) y N ((u + v)2 − u3) no son
iguales como muestra la siguiente figura. En consecuencia el poĺıgono de
Newton de una curva depende de las coordenadas.

x

y

(0,2)

(3,0)

N (y2 − x3)

u

v

(0,2)

(2,0)

(1,1)

(3,0)

N ((u+ v)2 − u3)
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Denotamos C{x}∗ =
⋃
n∈N

C{x1/n} el anillo de series de potencias

fraccionarias con coeficientes en C. Si γ ∈ C{x}∗ existe n ∈ N de modo
que γ =

∑
i

aix
i/n. Llamamos orden de γ a ord(γ) = mı́n{i/n : ai 6= 0}.

Teorema 2.5 (Teorema de Newton, [12, Theorem 3.8]). Sea f(x, y) ∈
C{x, y} tal que f(0, 0) = 0 y f(0, y) 6= 0. Entonces existe γ(x) ∈ C{x}∗
con γ(0) = 0 tal que f(x, γ(x)) = 0. �

Diremos que y(x) ∈ C{x}∗ es una ráız de Newton-Puiseux del
germen de curva Cf : f(x, y) = 0 si f(x, y(x)) = 0.

Recordemos que f es polinomio de Weierstrass en y si es de la
forma

f(x, y) = ym + a1(x)ym−1 + a2(x)ym−2 + · · ·+ am(x),

donde n ≥ 1 y ord(ai(x)) ≥ i para todo i = 1, . . . , n.
Al aplicar el teorema de preparación de Weierstrass (cf. [12]) a

f ∈ C{x, y} obtenemos f = u.f∗, con f∗ ∈ C{x}[y] un polinomio de
Weierstrass. Para el estudio que realizamos aqúı es indiferente conside-
rar la serie f o su polinomio de Weierstrass.

Lema 2.6 ([8, Lemme 8.4.2]). Sea f ∈ C{x}[y] un polinomio de Weiers-
trass de orden n con ráıces γ1(x), · · · , γn(x) en C∗{x}. Entonces su
poĺıgono de Newton N (f) tiene tantos lados compactos como los dis-
tintos órdenes aparecen entre los γk(x). A cada lado de inclinación µ

y extremos (i1, j1) e (i2, j2), con j1 > j2, le corresponde una recta de
ecuación i + µj = ck, cuya altura es igual al número de ráıces con ese
orden; estas ráıces quedan por lo tanto parametrizadas por

y(x) = aix
µ + ηi(x),

con ord(ηi(x)) > µ y ai 6= 0. �

Teorema 2.7 (Teorema de Puiseux, [8, Théoreme 8.6.1]). Sea Cf un
germen de curva irreducible con multiplicidad n. Si y(x) =

∑
i≥n

aix
i/n

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 55



Percy Fernández y Nancy Saravia

es una ráız de Newton-Puiseux de la rama Cf y ε es una ráız primitiva
n-ésima de la unidad, entonces

yj(x) = y(εjx) =
∑
i≥n

aiε
ijxi/n,

con j ∈ {1, · · · , n}, son todas las ráıces de Newton-Puiseux de Cf . �

El teorema de Newton afirma que existe una ráız de Newton-Puiseux,
y el teorema de Puiseux nos dice cómo obtenerlas en el caso de una curva
irreducible. Si f ∈ C{x, y} es irreducible, por el teorema de preparación
de Weierstrass y el teorema 2.7 podemos escribir

f(x, y) = u(x, y)
n∏
j=1

(
y − (y(εjx1/n))

)
,

donde u ∈ C{x, y} satisface u(0, 0) 6= 0. Si hacemos x = tn, donde t es
una nueva variable, las ráıces de Newton-Puiseux de Cf se dejan escribir
como series de potencias enteras en t de la forma

x(t) = tn

y(t) =
∑
i≥n

ait
i,

llamadas parametrizaciones de Puiseux del germen de curva Cf .

Ejemplo 2.8. El germen de curva Cf : (y2−x3)2−x5y = 0 es irreducible
y sus ráıces de Newton-Puiseux son

y1(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 − 1

64x
9
4 + · · · ,

y2(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 + 1

64x
9
4 + · · · ,

y3(x) = −x 3
2 − i

2x
7
4 − i

69x
9
4 + · · · ,

y4(x) = −x 3
2 + i

2x
7
4 + i

64x
9
4 + · · · .

Por tanto una parametrización de Cf es dada por{
x(t) = t4

y(t) = t6 + 1
2 t

7 − 1
64 t

9 + · · · .
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Como consecuencia del lema 2.6 y del teorema 2.7 tenemos el si-
guiente corolario.

Corolario 2.9. Si Cf es un germen de curva irreducible en C{x, y},
entonces su poĺıgono de Newton N (f) tiene un único lado compacto.

Demostración. Como por hipótesis Cf es irreducible, todas las ráıces
tienen el mismo orden. Aśı, el poĺıgono tiene un solo lado compacto.

El rećıproco del corolario 2.9 no es verdad, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.10. Si consideramos el germen de curva Cf : (y2−x3)2 = 0,
notamos que su poĺıgono N (f) tiene un solo lado compacto sin ser la
curva irreducible.

Sea Cf un germen de curva irreducible y supongamos que la incli-
nación del lado compacto de N (f) es ν y que i+ νj = c sea la recta que
lo contiene. Por convexidad de N (f) podemos expresar

f(x, y) =
∑

i+νj=c

aijx
iyj +

∑
i+νj>c

aijx
iyj . (2.1)

Sean Cf un germen de curva irreducible y Cg un germen de curva
cualquiera. Definimos la multiplicidad de intersección de Cf y Cg en
el origen como

(Cf , Cg)0 = ordt(g(γ(t))),

donde γ(t) = (x(t), y(t)) es una parametrización de la rama Cf .

Proposición 2.11 ([12, Proposition 4.12]). Sean Cf y Cg dos gérmenes
de curvas cualesquiera. Entonces se tiene

(Cf , Cg)0 = dimC
C{x, y}
(f, g)

,

donde (f, g) denota el ideal de C{x, y} generado por f y g. �
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Decimos que la recta ax + by = 0 es recta tangente a la curva
Cf : f = 0 si dicha recta es un factor lineal de su forma inicial.

Dos gérmenes de curvas Cf y Cg son transversales si sus rectas
tangentes son distintas.

Teorema 2.12 ([12, Theorem 4.14]). Sean Cf , Cg y Ch gérmenes de
curvas. Entonces la multiplicidad de intersección verifica las siguientes
propiedades:

1. (Cf , Cg)0 <∞ si y solo si f y g son primos en C{x, y},

2. (Cf , Cg)0 = (Cg, Cf )0,

3. (Cf , CgCh)0 = (Cf , Cg)0 + (Cf , Ch)0,

4. (Cf , Cg)0 = ord(f)ord(g) si y solo si f y g son transversales,

5. (Cf , Cg − ChCf )0 = (Cf , Cg)0. �

3. Foliaciones

Para presentar la noción de foliación singular, introduciremos algu-
nos conceptos básicos.

Una forma de grado 1 (o una 1-forma) definida sobre una va-
riedad compleja M de dimensión n es una aplicación que asocia a cada
punto p ∈ M una aplicación lineal ωp : TpM → C definida por ωp(v) =
ω(p, v) para cada p ∈M y v ∈ TpM .

Una 1−forma diferencial ω es integrable cuando el producto exte-
rior satisface ω ∧ dω = 0.

Sea M una variedad compleja de dimensión n ≥ 2. Una foliación
holomorfa singular de codimensión uno en M es un objeto F dado
por colecciones {ωi}i∈I , {Ui}i∈I y {gij}Ui∪Uj 6=∅ que cumplen

i) {Ui}i∈I es una cobertura abierta de M , esto es M =
⋃
i∈I Ui;

ii) {ωi} es una 1−forma diferencial holomorfa integrable no idéntica-
mente nula en Ui;
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iii) gij es una función holomorfa no nula en Ui ∩ Uj ;

iv) si Ui ∩ Uj 6= ∅ entonces ωi = gijωj en Ui ∩ Uj .

Para cada forma ωi consideramos el conjunto singular dado por

Si = Sing(ωi) = {p ∈ Ui : ωi(p) = 0}.

Es claro que Si es un subconjunto anaĺıtico de Ui. De (iii) y (iv) depende
la igualdad Si ∩ Ui ∩ Uj = Sj ∩ Ui ∩ Uj . Aśı, la unión

⋃
i∈I

Si define

un subconjunto anaĺıtico S de M el cual será denotado por Sing(F) y
llamado el conjunto singular de F .

Dada la 1−forma diferencial ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy con A,B ∈
C{x, y}, las series A y B son llamadas coeficientes de ω. Denotamos
por Fω el germen de foliación singular definida por ω y asumiremos
en todo momento que los coeficientes de ω no admiten factores comunes.

Sea Fω el germen de foliación dado por ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy.
Diremos que el origen es singularidad aislada de Fω si A(0, 0) =
B(0, 0) = 0 y Sing(Fω) = {(0, 0)}. La multiplicidad del germen de
foliación Fω será denotada por mult(Fω) y definida como mult(Fω) =
mı́n{ord(A), ord(B)}.

Llamamos solución del germen de la foliación Fω dada por la
1−forma ω = A(x, y)dx+ B(x, y)dy en el origen a una parametrización
(x(t), y(t)) ∈ C{t}2 tal que x(0) = y(0) = 0 y

A(x(t), y(t))x′(t) +B(x(t), y(t))y′(t) = 0.

Sea Fω el germen de foliación dado por una 1−forma holomorfa en
el origen de C2. Decimos que la curva Cf es invariante por Fω si

ω ∧ df = f.η,

donde η es una 2−forma (i.e., η = gdx ∧ dy, con g ∈ C{x, y}). Si Cf es
irreducible, será separatriz de Fω.

Consideraremos (Cfj
)rj=1 el conjunto de todas las separatrices de la

foliación no dicŕıtica Fω : ω = 0. A cada separatriz Cfj
le corresponde
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fj = 0 irreducible con fj ∈ C{x, y}. Denotemos por C(F) a la unión⋃
Cfj

de todas las separatrices de la foliación F , que de ahora en adelante
llamaremos conjunto de separatrices de F .

La ecuación f1 · · · fr = 0 será llamada ecuación reducida de C(F).

Ejemplo 3.1. La foliación ω = (−3x2 − 3axy2)dx + (6y5 + 6ax2y)dy
con a ∈ C \ {0} tiene a Cf : y6 − x3 = 0 como curva invariante, pues
ω ∧ df = −18axy(y6 − x3).

Ejemplo 3.2. La foliación ω = d(yp−xq) + ∆(x, y)(pxdy− qydx) tiene
como curva invariante a Cf : yp−xq = 0 puesto que se satisface ω∧df =
−pq∆(x, y)(yp − xq).

Observación 3.3. Toda parametrización de una curva invariante Cf de
la foliación Fω : ω = 0 es solución de ω = 0.

Teorema 3.4 ([3]). Toda foliación singular en (C2, 0) admite al menos
una curva invariante. �

4. Explosión en un punto

Una explosión centrada en 0 ∈ C2 consiste en reemplazar el origen
por un espacio proyectivo P1

C que deje a los otros puntos invariantes en
un sentido biholomorfo.

La representación local de π : C2 → C2 en coordenadas (x, t) es

π(x, t) = (x, xt);

aqúı reemplazamos x = x e y = xt.
Observemos que en estas coordenadas tenemos las propiedades si-

guientes:

π−1(0, 0) = {(0, t) : t ∈ C},

π(C2) = (C∗ × C) ∪ {(0, 0)},
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π : C∗×C→ C∗×C es un biholomorfismo con inversa π−1(x, y) =(
x,
y

x

)
.

Notamos que el punto (0, 0) ∈ C2 es reemplazado por la recta {x =
0}. No obstante, no podemos cubrir la recta {(0, y) : y ∈ C}. Para cubrir
tal recta consideramos la representación local de π en las coordenadas
(s, y) dadas por π(s, y) = (sy, y); en este caso x = sy e y = y. En
las coordenadas (s, y) se tiene propiedades similares a las dadas por las
coordenadas (x, t).

Cuando se trabaja en las coordenadas (s, y) no cubrimos la recta
{y = 0}. Para cubrir todo C2 necesitamos pegar el plano xt con el plano
sy, identificamos aśı la recta {x = 0} con la recta {y = 0}.

Definamos C̃2 = Ũ0 ∪ Ũ1, donde

Ũ0 :=
{

(x, y, [p]) ∈ C2 × U0 : y = φ−1
0 ([p])x

}
⊆ C2 × P1

C,

Ũ1 :=
{

(x, y, [p]) ∈ C2 × U1 : x = φ−1
1 ([p])y

}
⊆ C2 × P1

C,

y (Ui, φi), i = 0, 1, son parametrizaciones de P1
C.

Al considerar las funciones

ϕ̃0 : Ũ0 → C2 donde ϕ̃0(x, y, [p]) = (x, φ−1
0 ([p])),

ϕ̃1 : Ũ1 → C2 donde ϕ̃0(x, y, [p]) = (φ−1
1 ([p]), y),

ϕ̃−1
0 : C2 → Ũ0 donde ϕ̃−1

0 (x, t) = (x, tx, φ0(t)),

ϕ̃−1
1 : C2 → Ũ1 donde ϕ̃−1

1 (s, y) = (sy, y, φ1(s)),

observamos que se tiene Ũ0∩ Ũ1 = C2× (U0∩U1), ϕ̃0(Ũ0∩ Ũ1) = C×C∗

y ϕ̃1(Ũ0 ∩ Ũ1) = C∗ × C, además de

(ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
0 )(x, t) = ϕ̃1(x, tx, φ0(t)) =

(
φ−1

1 (φ0(t)), tx
)

=
(

1
x
, tx

)
,

(ϕ̃0 ◦ ϕ̃−1
1 )(s, y) = ϕ̃0(sy, y, φ1(s)) =

(
sy, φ−1

0 (φ1(s))
)

=
(
sy,

1
s

)
.
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De esta manera ϕ̃1◦ϕ̃−1
0 : C×C∗ → C∗×C y ϕ̃0◦ϕ̃−1

1 : C∗×C→ C×C∗

son holomorfas. Por tanto
{

(Ũ0, ϕ̃0), (Ũ1, ϕ̃1)
}

es un atlas sobre C̃2 y C̃2

resulta una variedad compleja de dimensión 2, llamada explosión en el
origen. El conjunto π−1(0, 0) = P1

C es llamado divisor excepcional.

5. Comportamiento por explosiones

Consideremos un germen de foliación F generado por una 1−forma
ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy con mult(F) = ν, aśı podemos expresar
ω = (Aν + Aν+1 + · · · )dx + (Bν + Bν+1 + · · · )dy. Sea π : M → (C2, 0)
la explosión en el origen. La forma diferencial π∗ω define una foliación
π∗F sobre M . En la carta U de coordenadas (x, t) la 1−forma π∗ω =
A(x, xt)dx+B(x, xt)d(xt) se escribe como

xν [(Aν(1, t) + tBν(1, t) + xC(x, t))dx+ x(Bν(1, t) + xD(x, t))dt],

con orden de C y D mayor o igual que ν + 1.
Tenemos dos situaciones posibles.

Si xAν(x, y) + yBν(x, y) 6= 0, tiene sentido hablar de ω̂ =
π∗ω

xν
,

objeto que llamaremos transformado estricto de ω, y que define una
foliación en U . Sobre el divisor D = π−1(0), los puntos singulares de la
foliación, es decir Sing(π∗F)∩D∩U , vienen dados por el lugar geométri-
co Aν(1, t)+tBν(1, t) = 0. En tal caso D\π∗F es una hoja de la foliación
π∗F . La foliación es de las llamadas no dicŕıticas.

Si xAν(x, y)+yBν(x, y) = 0 debemos tener Bν(1, y) 6= 0 y el trans-

formado estricto de la foliación está definido por ω̂ =
π∗ω

xν+1
. Fuera de

Bν(1, y) = 0, el divisor es transversal a la foliación: por cada uno de sus
puntos p pasa una hoja Fp lisa, transversal a D. Su proyección es una
separatriz lisa de la foliación F . Por tanto, la foliación tiene infinitas
separatrices. Tal foliación es dicŕıtica. Para más información sobre el
comportamiento de la foliación por explosiones sugerimos revisar [17].

Sea Fω un germen de foliación en (C2, 0) definida por la 1−forma
ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy. Decimos que el origen es una singularidad
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simple de Fω si la matriz
−∂B(0, 0)

∂x
−∂B(0, 0)

∂y

∂A(0, 0)
∂x

∂A(0, 0)
∂y


tiene dos autovalores λ 6= µ, µ 6= 0 tales que

λ

µ
6∈ Q+.

Observación 5.1. La definición de singularidad simple no depende de
coordenadas.

Si el origen es una singularidad simple de Fω, existen coordenadas
locales (x, y) que permiten escribir

ω = (λxdy − µydx) + ω1,

donde los coeficientes de ω1 son de orden ≥ 2. Podŕıa suceder

λµ 6= 0 y λ
µ 6∈ Q+ o

λµ = 0 y (λ, µ) 6= (0, 0), en este caso decimos que ω es de tipo
silla-nodo.

A continuación enunciamos el teorema básico de reducción de sin-
gularidades para una foliación.

Teorema 5.2 ([20]). Sea Fω un germen de foliación sobre (C2, 0). En-
tonces existe un morfismo

π : M → (C2, 0)

que es composición de un número finito de explosiones de puntos, tal que

1. el divisor excepcional E = π−1(0) es una hipersuperficie con cru-
zamientos normales,
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2. la restricción de π a M \E es un isomorfismo sobre U \{0}, donde
U es un entorno del origen en el cual está definida Fω,

3. en todo punto no singular del transformado estricto F ′ω de Fω por
π toda componente del primer divisor excepcional es o bien inva-
riante por la foliación, o en su defecto transversa a la foliación;
en este último caso, decimos que la componente del divisor es una
componente dicŕıtica de E por Fω,

4. todo punto singular p ∈ M de F ′ω es simple y no está contenido
en componentes dicŕıticas. �

A la aplicación π la llamamos reducción de singularidades de
Fω.

6. Curvas generalizadas

C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad ([4, Chapter II]) muestran que
existe un tipo de foliaciones, que llamaremos curvas generalizadas, para
las cuales la reducción de singularidades coincide con la desingularización
de su conjunto de separatrices.

Se dice que una foliación Fω es de tipo curva generalizada no
dicŕıtica si en su reducción de singularidades no aparecen componentes
dicŕıticas ni singularidades silla-nodo.

Proposición 6.1 ([4, páginas 158-161]). Una foliación no dicŕıtica ad-
mite un número finito de curvas invariantes. �

Teorema 6.2 ([4, Theorem 2]). Sea Fω una foliación curva genera-
lizada no dicŕıtica y sea Cf su conjunto de separatrices. Entonces Fω y
Cf tienen la misma reducción de singularidades. �

Si una foliación es curva generalizada, existe una relación directa
entre la multiplicidad de la foliación y su conjunto de separatrices.
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Teorema 6.3 ([4, Theorem 3]). Sea Fω una foliación curva generalizada
no dicŕıtica y sea Cf su conjunto de separatrices. Entonces se cumple

mult(ω) = mult(f)− 1.

�

En general, si Fω es foliación no dicŕıtica se tiene

mult(ω) ≥ mult(f)− 1, (6.1)

como se puede observar en [4].
Como consecuencia del teorema 6.3, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.4. Sea Fω una foliación curva generalizada no dicŕıti-
ca y sea Cf su conjunto de separatrices. Entonces se tiene mult(ω) =
mult(df). �

Ejemplo 6.5. La foliación ω = (−3x2−3axy2)dx+(6y5 +6ax2y)dy con
a ∈ C \ {0} tiene como curva invariante a Cf : y6− x3 = 0 como se pudo
apreciar en el ejemplo 3.1. La multiplicidad de la curva es mult(Cf ) = 3.
Si la curva Cf no es la única separatriz de la foliación, se observaŕıa que el
conjunto de separatrices C(F) tiene multiplicidad mayor a 3. Al aplicar
(6.1) se satisfaŕıa mult(ω) ≥ mult(C(F)) − 1 > 2, pero observamos que
acá se cumple mult(ω) = 2, lo cual es una contradicción. En consecuencia
el conjunto de separatrices es C(F) = y6 − x3.

Ejemplo 6.6. La foliación ω = (yp − xq) + ∆(x, y)(pxdy − qydx) tiene
como curva invariante a Cf : yp − xq = 0 (ver ejemplo 3.2). Si conside-
ramos p < q, la multiplicidad de la curva es mult(Cf ) = p. Si Supone-
mos que la curva Cf no es la única separatriz de la foliación, se tendŕıa
mult(C(F)) > p.

Por otro lado se cumple mult(ω) = mı́n{p − 1, α + 1}, con α =
mult(∆). Al aplicar (6.1) se abren dos posibilidades. Primero podŕıa
ocurrir p − 1 = mult(ω) > mult(C(F)) − 1 = p − 1, lo cual es una
contradicción. Segundo, al tenerse α+ 1 = mult(ω) > mult(C(F))− 1 =
p− 1 y α+ 1 ≤ p− 1, llegamos a otra contradicción.

El conjunto de separatrices es por tanto C(F) = yp − xq.
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El número de Milnor de una foliación Fω : ω = 0, dada por la
1−forma ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy con singularidad aislada en el origen,
se denota por µ(Fω) y se define como la multiplicidad de intersección en
el origen de los coeficientes de la 1−forma, es decir mediante

µ(Fω) = (A,B)0. (6.2)

El siguiente teorema resulta útil cuando deseamos constatar si una
foliación es curva generalizada o no.

Teorema 6.7 ([4, Theorem 4]). Sea Fω una foliación no dicŕıtica y Cf la
ecuación reducida de sus separatrices. Entonces Fω es curva generalizada
si y solo si µ(ω) = µ(df). �

Como consecuencia inmediata del teorema 6.7 tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 6.8. Una foliación Fω : ω = df cuyo conjunto de separatrices
es C : f = 0 es de tipo curva generalizada. �

Ejemplo 6.9. La foliación dada por ω = (−3x2 − 3axy2)dx + (6y5 +
6ax2y)dy fue estudiada por Fernández, Mozo y Neciosup [10]. Este re-
presenta un contraejemplo a una afirmación de Loray, como veremos en
el ejemplo 7.8. Por ahora, mostraremos que la foliación con a 6= 0 es
curva generalizada. En uso de las propiedades dadas en el teorema 2.12
tenemos

µ(ω) = (−3x2 − 3axy2, 6y5 + 6ax2y)0
= (−3x(x+ ay2), 6y(y4 + ax2))0
= (−3x, 6y)0 + (x+ ay2, 6y)0 + (−3x, y4 + ax2)0

+(x+ ay2, y4 + ax2)0
= 10.

De otro lado, en el ejemplo 6.5 mostramos que C : y6 − x3 = 0 es el
conjunto de separatrices de ω. Observemos que µ(df) = (−3x2, 6x5)0 =
10 y el teorema 6.7 implican que ω es de tipo curva generalizada.
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Dada la foliación Fω : ω = 0 y γ(t) = (x(t), y(t)) parametrización
de alguna curva Cg, escribimos γ∗ω = ω(x(t), y(t)) donde

ω(x(t), y(t)) = A(x(t), y(t))x′(t)dt+B(x(t), y(t))y′(t)dt.

Lema 6.10 ([19]). Sean ω1, ω2 dos 1−formas de tipo curva generalizada
no dicŕıticas con el mismo conjunto de separatrices. Dada una curva γ,
se verifica

ordtγ∗ω1 = ordtγ∗ω2.

Demostración. Si la curva γ es una separatriz de ω1 y ω2, entonces se
tiene ω1(x(t), y(t)) = 0 = ω2(x(t), y(t)), y concluimos el lema.

Supongamos por tanto que γ(t) no es parametrización de ninguna
separatriz de ω1 y ω2. En este caso la prueba la haremos por inducción
sobre el número mı́nimo de explosiones necesarias para desingularizar la
foliación.

Si el número de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones
ω1, ω2 son reducidas. Para mostrar el lema cuando las foliaciones ω1, ω2

son reducidas, nos apoyaremos en la siguiente igualdad ord(γ∗ω1) =
ord(γ∗df) que pasamos a mostrar. En efecto, si la foliación ω1 de tipo
curva generalizada es reducida, se puede expresar en coordenadas (x, y)
en la forma (ver [15])

ω1 = µy(1 + · · · )dx+ λx(1 + · · · )dy, con µλ 6= 0 y
λ

µ
6∈ Q−.

Además la ecuación reducida de las separatrices C : f = 0 de ω1 y ω2 es
dada por la forma f(x, y) = xyu(x, y) con u(0, 0) 6= 0.

Consideremos una parametrización de la curva γ dada por γ(t) =
(x(t), y(t)) = (atp+tpn1(t), btq+tqn2(t)), con ni(t) ∈ C{t} para i = 1, 2.
Entonces se tiene

γ∗ω1 = µ(btq + tqn2(t))(1 + · · · )d(atp + tpn1(t))
+λ(atp + tpn1(t))(1 + · · · )d(btq + tqn2(t))

= [µ(btq + tqn2(t))(aptp−1 + ptp−1n1(t) + tpn′1(t))
+λ(atp + tpn1(t))d(qbtq−1 + qtq−1n2(t) + tqn′2(t)) + · · · ]dt

= [ab(λq + µp)tp+q−1 + tp+qα(t)]dt,
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con α(t) ∈ C{t}. Como λ
µ 6∈ Q−, cumple µp + λq 6= 0 y por tanto

mult(γ∗1ω) = p+ q − 1. De otro lado con

df = (yu(x, y) + xyu′(x, y))dx+ (xu(x, y) + xyu′(x, y))dy,

se obtiene

γ∗df = [(btq + tqn2(t))u(x(t), y(t))+
+(atp + tpn1(t))(btq + tqn2(t))u′(x(t), y(t))]d(atp + tpn1(t))
+[(atp + tpn1(t))u(x(t), y(t))+
+(atp + tpn1(t))(btq + tqn2(t))u′(x(t), y(t))]d(btq + tqn2(t))]

= [(btqu(0, 0) + tqn2(t)u(0, 0))(aptp−1 + ptp−1n1(t) + tpn′1(t))
+(atpu(0, 0) + tpn1(t)u(0, 0))(qbtq−1 + qtq−1n2(t) + tqn′2(t))
+ · · · ]dt

= [abu(0, 0)(p+ q)tp+q−1 + tp+qβ(t)]dt,

con β(t) ∈ C{t}. Aśı mult(γ∗df) = p + q − 1, es decir, ordt(γ∗ω1) =
ordt(γ∗df). Ahora, para ω2 foliación de tipo curva generalizada reduci-
da, por el mismo motivo se obtiene ordt(γ∗ω2) = ordt(γ∗df). De ello
concluimos la igualdad ordt(γ∗ω1) = ordt(γ∗ω2).

A continuación abordaremos el lema cuando las foliaciones ω1, ω2

no son reducidas. Supongamos que se reducen después de una explosión,
esto es n = 1. Escogemos las coordenadas de tal manera que x = 0 no
esté en el cono tangente de γ. Parametricemos γ por{ x(t) = tn

y(t) =
∑
i≥n

ait
i.

Hacemos una explosión en el origen en la carta E : (x, t) 7→ (x, xt).
Para las foliaciones curvas generalizadas no dicŕıticas ω1 = A1(x, y)dx+
B1(x, y)dy y ω2 = A2(x, y)dx+B2(x, y)dy con multiplicidades m1 y m2

respectivamente, tenemos

E∗ω1 = A1(x, xt)dx+B1(x, xt)d(xt)
= (A1(x, xt) + tB1(x, xt))dx+ xB1(x, xt)dt
= xm1 ω̂1,
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donde ω̂1 es el transformado estricto de ω1. De manera similar tenemos
E∗ω2 = xm2 ω̂2. Del corolario 6.4, se cumple mult(ω1) = mult(df) =
mult(ω2). Denotaremos por γ̂(t) la parametrización del transformado
estricto γ̂ de la curva γ. Para i = 1, 2, tenemos

γ∗ωi = (E ◦ γ̂)∗ωi = γ̂∗(E∗ωi)
= γ̂∗(xmi ω̂i) = x(t)mi γ̂∗ω̂i),

de donde se logra

ordtωi(γ(t)) = ordt(x(t)mi ω̂i(γ̂(t)))
= mult(x(t))mult(ωi) + ordtω̂i(γ̂(t)).

(6.3)

Como ω̂1 y ω̂2 son reducidas, por la parte (1) tenemos que

ordtω̂1(γ̂(t)) = ordtω̂2(γ̂(t)).

Además se conoce la igualdad mult(ω1) = mult(ω2). Por lo tanto, la
ecuación (6.3) muestra ord(ω1(γ(t))) = ord(ω2(γ(t))).

Tomemos como hipótesis inductiva que si ω1, ω2 se desingularizan
con a lo mucho n − 1 explosiones, entonces se tiene ord(ω1(γ(t))) =
ord(ω2(γ(t))).

Si suponenemos que ω1, ω2 se desingularizan tras n explosiones,
mediante el mismo argumento usado en (2), tenemos que se cumple
γ∗ωi = x(t)mi γ̂∗ω̂i). De ello de obtenemos

ordtωi(γ(t)) = mult(x(t))mult(ωi) + ordtω̂i(γ̂(t)). (6.4)

Por hipótesis inductiva ω̂1 y ω̂2 son reducidas con a lo más n− 1 explo-
siones, aśı que se satisface

ordtω̂1(γ̂(t)) = ordtω̂2(γ̂(t)).

Además se tiene mult(ω1) = mult(ω2), pues ω1 y ω2 son foliaciones
curvas generalizadas con el mismo conjunto de separatrices. Por lo tanto,
la ecuación (6.4) muestra ord(ω1(γ(t))) = ord(ω2(γ(t))); esto concluye
la prueba del lema.
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7. Poĺıgono de Newton de una foliación

Dada una 1−forma ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy con A,B ∈ C{x, y}
definimos el soporte de ω como

Sop(ω) = Sop(xA) ∪ Sop(yB).

Sea Fω : ω = 0 un germen de foliación dada por la 1−forma ω.
Llamamos poĺıgono de Newton de ω, y lo denotaremos N (Fω) =
N (ω), al borde de D(Sop(ω)).

Si escribimos ω =
∑
i,j

Ai,jx
i−1yjdx+

∑
i,j

Bi,jx
iyj−1dy entonces

Sop(ω) = {(i, j) : (Ai,j , Bi,j) 6= (0, 0)}.

Decimos que un punto (i, j) ∈ Sop(ω) es contribución de B si (i, j) ∈
Sop(yB). De manera similar un punto (i, j) ∈ Sop(ω) es contribución de
A si (i, j) ∈ Sop(xA).

Observación 7.1. El poĺıgono de Newton depende de coordenadas, por
ello es necesario tener presente respecto en qué coordenadas estamos
trabajando.

Observación 7.2. Si consideramos Cf : f = 0 y F : df = 0, notamos
que se tiene Sop(df) = Sop(f), de ello se obtiene N (df) = N (f).

De manera similar al caso de curvas, el método de Newton para
curvas fue generalizado a foliaciones, en este caso por J. Cano [5]. En
dicho trabajo se observa que el poĺıgono de Newton de la foliación juega
un papel fundamental.

En curvas, si L es un lado compacto de N (f) con inclinación µ,
entonces existe una ráız de f = 0 de la forma

y = cxµ + · · · ,

donde c 6= 0 es ráız de cierto polinomio determinado por f . Además, el
número de ráıces de Newton-Puiseux de orden µ es igual a la altura del
lado L (la altura de L es su proyección sobre el eje vertical).
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Sin embargo, la propiedad propuesta en el párrafo anterior no es
válida cuando buscamos soluciones de ecuaciones del tipo ω = 0, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.3. ([7, página 32]) Si consideramos la foliación F definida
por

w = 4xydx+ (y − 2x2)dy,

el poĺıgono de Newton tiene un lado L de inclinación 2. Sin embargo F
tiene una única separatriz dada por y = 0.

Las foliaciones curvas generalizadas tienen un comportamiento muy
parecido al de sus separatrices, pues tienen la misma resolución de sin-
gularidades. También sucede esto en lo referido al poĺıgono de Newton,
como veremos en el siguiente teorema. Mediante técnicas de Rouillé mos-
tramos el siguiente teorema.

Teorema 7.4. Sean ω1 y ω2 dos foliaciones curvas generalizadas no
dicŕıticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene

N (ω1) = N (ω2).

Demostración. Mostraremos que se cumple Sop(ω1) ⊆ D(Sop(ω2)) por
reducción al absurdo. Para ello supongamos que existe (α0, β0) ∈ Sop(ω1)
tal que (α0, β0) 6∈ D(Sop(ω2)). De Sop(ω2) ⊆ Sop(ω2) ∪ {(α0, β0)} pa-
samos a D(Sop(ω2)) ⊂ D(Sop(ω2) ∪ {(α0, β0)}). Sea A = Sop(ω2) ∪
{(α0, β0)}. Como D(A) es convexo y (α0, β0) 6∈ Sop(ω2) se tiene que
(α0, β0) es un vértice de N (A), pues si (α0, β0) no lo fuera, obviamente
se tendŕıa (α0, β0) ∈ D(Sop(ω2)). Obsérvese que sin pérdida de genera-
lidad se puede asumir que (α0, β0) es un vértice de D(Sop(ω1))
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x

y

(α0, β0)

N (ω2)

N (A)

Sean L1 y L2 las dos rectas que pasan por (α0, β0) y que contienen
a los lados de N (A) adyacentes a dicho vértice. Denotemos por λj a la
inclinación de Lj , donde λ1 < λ2. Las rectas L1 y L2 son rectas de apoyo
de N (A), de donde se logra D(A) ⊆ L+

j , para j ∈ {1, 2}.

x

y

(α0, β0)

L1 L L2

N (ω2)

N (A)

Por la proposición 8.1, cualquier recta L que pasa por (α0, β0)
con inclinación λ ∈]λ1, λ2[ está contenida en

(
L−1
⋂
L+

2

)⋃(
L+

1

⋂
L−2
)

.
Como L es recta de apoyo de N (A), se tiene D(Sop(ω2)) ⊂ D(A) y
(α0, β0) 6∈ D(Sop(ω2)), de donde concluimos que D(Sop(ω2)) no inter-
secta a ninguna recta contenida en

(
L−1
⋂
L+

2

)⋃(
L+

1

⋂
L−2
)
.

La región
(
L−1
⋂
L+

2

)⋃(
L+

1

⋂
L−2
)

contiene infinitas rectas. Con-
sideremos L : qx+ py = qα0 + pβ0 de inclinación λ = p/q ∈]λ1, λ2[, con
p y q primos entre śı, de manera que
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la recta L contenga al punto (α0, β0),

qAα0β0 + pBα0β0 6= 0,

L ∩ Sop(ω1) = {(α0, β0)}.

De lo anterior se obtiene

D(A) ⊆ {(x, y) : qx+ py > c},

donde c = qα0 + pβ0, y por ende se satisface D(Sop(ω2)) ⊆ {(x, y) :
qx+ py > c}.

Con γ(t) la curva parametrizada por (x(t), y(t)) = (tq, tp), se tiene

γ∗ω1 = ω1(γ(t)).γ′(t)dt
= Aαβt

q(α−1)tpβqtq−1dt+Bαβt
qαtp(β−1)ptp−1dt

= (qAαβ + pBαβ)tqα+pβ−1dt.

Como Sop(ω1) ∩ L = {(α0, β0)} y qAα0β0 + pBα0β0 6= 0, tenemos

mult(γ∗ω1) ≤ qα0 + pβ0 − 1 = c− 1. (7.1)

Al tenerse D(Sop(ω2)) ⊂ {(x, y) : qx + py > c} para todo (α, β) ∈
Sop(ω2), se cumplirá αq + pβ > c, y con ello también

αq + pβ − 1 > c− 1. (7.2)

De (7.1) y (7.2) se logra

mult(γ∗ω2) > c− 1 ≥ mult(γ∗ω1),

lo que contradice el lema 6.10. De este modo obtenemos Sop(ω1) ⊂
D(Sop(ω2)).

Por el mismo argumento se tiene Sop(ω2) ⊂ D(Sop(ω1)), lo que
conduce a D(Sop(ω1)) = D(Sop(ω2)), de donde finalmente concluimos
N (ω1) = N (ω2).

Como caso particular del teorema anterior, podemos establecer el
siguiente corolario.
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Corolario 7.5. Sea ω curva generalizada y sea C : f = 0 una ecuación
reducida de su conjunto de separatrices. Entonces se cumple

N (ω1) = N (df).

Demostración. Basta aplicar el teorema a ω y df .

Observación 7.6. Del corolario 7.5 y de la observación 7.1 concluimos
la igualdad N (ω) = N (df) = N (f).

Observación 7.7. Si el germen de curva Cf es irreducible, por el coro-
lario 2.9, su poĺıgono N (f) tiene un solo lado compacto. Si consideramos
el caso donde la foliación ω tiene una sola separatriz irreducible Cf , el
poĺıgono N (ω) admitirá apenas un lado compacto.

Dados p, q ∈ N∗, definimos

grad(p,q)(x
iyj) =

ip+ jq

mcd(p, q)
y

ord(p,q)

∑
i,j

ai,jx
iyj

 = mı́n
{

grad(p,q)(x
iyj) : ai,j 6= 0

}
.

En 1999 Loray [13] enuncia una caracterización de aquellas folia-
ciones que tienen la misma resolución que su conjunto de separatrices.
Dicho resultado ([13, Pág.163]]) es enunciado con la corrección adecuada
en la proposición 1.2.

En 2014, Fernández, Mozo y Neciosup [10] encuentran una impreci-
sión en la caracterización originalmente propuesta. Ellos muestran que la
condición dada en la proposición 1.2 no es necesaria, como se desprende
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.8. De los ejemplos 6.5 y 6.9 se sabe que la foliación ω =
d(y6 − x3) + axy(6xdy − 3ydx), con a ∈ C∗, tiene como separatriz la
curva Cf : y6 − x3 = 0 y es de tipo curva generalizada. Por el teorema
6.2 la foliación ω y su separatriz Cf : y6 − x3 = 0 tienen la misma
resolución. Pero la función ∆(x, y) = axy satisface ord(6,3)∆ = 3, valor
que no verifica la relación ord(6,3)∆ > pq−p−q

mcd(p,q) = 3.
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Poĺıgono de Newton de una foliación de tipo curva generalizada

El ejemplo 7.8 muestra que la condición no es necesaria para el caso
en que p y q no sean coprimos. Nos preguntamos entonces qué sucede
con p y q coprimos. Y la respuesta para el caso en que la foliación es
curva generalizada la brindamos en el siguiente teorema.

Teorema 7.9. Sean p y q coprimos. Si la foliación

ω = d(yp − xq) + ∆(x, y)(pxdy − qydx)

es de tipo curva generalizada, entonces se tiene

ord(p,q)∆(x, y) > pq − p− q.

Demostración. Al considerar ∆(x, y) =
∑
i,j

ai,jx
iyj ∈ C{x, y}, podemos

escribir

ω =

−qxq−1 − q
∑
i,j

ai,jx
iyj+1

 dx+

pyp−1 + p
∑
i,j

ai,jx
i+1yj

 dy,

y se obtiene Sop(ω) = {(q, 0), (i + 1, j + 1)} ∪ {(0, p)(i + 1, j + 1)},
donde (i, j) ∈ Sop(∆). Como ω es foliación de tipo curva generalizada,
por la observación 7.6 tenemos N (ω) = N (f). Además la curva Cf :
yp − xq = 0 es irreducible y su poĺıgono tiene un solo lado compacto,
el cual está contenido en la recta L : px + qy = pq. Por tanto, el lado
compacto de N (ω) está también contenido en la recta L : px+ qy = pq.
Para (i + 1, j + 1) ∈ Sop(ω) se tiene entonces (i + 1)p + (j + 1)q > pq,
de donde se logra ord(p,q)∆(x, y) = ip+ jq > pq − p− q.

El resultado del teorema anterior nos indica que el ser foliación de ti-
po curva generalizada es una condición suficiente para que ord(p,q)∆(x, y)
sea mayor que pq − p− q.

8. Apéndice: geometŕıa plana

Consideremos la recta L : ax+ by = c, con a, b ≥ 0. Pongamos

L+ = {(x, y) : ax+ by ≥ c} y L− = {(x, y) : ax+ by ≤ c}, (8.1)
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de modo que L+ es el hiperplano superior de L y L− es el hiperplano
inferior.

x

y

L+

x

y

L−

Decimos que L tiene inclinación λ si − 1
λ es la pendiente de L.

Fijado (a, b), la recta Lλ : x + λy = a + λb es precisamente aquella que
pasa por (a, b) con inclinación λ.

Proposición 8.1. Para λ ∈]λ1, λ2[ se tiene

Lλ ⊆
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)⋃(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
.

Demostración. Los puntos de corte de Lλ con los ejes {x = 0}, {y = 0}
son

Lλ ∩ {x = 0} =
{(

0,
a

λ
+ b
)}

y Lλ ∩ {y = 0} =
{(
a+ λb, 0

)}
.

Por otra parte, la condición λ1 < λ2 implica a + λ1b < a + λ2b y
a

λ1
+ b >

a

λ2
+ b. Al satisfacerse λ ∈]λ1, λ2[, observamos que se cumple

a+ λ1b < a+ λb < a+ λ2b y
a

λ2
+ b <

a

λ
+ b <

a

λ1
+ b,

de donde concluimos Lλ ⊆
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)⋃(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
, tal como se

observa en la gráfica.
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x

y

(a,b)

Lλ1 Lλ Lλ2

Notemos, si λ1 6= λ2, que hay infinitas Lλ que satisfacen

Lλ ⊆
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)⋃(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
.

En
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)
hay un número finito de puntos (c, d) ∈ Z2

≥0 con

c ∈ [0, a] y d ∈
[
b, aλ1

]
. De manera similar en

(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
hay un

número finito de puntos con coordenadas enteras cuya abscisa vaŕıa en
[a, a+ λ2b] y cuya ordenada vaŕıa en [0, b].

Agradecimientos

Durante la preparación del art́ıculo hemos conversado con varios cole-
gas: Rudy Rosas, Fernando Iglesias y Hernán Neciosup, quienes nos han
ayudado a organizar este art́ıculo. También agradecemos al arbitro del
art́ıculo por sus comentarios que mejoraron considerablemente la expo-
sición.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 77



Percy Fernández y Nancy Saravia

Los autores agradecen el financiamento de la Pontificia Universidad
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Abstract

Generalized curve foliations are a type of foliations that have a simi-
lar reduction as the one given by curves. Camacho, Lins Neto, and Sad
showed that generalized curve no-dicritical foliations have the same re-
duction of singularities than their separatrices. In this paper we give a
novel proof of Dulac’s theorem ([9]) using techniques of Rouillé ([19]).
This theorem shows that for generalized curve no-dicritical foliations
their Newton polygons and their separatrices are equal. Using Dulac’s
theorem we return to a result (wrongly) stated by Loray, which is not
quite right, as noticed by Fernández, Mozo and, Neciosup.

Palabras Clave/Keywords: Foliations, Newton polygon of a foliation, ge-

neralized curve foliations.
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