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Resumen

En el estudio del problema infinitesimal de Hilbert se encuentra inmersa
la tarea de analizar la existencia y de acotar el numero de ciclos limite
de una perturbacién lineal de campos hamiltonianos. Como existe una
clasificacién de campos cuadraticos reales con centro en R2?, podemos
asociar campos complejos en C? que inducen una foliacién en P2. El
objetivo de este trabajo es clasificar aquellas foliaciones en P? inducidas
por estos campos cuadraticos que sean fibraciones elipticas, es decir,
aquellas cuyas curvas de nivel sean de género uno.
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1. Introduccién

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales nacié con los trabajos
de Poincaré y Liapunov a finales del siglo XIX y en los inicios del siglo
XX. En el problema infinitesimal de Hilbert se observa que via pequenas
perturbaciones de un campo se puede obtener ciclos limites en el campo
perturbado. Este problema esta relacionado con la existencia de ciclos
limite; por ello, es importante saber cuiando un campo posee un cen-
tro, circunstancia referida como el problema del centro. Este problema
fué resuelto por Poincaré para campos polinomiales. Posteriormente Lia-
punov lo generalizé para campos vectoriales analiticos. Por el teorema de
clasificacién de campos vectoriales polinomiales reales con centro, todo
campo polinomial con una singularidad no degenerada con centro posee
una integral primera de uno de cuatro tipos: reversible, Lotka-Volterra,
de codimension cuatro o hamiltoniano. Debido a que todo campo poli-
nomial real induce un campo polinomial complejo, podemos inducir una
foliacion compleja en el espacio proyectivo complejo de dimensién dos.
Se prueba que tales foliaciones inducidas poseen una integral primera
racional cuyas curvas de nivel son curvas algebraicas complejas.

En el presente trabajo reproducimos los resultados obtenidos por
Gautier [6] para el caso Lotka-Volterra mediante la teoria de foliaciones
holomorfas. Ademds, debido a una imprecisién en la prueba original
de Gautier, presentamos nuevos ejemplos de foliaciones elipticas para
este caso. Por otro lado, probamos que en los casos hamiltoniano y de
codimensién cuatro, las curvas de nivel siempre son de género uno. En el
caso reversible, via mapeos birracionales, las curvas de nivel estan dadas
por curvas hiperelipticas. En este caso, es facil calcular el género de las
curvas, puesto que el género es invariante por mapeos birracionales.

2. Preliminares

Toda ecuacién diferencial cuadratica para la cual el origen es una
singularidad no degenerada de tipo centro puede ser llevada mediante

12 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430



Foliaciones elipticas inducidas por campos cuadrdticos reales con centro

un cambio de coordenadas a la forma

Y+ a2,0332 + a2y + ao,2y2

(2.1)
—2 + by ox? + by 12y + bo 2y

x =
r_
y_

Lema 2.1. La ecuacidn diferencial cuadrdtica (2.1) puede ser escrita
en coordenadas complejas como

2 = —iz+ Az® + B2z + C72, (2.2)
para A, B,C € C.

Demostracion. Ver [8]. O

2.1. Ecuaciones diferenciales cuadraticas con centro

El problema del centro para campos cuadraticos reales fue conside-
rado por primera vez por Kapteyn [7]. En [7], se exhibe un conjunto de
condiciones algebraicas sobre los coeficientes de (2.1) para que exista un
centro en el origen.

Teorema 2.2 (Kapteyn [7]). El sistema (2.1) tiene un centro en el
origen st y solamente si una de las siguientes condiciones

1. azp +agp2 =0,
2. a1,1 = boo =0,
3. 0=aj,;1 —2byo = —b11 +4azo+ dap2 = bg’o + a2,0a0,2 + 2a(2)’2,
4. —big —2a20=a11 —2by =0
es satisfecha. |
Por el lema 2.1, la ecuacién (2.1) puede ser llevada a la forma
2 = —iz+ Az® + Bzz + CZ2, (2.3)

y asi tenemos diversos casos que considerar.
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Cuando B=A =0y C # 0, por medio de rotaciones y dilataciones
podemos considerar C' = 1. De esta manera (2.3) se convierte en

!

2 = —iz+ 7% (2.4)

Cuando B = 0y A # 0, nuevamente por medio de una rotacién
podemos limitarnos a tratar A = 1. Luego (2.3) toma la forma

2 = —iz+ 2%+ CF (2.5)

Cuando B # 0, por medio de una homotecia y una rotacién podemos
considerar B = 2, y (2.3) toma la forma

2 = —iz+ AZ® + 222 + CF2 (2.6)

Si aplicamos el teorema 2.2 a lo observado anteriormente obtenemos
la siguiente informacion.

Proposicion 2.3. Con la notacion de arriba, el origen es un centro
de la ecuacion (2.3) justamente cuando por medio de una rotacidn o
homotecia una de las siguientes condiciones es satisfecha:

1. A=B=0,C=1;

2. B=0,A=1;

3. B=2, A=—-1,C ¢R;

4. B=2, A,C €R;

5. B=2 A=4,|C|=2,C¢R. O

Teorema 2.4 (Kapteyn [7]). Existen cinco tipos de sistemas cuadrdticos
con centro:

Hy: 2/ = —iz + 22 (hamiltoniano 1);
QL 2 = —iz+ 22+ Cz%, C € C (Lotka Volterra generalizado);

H: 2/ =—iz+ —22+222+Cz? C € C\R (hamiltoniano);
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QF: 2/ = —iAz + 422 + 222+ CZ2, A,C € R (reversible);
Qu: 2 = —iz+422+2224+CZ?, |C] =2,C € C\R (codimensién 4). O

El lector interesado puede consultar [8] para la prueba del siguiente
teorema.

Teorema 2.5. Si la ecuacion (2.3) posee un centro, entonces ésta posee
una integral de la forma

1. Py e Rlz,y] (caso H y Hy);
2. zPyl(az + by +¢)", p,q €7Z, a,b,c €R (caso QF);

3. aP(y® + Pa(2))?, ¢ €N, p,q € Z, P> € R[z,y] (caso QF);

P3(.’L‘7 y)2
4. —=—""— P3; eR[z,y] y P, € Rlz,y| (caso Q4).
La notacion P; € Rz, y] indica que P; es un polinomio de grado i. O

Diremos que una integral primera es de tipo 2 (respectivamente
de tipo 3) si tiene la forma dada en el {tem 2 (respectivamente {tem 3)
del teorema 2.5.

2.2. Formula de Cerveau-Lins Neto

En esta seccion presentaremos una formula para calcular el género de
una curva irreducible invariante por una foliacién mediante herramientas
de la teoria de foliaciones. Esto se efectiia por medio de un cierto indice
a lo largo de una curva.

Definicién 2.6. Sean U C C2?, V C C abiertos con 0 € V, X un
campo vectorial en U y f : U — V una funcién holomorfa. Diremos que
C = f71(0) es invariante por X cuando satisface

df,(X(q)) =0, paratodo g€ C.
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Teorema 2.7 (Parametrizacién de Puiseux). Sea S = {(z,y) € U C
C?%: f(x,y) = 0} una curva irreducible que pasa por (0,0) € C? distinta
a los ejes coordenados. Entonces existe un germen holomorfo 0 : V. C
C — U, con V wvecindad de 0, definido como

0(z) = (=™, 2"u(z)),
tal que
e u es holomorfa con u(0) # 0;
o se tiene f(0(z)) =0, para todo z € V;
o my(f) =min(m,n) es la multiplicidad de f en (0,0); y
o cziste un disco D C C tal que 0 : D — (D) C S es un homeomorfis-
mo y 0|p\ 0} es holomorfa.
Demostracion. Para la prueba ver [5, p. 30]. O

Ejemplo 2.8. Sea X : R? — R?, X(z,y) = (qz,py), donde p,q € Ny
med(p, ¢) = 1. Consideremos la curva

C = {(z,y) € C*: zP = y7}.

Claramente, para f(z,y) = 2P — y? se tiene C' = f~1(0) y C resulta
invariante por X. Ademés, a : (C,0) — (C2,(0,0)) definida como a(t) =
(t9,tP) es una parametrizacién de Puiseux de C.

La siguiente proposicién, que puede ser encontrada en [2], nos ayuda
a definir un indice que se presta para calcular el género de una curva
algebraica irreducible.

Proposicién 2.9. Sea X un campo definido en un abierto U C C2, S
una subvariedad invariante de dimension 1 y p € S una singularidad
aislada de X. Consideremos ademds una parametrizacion de Puiseux
a:V — U en un dominio V. C C que contiene p. Entonces existe un
unico campo vectorial holomorfo X1 en D que cumple

da-X1=Xoaqa.
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En la proposicién anterior, dado X1 (t) = )_;s,, ait’, con an, # 0, el
valor i,(X,S) = m es llamado indice a lo largo de la curva S de X
en p.

Ejemplo 2.10. En el ejemplo 2.8 tenemos
X(a(t) = tgtt=", ptr=1) = ta’ (£) = o' (£) X (£).

Al adoptar la notacién de la proposicién 2.9 se cumple X;(t) =t y asi se
tiene i,(X,C) = 1.

Proposicién 2.11. Sea F una foliacién en P? dada en coordenadas
(x,y) de C? por una forma polinomial w = Pdy — Qdx. Para una sin-
gularidad p de F|cz y B una rama local invariante por F que pasa por
p, sea ™ una explosion en p. Consideremos B' = n*B, E = 7~ Y(p) y
p' € EN B’. Entonces se tiene

i (F.B) = iy (m*F,B') + my(B)(vp(F) — 1), sim es no-dicritico
P iy (T*F, B") + my(B)vy(F), st es dicritico.

O

Teorema 2.12 (Cerveau y Lins-Neto [4]). Sea F una foliacion sobre
P? de grado d y C una curva invariante por F de grado m. Entonces se
cumple

X(C)+m(d—1)=Y" > ip(F1,B), (2.7)

peC BeC{p}
donde X(C') es la caracteristica de Euler del normalizado de C y C{p}
es el conjunto de ramas que pasan por p. O

2.3. Fibraciones en superficies complejas compactas

Sea X una superficie compacta y S una superficie de Riemann com-
pacta. Diremos que f : X — S es una fibracién si f es un mapeo
holomorfo.
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Ejemplo 2.13. Sea F la foliacién en P? inducida por dF, donde F :
P? —-» P! est4 dada por

X3
F(X:Y:Z]) = .
En este caso F posee una unica singularidad p = (0,0). El proceso de
desingularizacién de F estd dado (ver [8, ejemplo 4.13]) por tres explo-
siones 7 = 71 o my 0 w3 : P2 — P2. Ya que se tiene

F5(s,t) = Fom omoms(s,t) =s,
el mapeo f = Fon: P2 — P! es holomorfo.

Diremos que f : X — S es una fibracién racional (respectiva-
mente eliptica) si f es una fibracién tal que todas sus fibras poseen
género cero (respectivamente, fibras conexas de género uno) salvo por
un nimero finito de ellas. Observemos que la funcién f del ejemplo 2.13
es una fibracién racional.

Sea F una foliacién en P2. Diremos que F es una foliacién eliptica
cuando posee una integral primera F : P? --» Plge modo que si 7 : P2 —
P? es la desingularizacién de F, entonces For : P2 — P! es una fibracién
eliptica.

En adelante pondremos gén(C) para aludir al género de la curva C.

2.4. Foliacion reversible y de Lotka-Volterra

Un cambio de variables en C™ es un mapeo polinomial

f:(flvafn)(cn_}(cn

tal que cada polinomio f; es de grado 1 y f es una biyeccion.

Diremos que una foliacién F en P? es de tipo 2 (respectivamente
de tipo 3) si existe un automorfismo T' : P2 — P? tal que T*F posee
una integral primera de tipo 2 (respectivamente de tipo 3).

Diremos que una foliacién F en P? es reversible (respectivamente
Lotka-Volterra) si F posee integral primera de tipo 3 y no de tipo 2
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(respectivamente si F tiene una integral primera de tipo 2 pero no de
tipo 3).

3. Foliaciones de codimensién 4 y de tipo ha-
miltoniano

En el teorema 2.4 vimos que en el caso de codimensién 4 el sistema
queda simplificado a

Qu:7 = —iz+ 422 + 222+ C72, |C] = 2,
mientras que en el caso hamiltoniano tenemos
H :2 = —iz—|—22, o
H:2 =—iz+—-22+2224+C7%, C eC.

Proposiciéon 3.1. Los casos hamiltoniano (H y Hy ) y el de codimension
cuatro (Q4) poseen integrales primeras cuyas fibras genéricas son curvas

elipticas.

Demostracion. En el caso H; el campo cuadrético 2/ = —iz + 22 po-
: . 1—3(z% +y?) + 2y(32% + 2

see integral primera f(z,y) = (z"+y )6 yBa+y ) Luego, la

foliacién F inducida por H; en P? posee una integral primera de la forma

73 —3(X2+YHZ +2Y(3X2 +Y?)
623

Dado ¢ € C, sea F, la fibra de F. Entonces se tiene

. dF. OF. OF.
Sing(Fe) = {8X o9y 0z 0} =0,

cuando ¢ # 1/6,1/12, es decir, en tal caso F, es una curva regular. En

F(X,Y,Z) =

particular F. es de género uno.
Anélogamente, en el caso H y el de codimensién 4 se prueba direc-
tamente que las fibras genéricas son regulares. O
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4. Clasificacion de foliaciones reversibles

Comenzamos observando que toda foliacién reversible F posee una
integral primera holomorfa de la forma

fla,y) = 2P(y* + P(x))7, (4.1)

donde q € N, p € Z* y P(z) = ax® + bz + c satisface b? — 4ac # 0. En
efecto, si b> — 4ac = 0, entonces podemos escribir P(x) = (z — \)? y
con ello ¥ + P(z) = y?> + (x — N\)? = (y —i(x — \))(y + i(x — \)). Esto
implicarfa f(z,y) = 2P(y — i(x — A))%(y +i(z — X)) con lo que F seria
de tipo 2; una contradiccién.

En esta secciéon probaremos el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Una foliacion reversible es eliptica si y solo si bajo un
cambio de coordenadas afines posee una integral primera de la forma

f=a3y*+ax® +bx +¢), f=2@*+az® +br +c),
f=a2732y? + az® + bz + ¢), =222 + az? 4+ bz + ¢),
f:x_4(y2+ax2+bx+c), f=2*@*+az? +bx +c),

— 23y 1 b + ©), F=a"2302 + az® + ba),
—:U_4/3(y + az® 4 bx), f=a72B2 +bx+c),
f=a2"%3y? + az® + bx), f=a" 82 + bz +c),
—:U_5/4(y + ax® 4 bx), f=a734y? + bz +c),

=274 (y? + az® + bx), f=a"Y4y2 + bz +c),
—m_5/2(y + ax® + bx), f=a"2(2 + bz +c),

f
f=a W2 ta), keZ—22, f=a‘Ti@?+a), keZ- 3L

4.1. Resultados preliminares

Para simplificar los calculos en el caso de las foliaciones reversibles,
estudiemos por separado los casos p > 0y p < 0.
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Si p < 0, la integral primera toma la forma

(y? + az? + bz + c)4
b1

f(x,y) =

y b1 = —D.

Sea C; = {(z,y) € C%: (y? + ax® + bz + )9 = taP1}. Ademés si t; € C*
satisface t7 = ¢, consideramos la curva

Ci, ={(X,Y) €C*: Y +aX? + bX 9+ c =t X"},

Lema 4.2. Sea ¢ : C2 — C? definida por ¢(X,Y) = (z,y) = (X,Y).
Entonces ¢|c,, es una biyeccion entre Cy, y Cy.

Demostracion. Probaremos primero que el mapeo ¢|¢, es inyectivo. Sean
(X1, Y1), (Y1,Ys) € C, sujetos a p(X1, Y1) = ¢(Xa, Ys). Entonces se tiene
X=X Y, =Yoy XP' = t7 (YR 4+aX 40X +¢) = t7 (YR +a X'+
bXJ + ¢) = XI'. Por otro lado, la condicién med(p1,q) = 1 implica que
existen enteros m,n € Z tales que mp; +ng = 1. Al tenerse X' = X2*
vy X{ = X1 sepasaa

mp+n mp+n
Xy = X[ = X = X,

con lo que ¢|¢, resulta inyectiva.

Ahora veamos que ¢|c,, es sobreyectiva. Sean (z,y) € Cy y X € C
tales que X% = x. Entonces se tiene (X,y) € Ct, v ¢(X,y) = (x,y), es
decir, Cy C ¢(C},). Reciprocamente, para (z,y) = ¢(X,Y) = (X9,Y),
donde (X,Y) € Cy,, tenemos

(y? +ax? +br+ )= (Y? +aX? +bX7 +¢)9 = tI(XP1)? = tazP?,

y as{ también (x,y) € C;. O
SeaU={[X:Y:Z]€P?:Z#0}y¢:U—-C*%[X:Y:2Z]—
(%,%) = (z,y). Pongamos

(Y2 +aX?+bXZ +cZ?)1
72q9—p1 X p1 ’

F(X,Y,Z) =

para el homogeneizado de f.
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Proposicién 4.3. Sea ® : P2 — P? dada por [X : Y : Z] — [X7:
Y ZP=t: ZP]. Con la notacién del lema 4.2 se cumple lo siguiente.

e El mapeo racional F satisface fop=¢oF.

o Sean C} y C}, las curvas homogeneizadas de Cy y Cy,, respectiva-
mente. Entonces ®|cx : Cf --+ Cf es un mapeo birracional.

o Ll género gén(Cy), gén(Cy) de Cf, Cf,, respectivamente, coincide.

Demostracion. El item 1 es trivial. Por el lema 4.2 tenemos que ¢ :
Cy — (O, es biyectiva. Asi ®
es decir, se cumple la segunda propiedad. Como el género es invariante
por mapeos birracionales, se sigue la tercera parte. O

c; + Cf --» Cf es un mapeo birracional,

Por otro lado, si tenemos p > 0, la integral primera de F, dada
en (4.1), toma la forma

f(z,y) = 2P(y* + az® + bx + ).
Andlogo al caso p < 0, dado t € C*, consideremos la curva de nivel
Cy = {(z,y) € C*: 2P(y* + ax® + bz + ¢)? = t}.

También, para t; € C* con t{ = ¢, consideramos

Ciy, ={(X,Y) € C*: XP(Y? +aX? +bXT 4 ¢) = t1}.
Asi como en el lema 4.2, tenemos el siguiente resultado trivial.
Lema 4.4. Sea ¢ : C?> — C2, dado por p(X,Y) = (X4,Y). Entonces

¢le,, : Cy — Cy

es un biholomorfismo. En particular se tiene gén(Cy) = gén(Cy, ). O

Gracias al lema 4.4, podemos considerar sin pérdida de generalidad
flx,y) = 2P (y® + ax®? + ba? + ¢) y C; = {(z,y) € C*: 2P(y* + ax® +
bx? + ¢) = t}. Ademds, cada vez que hagamos mencién al género de C;
nos referiremos al género de la curva homogeneizada.

Estudiaremos por separado los siguientes casos:
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Caso I: a 20y c # 0 (seccién 4.2),
Caso II: a #0yc =0 (seccién 4.3),
Caso IIl: a =0y c#0 (seccién 4.4),

Caso IV: a=0yc =0 (seccién 4.5).

4.2. Casol:a#0yc+#0

Como comentamos en la seccién 4.1, trabajamos con f(x,y) =
2P(y? + 229 + bz? + ¢). Ademds, dado que se tiene a # 0, por medio

x
del cambio (z,y) — ( y |, podemos suponer directamente

Va’
fla,y) = 2P (y* + 2 + ba? + o).
Ahora consideraremos las posibilidades p < 0, p > 0 pary p > 0

impar.

4.2.1. Subcaso p <0

Como vimos en la seccién 4.1, es suficiente calcular el género de
Cy = {(z,y) € C? : y?> + 227 + bx¥ + ¢ = tzP}. Observemos que C; es
una curva hipereliptica, esto es, cumple

Ci={(z,9) €C?*:y? = (x —a1)(z —az)...(z —an)}.

En este caso, es sabido que el género de la superficie puede ser
calculado explicitamente.

Teorema 4.5. La superficie de Riemann S, asociada a una curva de
ecuacion

V= (r—a)(r—az)...(x —ay),

n—1
donde a; € C son distintos, tiene género {[ 5 ]]
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Demostracion. Para la prueba ver [9], pagina 110. O

En consecuencia, para calcular el género de C; debemos hallar las
multiplicidades de las raices de Q(z) = 27 + bx? — tz~P + c. Para ello

ofrecemos el siguiente lema.
Lema 4.6. Parat génerico, las raices de Q(z) son diferentes y no nulas.

Demostracion. Sea c; € C una raiz de Q(x). Entonces tenemos Q(x) =
229 — bzl +tz P — ¢ = (z — ¢1)™Q1(x), con Qi(c1) # 0, para cierto
m > 0. Como se tiene Q(0) = —c¢ # 0 logramos ¢; # 0. Por otro lado, se
tiene

QT +c1) =" (T+c1) =aZ+..., (4.2)
) _
donde a = —( 1q) e b(?) cf + ( lp> te; P, De la ecuacién (4.2),

dado que t es genérico, obtenemos « # 0 y asf concluimos que Z™Q1(Z +
cl) es igual a aZ mas términos de orden superior. Esto implica m = 1, es
decir, que las raices de Q(z) son genéricamente diferentes y no nulas. [

Lema 4.7. Para t génerico, sea
Cy = {(z,y) €C? : y* = —2?7 — ba? +tz™P — c}.

Entonces Cy tiene género 1 dnica y exclusivamente si (p,q) es igual a
(-3,2),(-1,2),(—4,1) o (=3,1).

Demostracion. Sea t genérico. Por el lema 4.6, las raices de Q(z) =
—127 — bx? +tx~P — ¢ son diferentes y no nulas, es decir, se tiene Q(z) =
(x —a1)(z —az2)...(x —ay), donde

2q7 si 2q 2 2

d = deg(Q) = { (4.3)

—p, si—p > 2q.

En consecuencia, por el teorema 4.5, se tiene gén(Cy) = 1 si y solo si el
grado de @ es 3 6 4. De (4.3), se desprenden dos posibilidades.
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Si 2¢ > —p entonces deg(Q) = 2¢. Luego, se tiene gén(C;) = 1
siysolosi2g =364,2¢ > —py med(p,q) = 1. Asi, en este caso,
(p,q) = (=1,2) 0 (=3,2).

Si —p > 2q tenemos gén(Cy) = 1 si y solosi —p = 364, —p >
2q y med(p, q) = 1. Por lo tanto, (p,q) = (—=3,1) o (—4,1). O

Podemos resumir el calculo anterior en el siguiente resultado.
Teorema 4.8. Sea F una foliacion en P? con integral primera

(y? + 22 + bx + ¢)4
x—P

flz,y) = , —p>0yc#0.

Sea Cy una curva de nivel genérica de f. Entonces se tiene gén(Cy) =1
st y solamente si la foliacion F posee una integral de la forma

o = :v*?’(y2 + 22 +bx+c),
o [= z74(y2 + 22 +ba:+c),
o f=a"2(y? +2%+bx+c),
o f=a3(y> +a? +bx+c). O
4.2.2. Caso p>0y p par

Para p par, digamos p = 2k, con k € N se tiene

:Up(y2 + 227+ b + c)—t= (mky)2 4 P29 4 PPt oo —
Para 9 (x,y) = (z,2"y) tenemos ¢ (C;) = C}, donde

C) = {(x,y) € C? : y* + 2PT29 4 baPT 4 caP = t}.

En este caso ¢ : Cy --+ C] es un mapeo birracional y se tiene gén(Cy) =
gén(CY).

Lema 4.9. Para t génerico, las raices de xPT29 — bxPt9 —ca? —t = 0
son diferentes y no nulas (esto incluye el caso ¢ =0).
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Demostracion. En la demostracién del lema 4.6 vimos que —x29 — bx? +
txP — ¢ posee raices diferentes y no nulas para ¢ genérico siempre que
se cumpla ¢ # 0. Pero como se tiene Q(z) = xPT24 — bgP+e — caP — ¢t
(t € C*, significa t # 0), el resultado se sigue sin necesidad de la hip6tesis
c#0. O

Lema 4.10. Con la notacién anterior la curva Cj tiene género uno si
y solo si se cumple (p,q) = (2,1).

Demostracion. Sea Q(x) = xP+29 4 bxPT4 + caP — t. Por el lema 4.6, el
polinomio Q(x) tiene raices distintas y no nulas para t genérico. Luego,
se tendra gén(CY) = 1 si y solamente si 2¢+p = 3 0 2¢+p = 4. Como p es
par, ello solo es posible si 2¢ +p = 4 y asi obtenemos g =1y p=2. O

4.2.3. Caso p >0y p impar
En este caso se tiene p =2k — 1, k € N, y con ello obtenemos

(2P +/2y)?

2 2 _ 2 _
P (y +xq+bxq+c)—t_< pores +$q+bxq+c>xp—t—0.
Con ¢(z,y) = (z, 2+ %y) se tiene ¢(Cy) = Cf, donde Cy = {(z1,1) €
C2:y? 4 a7 opgP T gt — ¢}, Nuevamente o : Cf - C)

es un mapa birracional y se cumple gén(C}) = gén(Cy).

Lema 4.11. Parat genérico, la curva C} tiene género uno si y solamente
si (p,q) = (1,1).

Demostracion. Por el lema 4.9 tenemos que para t genérico la ecuacion
3P 4 g TP 4 ca? — ¢ tiene raices distintas y no nulas. Luego se tiene
gén(Cy) =1siysolosi2¢+p=2o02¢+p=3. Como p es impar y se
cumple p > 0, g > 0, ello puede darse exclusivamente con 2q +p = 3,

cuya unica solucién positiva es (p,q) = (1,1). O

Observacién 4.12. En los lemas 4.9 y 4.11 no hemos usado el dato
¢ # 0. Luego, los resultados aplican también con ¢ = 0. Esto es, si

C:y? = —aPT20 _pgPt9 4t p,g >0,
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cuando p,q son relativamente primos, para ¢t € C* genérico se tiene
gén(C) =1 si y solamente si (p,q) = (1,1) o (1,2).

Lema 4.13. Sea p > 0. Para t génerico consideremos
Cy = {(z,y) € C* : y* = —2®1 — b + ta¥ — c}.

Entonces Cy tiene género uno si y solamente si la foliacion F posee una
integral de la forma

. f:x(y2+x2+bx+c) 0

of:x2(y2+x2+bx+c). (]

4.3. Casoll: a#0yc=0

Al tenerse a # 0 podemos suponer sin pérdida de generalidad que
la integral primera es de la forma

2P (y? + 221+ ba?), peE€Z,qeN. (4.4)

Nuevamente, estudiaremos los casos p > 0, p < 0 par y p < 0 impar por
separado.
4.3.1. Casop>0

Por la observacién 4.12, la curva C; es eliptica si y solamente si se
tiene (p,q) = (1,1) o (2,1).
4.3.2. Caso p< 0y p par

Sea —p = 2k para algiin k € N. Escribamos C; = {(z,y) : v* +
az?? + bxd = tz~P}. Para calcular gén(C;) necesitamos establecer antes
tres lemas.

Lema 4.14. Si p es par y estd sujeto a —p < q, entonces se tiene
gén(Cy) =1 si y solo si (p,q) = (—2,3).

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 27



Liliana Puchuri

Demostracion. Sea(x,y) = (x,x*y). Es facil probar que para t genérico
¥ : C! — C; es un biholomorfismo, donde C} = {(z,y) € C? : y* +
P24 4 brPT9 = t}; lo cual lleva a gén(C]) = gén(C;). En consecuencia
las hipdétesis del lema implican que deg(C’) = p + 2q es par y que se
satisface ¢ < p + 2¢. De esta manera se tiene gén(Cy) = 1 si y solo si se
cumple p + 2q = 4, ¢ < p + 2q, para p, g relativamente primos. Esto es
posible solo con (p,q) = (-2, 3). O

Lema 4.15. Para —p > 2q, con p par, se tiene gén(Cy) = 1 si y sola-
mente si (p,q) = (—4,1).

1
Demostracion. Sea (z,y) = (*,y) y
x
C)={(z,y) €C? 1 y® +27207P 4 bg™ 9P = ¢t}.

Entonces ¢|c, : C; --» C} es un mapeo birracional; lo cual implica
gén(Cy) = gén(C}). De esta manera se tiene gén(Cy) = 1 si y solo si
—-p—q=30—-p—q=4, conp <0 pary med(p,q) = 1. Por lo tanto se
obtiene (p,q) = (—4,1). O

Lema 4.16. Si se cumple ¢ < —p < 2q, con p par, entonces se tiene
gén(Cy) =1 si y solo si (p,q) = (—4, 3).
Demostracion. En este caso, consideremos los mapeos racionales

Yo =(Gy) v o) =@y)

Para
) ={(z,y) €C? : y® + 29 + b=t P71},

se tiene que ¢ o P|c; : Cf --» Cy es un mapeo birracional. Al cumplirse
gén(Cy) = gén(C}) se tendrd gén(Cy) = 1 si y solo si ¢ =3 0 ¢ =4, con
—q <p=2k <2qymed(p,q) =1. Asi (p,q) = (—4,3). O

Podemos poner toda esta informacién dentro de un tinico resultado.
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Proposicién 4.17. Sea C; = {(z,y) € C? : y* = —227 — ba? + taP — c}.
Entonces para t genérico la curva Cy tiene género uno si y solamente si
la foliacion F posee una integral de la forma

(e) f=a(y?*+22+bax+c),
) f:x2(y2+:102+ba:+c),
(®) f=a2(y?+2> +ba+c)’,
(h) f:x_4(y2+x2+bx+c),

i) f:x_4(y2+x2+b:v—|—c)3. O

4.3.3. Caso p <0y p impar

Pongamos p = 2k — 1, donde k& < 0 es entero. Via la transforma-
cién ¥ (x,y) = (z,2**y) la curva C; resulta birracional a {(x,y) : y? =
—(229+P 4+ bzP+9 —t)}. Por un proceso rutinario obtenemos que los tini-
cos pares posibles para obtener género uno son (p,q) = (—1,2),(-3,1),
(=5,2),(-5,3),(-5,4),(-7,4).

4.4. CasoIlll: a=0yc#0

En este caso la integral primera es de la forma
fla,y) =aP(y* +br+c)!, pel, qeN

1
Al poner ¥(z,y) = (—, g) el mapeo 1|¢, resulta birracional sobre su ima-
x'x

gen. Luego, podemos suponer que se tiene Cy = {(z,y) € C? : ¢(x,y) =
2 P72(y? + br + cx?)? = t}. En este caso obtenemos la siguiente infor-
macioén.

Proposicién 4.18. La foliacion F = F (P (y*+bx+c)?) es eliptica inica
) exclusivamente para (pa Q) = (17 1)7 (_35 1)7 (_Ba 2); (_17 2)7 (2a 1)7
(—4,1), (1,2), (—4,3) o (—3,4). O
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4.5. CasoIV:a=0yc=0

Al tenerse b? — 4ac # 0 se infiere b # 0. Luego, podemos considerar
que la integral primera es de la forma

f(@.y) =" (y* + ba?).
Ademds, para t genérico se tendrd Cy = {aP (y? + ba?) = t}.

Lema 4.19. Si p > 0 entonces se tiene gén(Cy) =1 si y solamente si

(0.9) {(1, 1),(1,2) cuando p es impar,
p,q) =

, 1) cuando p es par.
Demostracion. Si p es par, tenemos
aP(y? + ba?) —t = (x%y)? + baPT9 — ¢,

Por medio de la aplicacién birracional (z,y) — (x, 2P/%y), podemos su-
poner sin pérdida generalidad que trabajamos con

Cy={(z,9) : y* = —baPT +t}. (4.5)

De esta manera el género serd uno si y solo si se tiene p+q = 3 o p+q = 4,
con p, q relativamente primos. Esto solo es posible con (p,q) = (2,1).
Si p es impar, resulta que C; es birracional a

{(z,y) : y* = —z(baPT?+ 1)} (4.6)

En consecuencia se tendrd gén(Cy) = 1siysolosip+g+1=3o0p+
q+ 1 =4, con p, q relativamente primos En este caso, tenemos solucién
en (pvq) = (171)7(1a2)- L]

Lema 4.20. Sip <0 yp+q >0, entonces gén(Ct) =1 si y solamente
st se tiene —p e N—2N o —p e N—3N.
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Demostracion. Si p es par, entonces Cy es birracional a C; = {y? =
—bazPT + t}. Luego, gén(Cy) = 1 si y solosi p+q =364, con p par y
med(p,q) = 1. Es decir, g e Ny —pe N—-3N o —p € N —4N.

Por otro lado, si p es impar, C; es birracional a C; = {y? =
—z(baPT4 +t)}. Asi, se tiene gén(Cy) = 1siy solosi p+¢ =364, con
p par y med(p,q) = 1. Luego, g e Ny —pe N—2No —pe N—-3N. O

Lema 4.21. Sip < 0 y p+ g < 0, entonces se tiene gén(Cy) = 1 si
y solamente si —p € N — 3N, —p € N —4N con p par, —p € N—2N o
—p € N—3N con p impar y q € N.

Demostracion. Si p es par, tenemos
2P (y? + ba?) —t = (z2y)% + ba?t — ¢,

Luego, por medio de los mapeos birracionales (x,y) — (z,22) y (z,y) —
(1,y), la curva C; es birracional a

y? = —br P71 4 t.

Por lo tanto, se satisface gén(Cy) = 1 si y solo si —p — ¢ = 3 6 4 con
p par y med(p,q) = 1, lo cual es posible siy solosi —p € N—3No —p €
N — 4N.

Por otro lado, si p es impar, la curva Cy es birracional a C; = {y? =
—x (bxp+q + t)} Debido a ello se tiene gén(Cy) = 1siysolosip+qg=3
0 4, con p par y med(p,q) = 1. Por lo tanto, ¢ e Ny —p € N—2N o
—p € N—-3N. O

Puesto todo junto tenemos el siguiente resumen.
Proposicién 4.22. La foliacion F = F(aP(y? + bx?)) es eliptica si y

solamente si (p,q) = (1,1), (1,2), (2,1) o —peN—-3N o —pe N—4N
conpparo—peEN—-2No —p e N—-3N conp impar y q € N. O
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5. Clasificacion de foliaciones Lotka-Volterra

En esta seccidén estudiaremos las foliaciones que poseen integrales

primeras holomorfas de la forma

fz,y) = 2Py (ax + by + )",

(5.1)

donde p,q € Z, r € Ny a,b,c € R. El teorema principal de esta seccién

es el siguiente.

Teorema 5.1. Una foliacion Lotka-Volterra bajo un cambio de coorde-
nadas afines es eliptica si y solamente si posee una integral primera de

la forma

F = aBylt3n(l 4 y)Lt3m,
F = alyltin(l 4 y)ltem
F = 28y on(1 4 y)Lom
F=at2020 (1 4 gy
f=zy(l—z—y),

f=a*y(1 -2z —y)?

4

f=a%y(1 -z —y),
f:x“y(l*x*y)ﬁ,
f=a*y*(1—xz—y),
f=a2%y% 1—I—y),
f=a(1—z—y)?
f=a’(1 -z -y,
f—xByZ(l—ﬂf—y)Q,
f=a'y? (1 -z —y),
f=a%* —x—y)37
f=a(1—z—y)?

f=2P 1 -z —y),

,7 €L — 27,

f _ $3y2+3n(1 + y)2+3m

f 4 3+4n(1 + y)3+4m

f _ x6y4+6n(1 + y)4+6m’
f=ab80 291 1) r e Z - 32,
f=ay(l —z—y)?,

f=a*y(1 -z —y),
f=a%y(1 -z —y)°,

f=a*yP(1—xz—y),
f=ayt(1—z—y),
f=2"’(1—z—y),
f=a'y?(1—z—y)°,
f=a%P(1—z—y)*,
f=ay’(1 -z —y)?
f=ay'(l -2 —y)?
f=a7P(1—z—y)?,
f=a2y(1 -z —y)?
f=z (1 -z —y)?
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Es facil comprobar que para a = b = 0 la fibra genérica de f posee
género 0. Debido a ello, basta estudiar por separado algunos casos.

Caso I: ¢ #£0,a#0yb+#0 (seccién 5.1),
Caso IT: ¢ #0, a =0y b # 0 (seccién 5.2),
Caso III: ¢ =0 (seccién 5.3).

51. Casol: a#0,b#0yc#0

El cambio de variables (z,y) — <7:x, —bcy> en (5.1) permite re-
ducir el problema a —b = —¢ = a = 1, de modo que f se simplifica
a

f(x7y) :xpyq(l_x_y>r7 paqEZ*a r € N. (52)

Lema 5.2. Dado f como en (5.1), en lo que atane a curvas de género
uno, es suficiente estudiar los casos

e p>0,qg>0.
e p<0,¢g>0yp+qg+7r>0.

Demostracion. Si en (5.1) tenemos p = 0 o ¢ = 0, entonces la fibra
genérica de f posee género 0. Sip > 0y g > 0, caemos en el primer caso.

s

Supongamos se tenga p < 0y ¢ < 0. Entonces 7 =z Py 9(1—x—y) "es

también una integral primera. Por medio del cambio de variable (z,y) —
(z,1—x—y) llegamos al caso p > 0y ¢ < 0. Este caso podemos reducirlo,
por medio del mapa (x,y) — (y,z) al caso p < 0y g > 0. Consideremos
entonces las tres posibilidades.

Sip+q+7 > 0, nos encontramos en el segundo caso, y no hay nada
que anadir.

1
Sip+q+r < 0, efectuamos el cambio (x,y) — (, y) para obtener
'z

una integral primera de la forma

x—(p+q+r)yq(1 —z—1y). (5.3)
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Es decir, nos encontramos de vuelta en el primer caso.

Sip+ q+r =0, entonces se cumple r = —g — p y tendremos
P q
_ z Yy _ P
f(xay) (ll'y) (ll’y) x1y17
€z Y
conrg = —— ey = ———. Luego la curva C = {(z,y) €
l—-z—-y l—2z—-y

C?% : zPyi(1 — x — y)" = t} es birracionalmente equivalente a C; =

{(z,y) : 2Py? = t}. Por lo tanto, no es necesario estudiar este caso pues
la integral primera posee fibra genérica de género 0, lo que escapa a
nuestro interés. O

Observacion 5.3. En el primer caso del lema anterior, por un cambio
de variable afin, podemos asumir 0 < p < g < r. En efecto, basta usar
los cambios de variables (z,y) — (z,1—x —y) o (z,y) — (1 —z — y,y).

Proposicién 5.4. Sea Cp, 4, = {2Py?(1—2z—y)" = 1}, conmed(p, ¢, 1) =
1 y sujetos a 0 < p < q < r. Entonces Cp 4, es de género 1 si y solo si
se tiene (p,q,7) € {(1,1,1),(1,1,2),(1,2,3)}.

Demostracion. Sea f(x,y) = zPy9(1 — z — y)". Entonces df induce una
foliacién F que en coordenadas afines viene dada por la 1-forma holo-

morfa

w=y(p—py—(p+r)r)de+ (g — gz — (q+r)y)dy. (5-4)
Ademds, F en las coordenadas (u,v) y (s,t), donde u =1, v =2 5= .
yt= i, queda definida por las 1-formas holomorfas

wi = —v(=(p+r+q)+(p+q)u—(p+q+r)v)dutu(—q+qu—(q+r)v)dv,
(5.5)

y
wy = s(—p+ps—(p+r)t)dt—t(— (p+q+r)+slp—q)— (p+q+r)t)ds,
respectivamente. Luego F es de grado 2 pues Lo, = {Z = 0} no es F-

invariante. Ademads, las singularidades de la foliacién estan dados por el
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conjunto Sing(F) = {4p=[0:0:1],4; =[0:1:1],4, =[1:0: 1],
As=1[p:q:p+q+7r,A2=[1:0:0],A5=[1:—-1:0],46=[1:1:0],
A7 ={[0:1:0]}.

Queda claro que C' = C,, 4, es de grado p+g+r y satisface Sing(F)N
C = {Ay4, As, Ag}. Para calcular el género recurrimos al teorema 2.12, es
decir ponemos

6
2-2gén(C) =Y i(F,Ba)— (p+q+r)(2-1), (5.6)
i=4

donde By, son las ramas locales de C' en A;, con i = 4,5, 6.

Calculemos explicitamente m(F, Bya,), las demds multiplicidades
son andlogas. En coordenadas (u,v,U;), tenemos A4 = (0,0), mientras
la curva C' estd dada por

V11 —u+vu)" = uPtrr,

Por otro lado, de la ecuacién (5.5), la parte lineal del campo asociado en
la singularidad A4 posee autovalores (g, p+r). Pongamos A = N
p+q+r
Tenemos dos posibilidades.

SiA¢ NU %, entonces por el teorema de la forma normal de Poin-
caré (ver [3]) existe un biholomorfismo ¢ : (U,0) — (V,0), (u,v) — (z,y)
con ¢(0) = 0 que satisface p*(w1) = (p + ¢ + r)vdu — qudv.

q
———— € NU —, por la forma normal de Dulac (ver [3]),
prqtr NP (ver [3])

existe un biholomorfismo ¢ : (U,0) — (V,0), (u,v) — (z,y) con ¢(0) =0
que satisface ¢*(w1) = vdu — (\u + ev™)dv, donde n = Ao A"! € Ny
e € {0,1}. Como F admite integral primera, se tiene € = 0.

En ambos casos, existe un biholomorfismo ¢ que satisface

wi=(p+qg+rivdu —qudv y C={v?—uPt?" =0},

Como i(F, By,) es invariante por biholomorfismos podemos trabajar en
estas coordenadas. Ahora, como se tiene

m—1
k. ptat
07 — Pt — I | (v — Ty ),

k=0
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donde m = med(p + ¢ + r,q) = med(p + r,q), se concluye que By =

a c k. ptgtr .
{vm —e¥™my~m = 0},i=0,...,m — 1, son las ramas locales de
C que pasan por Ay. Cada rama Bj de C en Ay estd parametrizada
ptr

localmente por (tm, —eQ’Ti%t = ), de donde se sigue la igualdad
i(F,By)=1, parak=0,--- ,m—1.

Andlogamente, existen n = med(p,q + r) ramas locales B; en As
tales que i(F, B;) = 1, y existen | = mcd(r,p + ¢q) ramas locales BJ/-/,
tales que i(F, B;) = 1. Al poner todo junto llegamos a

6
> i(F,Ba,) =m+n+1,
i=4
Al sustituir en (5.6) logramos
2-2gén(C)=m+n+l—(p+q+7). (5.7)
En consecuencia, C' es eliptica si y solamente si se cumple
ptg+r=m+n+l. (5.8)

Veamos para qué valores se satisface (5.8). Como m = mcd(g,r +
p) < g, n=mcd(p,r+¢q) <pyl=mecd(r,p+q) <r,se tiene (5.8) siy
solo si med(g,p+7) = ¢,med(p,q+r) =py med(r,p+q) =1

A fin de tener med(q, p+7) = g, med(p, ¢+r) = py med(r,p+q) =r
deben existir a, 3,7 € N sujetos a

r+p=aq, r+q=fp, p+q=nr

De estas igualdades obtenemos

(a+1)g=(8+1)p, (5.9)
B+1Dp=(y+Dr, (5.10)
(v8—1p=(y+1g. (5.11)
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Como se tiene p < g < r, de (5.9) y (5.10) concluimos 8 > « > 7. Por
otro lado, de (5.9) y (5.11) obtenemos

¢_p+1_6-1
p a-+l1 v+1

de donde se logra
ayB=24+a+08+7vy, [>a>1. (5.12)

Al final tenemos diversas posibilidades.

Si a = 3, la ecuacién (5.12) se reduce a 32y = 2 + 23 + v, lo cual
es equivalente a 2 = (8 — 1). Esto solo es posible con (8,7) = (3,1)
0 (2,2), de donde obtenemos dos ternas (o, 5,7) = (3,3,1) v (2,2,2).
Luego, de las ecuaciones (5.9), (5.10) y (5.11) y de los valores obtenidos
para (a, 3,7), se logra (p,q,7) = (1,1,2) o (1,1,1).

Anélogamente, si a = v, entonces v23 = 2 + 2y + B equivale a
2 = B(y—1). Como se tiene v < 3 se sigue vy =3 =2,y asi (o, 5,7) =
(2,2,2) y (p,g,r) = (1,1,1).

Si 3> a >+, de (5.12) obtenemos

afy <2+ 38,

que equivale a f(ya — 3) < 2 Luego, si ary > 3, la ecuacién anterior
implica que 8 = 1, una contradiccién. Por lo tanto, ay < 3 que, junto
con v < a, implica vy =1y a =2 o0 3. Sin embargo, a =3y v =1
en (5.12) implican 8 = 3, otra contradiccién. Entonces o« = 2, v = 1
y, por (5.12), 8 = 5. Asi obtenemos la terna (o, 3,v) = (1,2,5) y

(paqu):(1’273)' O]

Ahora estudiaremos en detalle el segundo caso del lema 5.2.

Proposicién 5.5. Sea Cp 4, = {y?(1 — 2z —y)" = 2P}, donde p > 0,
g >0, —p+q+r > 0 ymed(p, ¢, ) = 1. Entonces se tiene gén(Cp q.,) =1
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si y solamente si (p,q,r) pertenece a la siguiente tabla

p ¢ rllp ¢ rlp ¢ r|p q r

2 1 32 3 L1 2 2[[3 2 2

2 1 4)l2 4 1)1 2 3|1 3 2

31 43 4 14 2 3|4 3 2

31636 11 3 4|1 4 3

41 61/4 6 16 3 4|6 4 3
yil—z—y)"

Demostracion. SeaC = {yt(1—x—y)" = aP}ty f(z,y) = "
x
Entonces df induce una foliacién F dada por las formas
w=y(=p+py—(—p+r)r)de+x(g—qr — (¢ +r)y)dy, (513)
wi =—v(=(p+7r+q +@+qu—(p+q+r)v)dut (5.14)
u(—q+qu— (g +r)v)dv,

en las coordenadas (z,y) vy (u,v), respectivamente. Luego deg(F) = 2
y Sing(F) = {4 =[0:0:1,4 =[0:1:1],A,=[1:0:1],43 =
[-p:q:—p+q+7r,A4=[1:0:0,45=[1:-1:0],46 =1[1:1:
0], A7 =[1:0:0]}. Por su parte, la curva C' tiene grado ¢ + r y cumple
Slng(f) NnC = {A(], Al, A4,A6}.

Calculemos i(F, By,), donde B4, es una rama local de C' en Aj.
Por el mismo argumento de la proposicién 5.4, podemos suponer, sin
perdida de generalidad, que se tiene

w=—pydr+qrdy y Cpqr={y?—2" =0}

Sea m = mcd(p, ¢). Dada la factorizacién

m—1
- k
Yl — aP = H (y% — egmmx%),
k=0

se tiene que en Ag existen m ramas By = {ym — X pm = O} tales

que i(F,B) = 1. Andlogamente, en A; (resp. Ay y Ag), existen n =
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med(p,r) (respectivamente | = med(r,—p 4+ g+ 1) y k = med(q, —p +
g+ r)) ramas locales B tales que i(F, B) = 1. Al reemplazar en (5.6) se
llega a

2-2gén(C)=m+n+l+k—(qg+r).
De este modo Cp, 4, es una curva eliptica si y solamente si se tiene
g+r=m+n+l+k. (5.15)

La proposicién se sigue en virtud de [1, Lemma 4.8]. O

5.2. CasolIl: a=0,0£0y c#0

Al tenerse bc # 0, podemos suponer que la integral primera tiene
la forma f(z,y) = :cpyq(%y + 1)". Tras un cambio de variable y +— A

podemos suponer ademas b=c=1y
flzy) ="y (y+1)". (5.16)

Lema 5.6. Con las notacion anterior, por medio de un cambio birra-
ctonal de variables, podemos suponer p >0 y q > 0.

Demostracion. Sip < 0, hacemos el cambio birracional (z,y) — (1/z,y).
Luego se tendrd f(x,y) = 2 Pyl(y+1)" y asi todo se reduce a p > 0. Si
q < 0 se tiene

aPyl(y+1)" = (zy )Py P (y+1)", (5.17)

para todo n. En particular existe ng € N tal que g+ ngp > 0. Luego, por
medio del mapa (x,y) — (zy~ ™, y) podemos reducir todo a ¢ > 0. O

Esto naturalmente deriva en la siguiente proposicién.

Proposicion 5.7. La curva algebraica

C={(z,y) € C*:aPyi(1+y)" =1},
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con p,q,r € N y med(p,q,7) = 1, es eliptica si y solamente si bajo
permutaciones de {y = o} y {y + 1 = 0} se encuentra en la siguiente

lista:
3 1+3n(1 + y)1+3m _ 1 3 2+3n(1 + y)2+3m _ 17
4 1+4n(1 + y)1+4m _ 1 4 3+4n(1 + y)3+4m _ 1’
x6y1+6n(1 T y)1+5m — 17 6 4+6n(1 4 y)4+6m — 1’

atyP IR (L y)" =1, r € 27\ 22,
2SyPOF2 (L p ) =1, r € Z* \ 3Z.

Demostracion. Como trabajamos con t* € C genérico, podemos reducir
todo a t = 1. Sea entonces C = Cpq, = {2Py?(1 -2 —y)" =1} ¥y
f = xPy?(l — z — y)". Tal como en la proposicién 5.5, df induce una
foliacién F en P? que en las coordenadas (z,y), (u,v) y (s,t) viene dada
por

_ & _
Sy

py(1+y)dz +x(q+ (¢ +7)y)dy (5.18)

=u(qu+ (¢+r)v)dv—v((p+qQu+ (p+q+r)v)du, (5.19)
=ps(s+1)dt —t(p+q+r+s(p+q))ds, (5.20)
respectivamente. De esta manera se tiene deg(F) = 2, pues Ly, no es

F-invariante. Ademds, el grado de Cp 4 es p+q+ 7y Sing(F)NC =
{A3=1[1:0:0],A4 =1[0:1:0]}. Asi, por el teorema 2.12 tenemos

2-2gén(C) = > m(F,Ba,)+»_ m(F, Ba,)—(p+q+r)(2-1), (5.21)
B, Ba,

donde By, y Ba, son las ramas locales de C' en A3 y Ay.

Sea B4, una rama local de C' en As. Entonces en las coordenadas
(u,v,Uy), se tendrd Az = (0,0) y Cpqr = {v%(u+ v)" — uPT7H" = 0}.
De la ecuacién (5.19) concluimos que F es dada en una vecindad de Ua,
de A3 por

u(qu +(g+ r)v)dv — v((p+ Qu+(p+qg+ T)U)du.
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Luego, si ma, : Ua; — Ua, es el blow-up en As, entonces 7 F en las
coordenadas (u,t), con v = ut, viene dada por

wp, = —t(p+ pt)du + u(q+ (g + r)t)dt, (5.22)
y, en las coordenadas (s,t), con u = vt, por
wp, = p(t — t*)du+u( —r + (g +r)t)dt. (5.23)

Con C = {f(u,t) = t4(1+t)" —uP} el transformado estricto de C se tiene
T, F N C = {p1 = (0,0),p = (0,—1)}. En las formulas (5.22) y (5.23),
como 7y F posee integral primera, gracias a los teoremas de linealizacion
de Poincaré y Dulac, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
se cumple

wp, = —ptdu + qudt, w,, = ptdu — rudt.

Sea gpl una componente de la curva t? = u? o de la curva t" = u”.
Para m = mcd(p, q) se tiene

m—1
t9 —uP = H (t% — ezmﬁu%).
k=0
Por lo tanto, se satisface B,, = {tw = e2™mum} para algin k €

{0,---,m — 1}. En particular, se logra i(r3, F, Bp,) = 1. ~Por el teo-

rema 2.11, como Az es una singularidad no dicritica, si w(Bp,) = Ba,
tenemos

i(]:’BA3> = i(ﬂ-jb}-vépl) + mAS(BAa)(l - 1) =1 +mA3(BA3)’ (524)

donde m 4, es la multiplicidad de larama By4,. De esta manera por (5.24),
para calcular i(F, By,) es suficiente calcular ma,(Ba,). Como &;(z) =
(zm,zm ) es una parametrizacién de Puiseux para la rama Epl, se con-
cluye que a;(z) = (27, 2mima zm ) es una parametrizacién de Puiseux de
B, . Del teorema de parametrizacién de Puiseux se obtiene ma,(Ba,) =
4 L;Zq) = . Luego, al reemplazar en (5.24) logramos

min(-L,

i(F,Bay) =1+ L.
m

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 41



Liliana Puchuri

Anélogamente, si §p2 es una de las ramas de la curva t” = u? que pasan
por po, se tendrd i(F,Ba,) = 1 + -, donde m(B,,) = Ba,. Ademas,
existen [ = mcd(p, ¢ + r) ramas en Ay, tales que i(F, Ba,) = 1. Por lo

tanto en (5.21) conseguimos

m

n l
2-2gén(C) = Z(H%HZ(H%HZ —(p+g+r)(2=1) = mtntli—p.

i=1 i=1 i=1

En pocas palabras, se tendrd gén(C) = 1 si y solamente si p = m+n—+1.
Al poner n = med(p, ), m = med(p, q) y | = med(p, ¢+ ) existirdn
valores v, a, 8 € N sujetos a

p=ny, p=mf, p=lo

De estas ecuaciones, debido a la condicién p = m + n + [, se pasa a

B = ya + fa + B. (5.25)

Como las variables a, 3,7 en (5.25) son permutables, calcularemos las
soluciones en el caso v < a < (. Si a = 3 0 a = 7, la terna tendrd que
ser (v,a, 8) = (2,4,4) o (3,3,3). Analicemos cada caso por separado.

Para el caso (v,,3) = (3,3,3), se tienep =3n=3m =3l y m =
n = [. Como p, ¢, r no tienen factores comunes se cumpliran =m =1=1
y p = 3. Por el algoritmo de la division, existen enteros u,t € N sujetos
ar=3u+t, con0<t<3. Al ser p,r relativamente primos, esto fuerza
t = 1,2. En consecuencia r puede ser de la siguiente formas

r=3u+1lor=3u+2. (5.26)

Anélogamente, existen v, s € N tales que ¢ = 3v+s, con 0 < s < 3. Como
med(p, ¢)=1 se tiene s = 1 0 2, lo que implica ¢ =3v+1 0 ¢ = 3v + 2,
respectivamente. De esto, como ademds se tiene med(3,¢q + r) = 1, por
la ecuacién (5.26), obtenemos

(pyg,r)=(3,3v+1,3u+1) o (3,3v+2,3u+2). (5.27)
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Ahora veamos el caso (v,a, ) = (2,4,4). En este caso, p = 2n =
dn = 4l, asi m =1l y n = 2l = 2m. Como mcd(p,q,r) = 1 tenemos
l=m=1,n=2yp=4. Similarmente al caso anterior, existen enteros
u, vy t,s tales que q =4du+tyr =4v+s, con 0 < s,t < 4. Como
m = med(p,q) = n = med(p,r) =1y I = med(p,q + r) = 2, entonces
t,s # 0y t+ s es par y no es multiplo de 4. Por lo tanto, obtenemos las
familias de soluciones

(p,q,7) = (4,4u+1,4v + 1), u,v € N,
(p,q,7) = (4,4u + 3,4v + 3), u,v € N.

Si B >a >, por (5.25), 7 =2, aa =3y [ = 6. En este caso,
p = 2n = 6m = 3l. Como mcd(p,q,7) = 1 entonces m = 1, n =3y
Il =2y p = 6. Por el mismo argumento que en los casos anteriores,
obtenemos (p,q,7) = (6,6u+ 1,6v+ 3) o (p,q,r) = (6,6u + 5,6v + 3),
con u,v € N. O

5.3. Caso Ill: ¢c=0

En este caso se tiene b # 0 y a # 0. Por medio del cambio de

coordenadas = — = yy= oy podemos suponer a = b =1y f(z,y) =
a

aPy?(z + y)". Por medio del cambio birracional (2',y') — (2/, z—:), redu-
cimos el trabajo a f(2/,y') = /PT917y'1(14y')" y regresamos al caso 5.2.
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Abstract

Embedded in the study of Hilbert’s infinitesimal problem is the question

of existence and number of limit cycles of linear perturbations of Ha-

miltonian fields. Since there is available a classification of real quadratic

fields with center in R2, we can match them with complex fields in C?
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that induce a foliation in P2. Our objective is to classify the foliations
in P? induced by the fields obtained by said classification of quadratic
fields with center which are elliptic fibrations, that is, the ones with level
curves of genus one.

keywords: Limit cycles, Hilbert’s 16th problem, elliptic foliations.
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