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Resumen

Presentamos (sin demostracién) una versién del teorema de Bott para
un orbifold complejo compacto y con singularidades aisladas. A contin-
uacién deducimos algunas consecuencias importantes de este teorema, y
finalmente daremos algunas aplicaciones para foliaciones holomorfas en
espacios proyectivos ponderados.
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1. Preliminares

Un orbifold o V-variedad puede ser visto localmente como un espacio co-
ciente de un espacio euclidiano bajo una acciéon de un grupo finito lineal.
La nocién de orbifold fue introducida por Satake [10] en el contexto de
automorfismos de formas en los anos 50 con el nombre de V-variedad,
y por Thurston [11] en el contexto de la geometria de las 3-variedades
en los anos 70; fue entonces cuando gané el nombre de orbifold después
de una votacién entre sus alumnos. Objetos similares aparecen en ge-
ometria algebraica, ahi llamados Q-variedades. Tales objetos pueden
presentar singularidades, pero ellas son siempre de tipo cociente.

Un orbifold es un espacio complejo paracompacto conexo M que
satisface la propiedad que cada punto p € M tiene una vecindad abierta
U C M que es un cociente U 2 V/G, donde V es una variedad compleja,
G es un subgrupo finito del grupo de biholomorfismos de V', con V' y G
dependientes de p. Llamaremos cobertura local suave a la proyeccion
natural 7 : V — U = V/G. En adelante (M, p) denotard el germen de
orbifold M en el punto p y serd llamado germen cociente. Morfismos
entre orbifolds son las aplicaciones holomorfas entre ellos.

Puesto que las posibles singularidades que aparecen en un orbifold
M son de tipo cociente, se tiene que M es un espacio complejo re-
ducido, normal, Cohen-Macaulay y con solo singularidades racionales.
Denotaremos este conjunto singular por Sing(M) y la parte regular por
Mpey = M\Sing(M). La dimensién de M es la dimensién de la variedad
compleja Mpeg.

La estructura local de un orbifold entorno de sus singularidades fue
descrita por David Prill en [8]: si dim¢cM = n, entonces cada germen co-
ciente (M, p) determina un unico (médulo conjugacién) subgrupo finito
pequeno G, C GL(n,C) tal que (M, p) = (C",0)/G), con una proyeccién
natural 7 : (C",0) — (M,p). Notemos que se tiene p € Sing(M)
si el grupo de isotropia G}, es no trivial. Resaltamos que se cumple
Gp = m1((M,p)\Sing(M)) y por esa razén G, es llamado el grupo fun-
damental local de M en p. Recordemos que G, es pequeno si satisface
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codimc(Fizx Gp) > 2 (acd Fix G, = Ugx.Fix g), 0 equivalentemente, si
ningin elemento en G, tiene a 1 como un autovalor de multiplicidad
n — 1. Veamos algunos ejemplos de orbifolds.

Ejemplo 1.1. I. Toda variedad complexa M es trivialmente un orbifold
sin singularidades.

II. Sean U =D ={z € C:|z2] <1} CcC,V =D, y py el grupo
de las raices n—enésimas de la unidad actuando por multiplicacién, con
cociente 7 : V' — U dado por 7(z) = z™. Resulta entonces que U es un
orbifold con una unica carta orbifold (V, uy, 7).

III. Si G C GL(n,C) es un subgrupo finito, entonces el cociente
C™/G es un orbifold. En particular, paran =2y G C SL(2,C) subgrupo
finito, tenemos las singularidades kleinianas (o de Du Val) A,;,—1, Dpyy2,
con (m > 2), Eg, E7 y Es. En dimensién 2 cualquier espacio complejo
con singularidades de tipo Klein tiene una estructura natural de orbifold.

IV. Un dato bien conocido es que toda variedad térica Ma, donde
A es un fan simplicial, es un orbifold. Como un ejemplo importante
de este tipo de orbifolds aparecen los espacios proyectivos ponderados
P™(w).

V. Considere el 4-toro complejo T* = C2/Z*. Definamos el mapa
o : T* — T* mediante

o,(ezt17ezt27 elt3761t4) — (e—zt17e—lt27e—1t37 e—zt4)

e identifiquemos (o) con Z,. La superficie de Kummer T*/Z, es un
orbifold con 16 singularidades aisladas.

Una k-forma diferencial en M es una k-forma C*° en Mg, tal
que el pull-back 7*w se extiende a una k-forma C'* en cada cobertura
local suave 7 : (V,p) — (M,p) de M. De ahi, si w es una 2n-forma
diferencial en M con soporte compacto Supp(w) C (M, p), entonces, por

definicién, se tiene
1 / .
w= T w.
/ #Gp
v

M
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Ahora, si la 2n-forma diferencial w tiene soporte compacto, mediante
una particién de la unidad {pa,Us}aca (invariante por la accién local,

ver [10]), tenemos
[o=% [ oo
M M

Anélogo al caso de variedades tenemos el haz &% de k-formas difer-
enciales en M, junto con la derivada exterior d : &% — &1 y el haz
total &* = Pyepca, EF-

Cuando M tiene dimensién n, via la férmula de Satake-Stokes (cf.
[10]), para w € To(M, &2 1) (es decir, de soporte compacto) se logra

/dsz.
M

Los complejos de De Rham Hn(M,C) = @ HE,(M,C) (el
0<k<2n
usual) y Hip (M,C) = @ Hbg.(M,C) (el de soporte compacto)
0<k<2n

quedan bien definidos entonces y vale dualidad de Poincaré: el par
HE(M,C) x HX"F(M,C) — C
(EN0) — [unn

M

resulta no degenerado. Como en el caso de variedades, para orbifolds
vale el teorema de De Rham y tenemos H*(M,C) = H},(M,C), donde
H*(M,C) es el anillo de cohomologia singular con coeficientes complejos
y, si consideramos la cohomologia de Cech, vale también H Jr(M,C) =
H*(M,C).

Sea p : E — M una aplicaciéon holomorfa sobreyectiva entre orb-
ifolds. Sea F' una variedad complexa. Diremos que p es un fibrado
holomorfo orbifold con fibra F si para todo p € M existe un cober-
tura local suave 7 : V — U 2 V/G,,, de una vecindad abierta U de p, y
una accién de G, sobre el fibrado trivial V' x F sobre V (con fibra F)
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con E|y = (V x F)/G,. Obsérvese que en tal caso p~'(p) = F/G, es un
orbifold para todo p € M. En particular se tiene p~!(p) = F para todo
pE MRego

Ejemplo 1.2. Como ejemplo, tomemos F' = C*, con accién de G, sobre
V x C* dada por g-(%,v) = (97, A(%, g)v), donde A : V xG), — GL(n,C)
es holomorfa y cumple A(%,gh) = A(hZ,g)A(Z,h). Para més detalles
ver [10], [7].

Sea (U, p) un germen cociente, y sea 7 : (V,p) — (U, p) un cobertura
local suave. Un haz coherente F en (U,p) es un haz orbifold libre
si F es reflexivo (es decir, el homomorfismo natural 7 — FVYV es un
isomorfismo) y (7*F)YY es un haz libre. Cuando M es un orbifold,
un haz coherente F en M serd un haz orbifold localmente libre si
F|(u,p) es un haz orbifold libre para todo p € M. Para mayores detalles
ver [1].

Un fibrado vectorial orbifold E sobre M es un fibrado vecto-
rial holomorfo Egeq sobre Mg, tal que i,(O(ERey)) es un haz orbifold
localmente libre. Aqui ¢ : Mg, — M es la inclucién y O(ERg.y) el haz
de secciones de ERreg.

Ejemplo 1.3. En el ejemplo 1.1, caso II, consideremos el fibrado trivial
orbifold dado por el diagrama conmutativo

V x C—" (V x C)/ttn

V———>0,

donde la accién de p,, sobre V x C estd dada por g - (z,v) = (g2, gv).

Posteriormente daremos un ejemplo no trivial de un fibrado vectorial
orbifold de rango uno en P™(w).
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Observacién 1.4. Un fibrado vectorial holomorfo Fr., en Mg., es
un fibrado vectorial holomorfo orbifold en M cuando para toda cober-
tura local suave (V,p) — (U,p) =2 (V,p)/Gp de M existe un fibrado
vectorial holomorfo Ey junto con una accién de grupos G, tal que
(Bv|v,p)-Fiza,)/Gp = Ereglv,p)- Ademds Ey y la Gp-accién en By
quedan determinadas inicamente por Freg4.

Observacion 1.5. Dado un haz orbifold localmente libre F sobre M,
existe un fibrado vectorial orbifold en M tal que F es isomorfo al haz de
secciones de E. Mdédulo isomorfismo E es unico.

Sea M un orbifold y F un fibrado vectorial holomorfo orbifold en
M. Una métrica orbifold h en E es una métrica hermitiana en Epe4
tal que para toda cobertura local suave 7 : (V,p) — (U, p), el pull-back
7*h admite una extension a una métrica hermitiana hy en Ey .

Como en el caso de variedades, a través de particiones de la unidad
siempre es posible construir métricas orbifold. De manera similar pode-
mos construir conexiones, curvatura y clases de Chern asociadas a un
fibrado vectorial holomorfo orbifold (para més detalles ver [7], [1]).

En el capitulo 2 de este trabajo (a continuacién), presentaremos un
teorema de tipo Bott para un orbifold complejo compacto y con sin-
gularidades aisladas (teorema 2.1), y deducimos algunas consecuencias
importantes de este teorema. En el capitulo 3 daremos algunas aplica-
ciones en el contexto de foliaciones holomorfas en espacios proyectivos
ponderados.

2. Un teorema de tipo Bott

Sea M un n-orbifold compacto y con singularidades aisladas. Sea L un
fibrado vectorial orbifold de rango 1. Consideremos las clases de Chern

cx(TM — L) = e, (TM) + cp_1(TM)cr (L) + - + e (D)F,
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donde LY denota el dual de L y 1 < k < n. Consideremos también
(TM —LY)=c]"(TM —LY)--- ¢ (TM — L"),

donde v = (v1,...,0n) y N =01 + 203 + - - - + nU,.
Como casos particulares resaltamos los dos casos extremos:

L ci(TM —LY) =1 (TM) + 1 (L),
L en(TM — LY) = ep(TM @ L).

Identifiquemos M, «,,(C) con C™. Recordemos que un polinomio
P : M,x,(C) — C homogéneo de grado k es llamado invariante si
cumple P(A) = P(GAG™1) para todo G € M,,«,,(C) invertible. (Ejemp-
los bésicos de tales polinomios estdn dados por la relacién Det(A+t-I) =
Sr_oP"F(A) - " en particular tenemos Py(A) = Tr(A), la traza, y
P,.(A) = Det(A), el determinante).

Sean o1 (21, ...y 2n) = Doiq Ziy -y On(21, s 2n) = [y 2 las fun-
ciones simétricas elementales. Pongamos ¢’ = oy*...0". Es sabido
que cualquier polinomio homogéneo invariante es una combinacion lin-

eal P=3%" a,0", a, € C (ver [6]).

Teorema 2.1 ([3]). Sea M un orbifold compacto de dimensidn n con
singularidades aisladas. Sea L un fibrado vectorial orbifold de rango 1
sobre M y & una seccion holomorfa de TM ® L cuyos ceros son aislados.
Si P es un polinomio homogéneo invariante de grado n, entonces se tiene

vy P(JE)dz A --- A dZ,
P(TM — L ——R it A,
/M ( MZ # P es”( £ ...& )

donde m, : (U,p) — (ﬁ/Gp,p) denota la proyeccion, € = 7 (£), JE =

(6&) y Resg (W) es el residuo de Grothendieck, siempre
1---Gn

que £(p) = 0. O

Definicién 2.2 ([10]). Sea M un orbifold y & una seccién holomorfa
de TM ® L con singularidades aisladas. Dado p € M, consideremos la
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cobertura local suave m, : U—-U=>U/ G, de una vecindad abierta U
de p. El indice de ¢ en p esta definido por

1

T,(6) = e To(6)

donde Z 5( 3 ) es el indice de Poincaré Hopf de € en p.
En el teorema 2.1, de las propriedades de los residuos, sigue direc-

tamente lo siguiente.

Corolario 2.3. Con la notacion del teorema 2.1 se tiene

en(TM ® L) Z(
/| >

&(p)=0

Ademds, si los ceros de £ son no degenerados (es decir Jé(ﬁ) #£0
para todo p € Sing(&)), tenemos

/M (TM —LY) =

Proof. Para la primera parte, en el teorema 2.1 tomemos P = C),. En-

tonces la igualdad se sigue de ¢, (TM — L) = ¢,(TM @ L) y T5(€) =

C, (]é)dzlxx AdZ,,
€.

de las propledades locales de residuos para campos holomorfos con sin-

1 CU(JIED)
3

o5 #Cy det(JE(p))

Resg ( ) La segunda parte se desprende directamente

gularidades no degeneradas, ver [6, pagina 650]. O

Anidlogo al caso liso, daremos una generalizacién de la definicién del
indice de Baum-Bott para una superficie orbifold. Sea F una foliacién
holomorfa con singularidades aisladas en una superficie orbifold M. Sea
p € M una singularidad de F; asumamos que cerca de p la foliacién esta
localmente dada por un campo de vectores holomorfo £ = 518% + 526%
o por una 1—forma holomorfa w = &;dw — &dz, donde (z,w) son las
coordenadas locales centradas en el punto (0,0) y &1, & son funciones
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holomorfas con &1(0) N &1(0) = {(0,0)}. Definimos el indice de
Baum-Bott en p por

2
BB(F,p) = #1GPR68(0’0) (T;(?dz A dw) .

3. Aplicacién: foliaciones en P"(w)

En esta seccién daremos las aplicaciones de los resultados dados anteri-
ores a las foliaciones holomorfas en los espacios proyectivos ponderados.
Primero, en forma rapida presentamos algunos preliminares; para més
detalles se puede consultar [7], [5] o [4].

Sean wg, ...,w, € ZT coprimos dos a dos. Consideremos la accién
en C"T1\{0} dada por

A (Zo, ceey Zn) = ()\wOZO7 ...,)\w”Zn).

Pongamos w = (wy, ..., Wy ), |[w| = wo + ... + Wy,
El espacio proyectivo ponderado en los pesos wy, ..., w, esta
dado por

Py, = P"(w) = P(wg, ..., wn) = (C"T1\{0})/ ~;

Acé ~ hace referencia a la relaciéon de equivalencia determinada por las
érbitas del grupo del parrafo anterior. Denotaremos por 7 : C**1\{0} —
P? a proyeccién candnica. Observemos que para wg = ... = wy, = 1 se
tiene P}, = PZ, el espacio proyectivo usual.
Estos espacios tienen singularidades precisamente cuando algin w;
es distinto de 1. En efecto, en tal caso se tiene
Sing(Pr) = {(0: .. :\1//: w1 0)y rwy # 13

g
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En este contexto resulta til introducir la funcién ¢ : P¢ — Py dada
por o(Zy : ...: Zy) = (Zy° : ... : Z™),. Es un simple ejercicio verificar
que ¢ es de grado wy - - - wy,.

Establezcamos algo de notacién. Para cada ¢+ pongamos

Ui = {[Zov "'aZn]w € ]PZ, : Zz 7é 0} C ]PJZ)

Ademés consideremos p,,, = {z € C*: z%i = 1}.
El grupo pu,, induce una accién en U; = C" dada por

—

ANAZo, s Ziy o Z) = (N Zo, oo Ziy o N7 ),
de modo que se tiene U; = ﬁ/uw Entre estas copias de C", para j < @

tenemos un cambio de coordenadas orbifold (ver [7]), osea una aplicacién
holomorfa inyectiva

Pij - Ul — Uj
dada por
_ Zo Z; 1 Zn
Pij ((ZOa 23} Zia X} Zn)) — <Zw0/wf’ 32X Za 3 sz/w] PR} Zw7l/wj ) )
J J J

tal que ;; respeta la accién local de los grupos fiw, ¥ plw;. Con ello Py
adopta estructura de orbifold.

Fijemos d € Z, consideramos la accién
C* x (C"™\{0} x C) — C"*1\{0} x C
dado por
(N (Z0y oy Zn)s t) = (A0 Zg, ..oy N7 Z,), A2).
Definimos el fibrado vectorial orbifold lineal en PP}, por
Ou(d) = (C"\{0} x C)/ ~.

La siguiente proposicién describe las secciones holomorfas globales
de O, (d) cuando d > 0.

92 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 83-104, ISSN 2305-2430



Un teorema de tipo Bott

Proposicién 3.1 ([7]). Sid > 0, tenemos
HO(P", 0,(d)) = D C-(Zk..zk).
woko+...4+wpkn,=d
O
Se verifica que el grupo de Picard de P}, es un grupo ciclico infinito
con el producto tensorial y es generado por O, (1), con O, (1)®¢ =
Ow(d), d € Z. Ademss, si ¢ : PE — P es como antes, entonces

©*(Oy(1)) = O(1) (es decir, ¢ es functorial). Detalles de esto puede
ser visto en [7].

Proposicién 3.2 ([7]). Para O, (1), el fibrado hiperplano en PP, se
tiene

O

Similar al caso proyectivo, tenemos una sucesién de Euler (ver [7]):

0—C -5 @Oy (w) L TP — 0,
=0

donde
L a1 (w020, wnZ),

IL B: Py, ) — (X Pig%), acd m: CPFI\{0} — P7 es la
proyeccién canonica.

Al aplicar producto tensorial con O,,(d—1) obtenemos la sucesién exacta

0= Oy(d—1) = @ Ou(wi +d—1) = TP ® Oy(d — 1) — 0.
i=0
Una foliaciéon holomorfa de dimensién uno y grado d en P}, queda

en la prictica inducida por un elemento de HO(P? , TP" ® O, (d — 1))
(comparar con [4]).
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En efecto, toda foliacion holomorfa de dimensiéon uno y grado d
en P? queda determinada por un campo de vectores en C*T1\{0} de
la forma X = Z?:OP%'(Z)aiz,;v donde cada P; es un polinomio casi-
homogéneo de tipo (wy, ..., wy) y grado de casi-homogeneidad d+ w; — 1:
es decir, que satisface

Pi(AY Zy, .., A" Z,)) = N P(Zy, .. Zy), i =0, ..., n.

Sin embargo, obsérvese que QR + X define la misma foliacién que
X, donde R,, = wOZOaLZO + ...+ wnZn% es el campo radial y @ es
cualquier polinomio casi-homogéneo de tipo (wy, ..., w,) y grado de casi-
homogeneidad d — 1, de ahi la terminologia.

Proposicién 3.3. Sid > 1 — Mdz{w; + w; : i # j}, entonces se tiene
HO (B, TR © 0,,(d - 1)) # {0},

Prueba. El par Qp, x Qp," — Qp, induce el isomorfismo (), =
Home (g, ", Q(P?Z).wPor otro lado tenemos Kpn = Ouw(— >0 Owi)w, de
modo que se logra TPZ, = (4, )Y = Q=" ® (g, )Y = Q& (X1 w).
Una vez que se tiene HO(P?, TP? O, (d—1)) = HO(IP" Qp,. Yo wit
d — 1)), el resultado se sigue de [5, corolario 2.3.4]. O

Pasemos ahora a aplicaciones y ejemplos en los espacios proyectivos
ponderados. El siguiente corolario es una aplicacién del corolario 2.3.

Corolario 3.4. Para & una seccion holomorfa de TPI ® O, (d —1) con
singularidades aisladas se tiene

n

> L) = 1) o).

£(p)=0 0 "™ =0

En particular, si € tiene singularidades no degeneradas, entonces se

cumple
n

1
Z = Z — )" oy(w).
£(p)=0 #Gp W

0 Wn =
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Si ademds £ se tiene Sing(€) N Sing(Pl) = &, entonces se satisface
n

#Sing(§) = - Z(d —1)"oj(w).

w.aow
0 nj:O

Prueba. En virtud del corolario 2.3 basta demostrar la igualdad
1 = ;
/ (TP & Oy (d — 1) = ———— 3 (d = 1)" 5 (w).
ig

w ...w
0 nj:O

Veamos eso. Pongamos s = d — 1. En la sucesién de Euler
0—-C— é@w(wi) — TP} — 0,
i=0
tenemos ¢(TP) = ¢(C)c(TPL) = (B Ow(w;)); lo cual conduce a
en(TP, ® Ou(s)) = zn: ¢ (TP} )e1(Ou(s))" ™
j=0
= 3 D Oulw)er (Ouls)) .

j=0 =0

= Y 5" (@D Ou(wi))er (0w(1)" . (3.1)
j=0 i=0

Para calcular ¢; (B, Ow(w;)) ponemos ¢1(Oy(1)) = h, y tenemos
entonces

n

(@POu(w)) = [[e(Oulw)) =]]A+e1(Ou(wi)
=0 =0

i=0
n n+1
= H(l +w;h) =1+ Z oi(w)h?.
i=0 j=1
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Asi, en (3.1) tenemos

n(TP) @ Oy(s)) = s"h"+ Z s"_jcj(ea O (w;))R" ™7
j=1 i=0

= s"h" + Z s" o (w)hIh" I
j=1

- (s" + Z Sn_jaj (w))h”
j=1

n

= (Z s"_jaj(w))h".

=0

Gracias a ello la proposicién 3.2 nos lleva a

n —71 s" o (w
/Pcn<TPw®ow<s>>—womwnZ 5(w).

n
w

O

En el siguiente corolario establecemos condiciones para que una fo-
liacién en PP}, sea singular.

Corolario 3.5. Sea F una foliacion holomorfa de grado d y con singu-
laridades aisladas en P, Si se cumpled >0 6 d—11 0, (w), entonces se
tiene Sing(F) # @. Para n =2 basta d > 0 para lograr Sing(F) # .

En particular, cuando F es inducida por una seccion holomorfa &
de TP? @ O (d — 1), si para algin i se cumple w; = 1 y deg(&) > 0,
entonces se tiene Sing(F) # .

Prueba. Bajo la primera condicién, supongamos se satisfaga Sing(§) =
@. Entonces por el corolario 3.4 tenemos Z;}:O(d —1)" o (w) = 0;
lo cual obviamente implica d — 1]oy,. Como d > 0 implica Y77 (d —
1)"=J Pj(w) > 0, deducimos de paso que se cumple d < 0.
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En el segundo caso es suficiente analizar d = 0. Para ello nueva-
mente supongamos se tenga Sing(§) = &. Entonces por el corolario 3.4
tenemos 1 = o1 (w) — oa(w) <0, lo cual es una contradiccidn.

Bajo las hipdtesis del caso particular tenemos 0 < deg(§;) = d +
w; — 1 = d. La primera parte conduce luego a Sing(§) # . O

Los siguientes dos corolarios brindan un nexo entre el conjunto sin-
gular de una foliacién y el del espacio ambiente P;,. Recordemos que se
tiene

Sing(Py,) ={(0: .. :\1'//: w2 0)y wy # 1}

7
Corolario 3.6. Sea F una foliacién holomorfa de grado d en P2 con
singularidades aisladas.
e Siw = (1,1,k) con 1 < k { d?, entonces F tiene una singularidad
incluida en {(0:0: 1), } = Sing(P2).
e Sea w = (1,1,k) con k > 1, y supongamos se tenga d > 0. Entonces
st (0:0: 1), es una singularidad no degenerada de F, resulta que F
admite por lo menos una singularidad adicional.
o Sea d # 1. Si las singularidades de F son todas no degeneradas,
entonces Sing(F) # {(1:0:0),,(0:1:0),,(0:0:1),}. (Compare
con el ejemplo 3.9, abajo.)

Prueba. Si en la primera parte suponemos que F no admite una singu-

laridad en (0: 0 : 1),,, entonces por el corolario 3.4 se tiene % +d+1=
(d=1)?+(d=1) o3 (w)+0> (w)
k

€ Z; de donde en particular se concluye k|d?.

Si en segunda parte nuevamente suponemos lo contrario, el corolario
3.4 entrega % = %; lo cual es imposible una vez que se tiene k£ > 1
yd>0.

Si en la tercera parte bugponemos lo contrario, el corolario 3.4 nos

lleva a o~ + 71 + w%‘ = (d=1)7+ ‘fuoqlu)l“;)gw)*"z’(“’)

od= 1 — 01( ). Como por hipétesis se tiene d # 1 se deberd satisfacer
d =1—o01(w). Pero ello contradice a d > 1 — Max{w; + w; : i # j} >
1 — o1(w), propiedad ya demostrada en la proposicién 3.3. O

Esto derivard en d =1
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Corolario 3.7. Sea F una foliacion holomorfa de grado d en P, con
singularidades aisladas y no degeneradas.

e Sean>3. Sid#1yd—1{o,_1(w), entonces Sing(F) # {(1:..:
0)wy s (0.1 1) }. (Compare con el ejemplo 3.9, abajo.)

e Sid =1 (en este caso F es inducida por un campo global pues se
tiene HO(P? , TP" @ 0,(0)) = HO(P? ,TP?)) y w; t on(w) para algin
i, entonces se satisface Sing(F) N Sing(Py) # .

Prueba. Parala primera afirmacién supongamos que se tenga Sing(F) =

{(T:..:0)p,....,(0:..: 1)y} con d # 1. Entonces por el corolario 3.4 se
cumple 2o — L 1 _ ([@d=D"+ (@ Do) ton(®) . o decir

wo ... Wn wo Wn, wo ... Wn

se tendra d — 1|oy,—1(w).
Ahora supongamos se cumple d = 1y Sing(F) N Sing(P?) = 2.

El corolario 3.4 nos lleva a % =>"7Z,(&) € N, de donde pasamos a

wo... Wy o (w), lo cual equivale a decir que todo w; divide a o, (w) pues

los w; son coprimos entre si. O

Ejemplo 3.8. Tomemos w = (1,1,3), y consideremos el campo { =
Yo Lh + X5R% + V225 (cond=5).
Primero calculemos las singularidades de la foliciéon asociada. La

igualdad
ik
YS X5 vz? |=o,
X Y 37

nos lleva al sistema (en C* — {0}):
3ZX°5 = Y272
3ZY° = XYZ?
ys = XS,

que tiene como solucién (X, aX,0) y (X,aX,3a*X3), con a® = 1, en
U, vy 2 (0,0,7), donde Z # 0. (Nada novedoso aparece en Uy.) Al pasar
al cociente, obtenemos

Sing(F) ={(1:a:0)y,(1:a:3a%),,(0:0:1),},
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trece singularidades en total.

Ahora estudiaremos el campo £ localmente. En Uy = {X # 0}, ten-
emos (€)= —% (V& +32L), m(O) g = % & v ™ (O g = ¥ &
Trasladando estas expresiones en £ con X = 1, tenemos la expresion local
& de € en Uy dada por

~ 0 0

=(1-y%=— 2% — 3z2y°)—.

£=( y)ay+(y o

(En la préctica, la expresion local del campo £ en Uy puede ser obtenida

sustituyendo la expresién de R, = Xa% + Yaiy + SZ% =0en & con
X =1). Con esta expresién obtenemos

—6y° 0

det(J§) = 22 — 15zy4 2yz — 3y°

= —6y°(2yz — 3y°).
Claramente (y,2) = (,0), (o, 3a*) son singularidades no degeneradas.
Asi Z(4,0)(§) = Z(a,304)(§) = 1, lo que implica que la suma de indices (en
el abierto Up) es igual a 12 (pues son 12 las singularidades).

En Us = {Z # 0}, de R, = 0 pasamos a 3 = —+(X 2% + Y 2).
La expresién local para & en Us resulta ser

~ 0 1 0
(.5 o 5 1 o2y Y
En este caso se tiene
- _1 5y4_lx 2 1
det(JE) = | —3Y 37 | 22 _pad(n,t — o).
et(J¢) e _2y | T Y o (5" — 32)

Aca unicamente interesa la singularidad (x,y) = (0,0), la cual es degen-
erada y cuyo indice estd dado por definicién por Z(g,0)(§) = g Una vez
que Zg(p):o Z,(&) = %, el corolario 3.4 queda ratificado.

Ejemplo 3.9. Sean wy,...w,, € Z" coprimos de a dos. Supongamos se
tenga w; # w; cuando ¢ # j. Consideremos el campo

- d
X = Z,—— € Ho(P™ TP"

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 83-104, ISSN 2305-2430 99



A. Miguel Rodriguez

(acd d =1).
En la carta afin Z; # 0 (donde fijamos Z; = 1), de

" 0
Ry = Z,-2 —0
kzzow’“ YA

se pasa a

0 - W 0

= — 7, —
8Zi §wi k(?Zk.’
ki

lo que proporciona la expresion local de X en U; dada por

X, = (1 _ w’“) 7.2
k=0 i

ki

Se observa que el origen es la tnica singularidad, no degenerada ademaés.
Resumiendo, tenemos

Sing(F)={(1:0:+-:0)u, -+, (0:0:---: 1)}

Obtenemos entonces

n

o (w " o(d—=1)""o;(w
DD s I L. U) B =Gl W 1C)

Wy wo, - - -5 Wn wo * -+ * Wp

p:X (p)=0 =0
y asi el corolario 3.4 es satisfecho (d = 1).

Corolario 3.10. Sea & una seccion holomorfa de TP2, @0, (d—1) cuyas
singularidades son todas aisladas. Entonces se cumple

> BB(F.p) = ———(w|+d—1)"

1
£(p)=0 (oot

Prueba. De acuerdo con el teorema 2.1 basta con demostrar la igualdad

1
2(TP? — 0,(1 —d) = ——— d—1)>2
[, GTeL =01 =) = o (ful +d 1)

2
w
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Pongamos s =d — 1y h = ¢1(O4(1)). En efecto, de la proposicién 3.2
se obtiene

/W ETP —0,(1-d) = [ (a(TP%)+er(Ou(d - 1))

w w

T

(Jwlh + sh)2
(Jw] + 5)h?

2
w

= (ju| + 5 / 2
P2,
1
= L (w492
WoW1wW2

g — T

O

Sea ¢ una seccién holomorfa de TP2 @ O,,(d — 1) con singularidades
aisladas. Sea F la foliacién inducida por . Dado p € Sing(F), diremos
que p es una singularidad radial si localmente (es decir, via una carta
orbifold) el campo £ es de la forma

Corolario 3.11. Sea F una foliacién holomorfa de grado d en P2, con
singularidades aisladas. Si todas las singularidades son radiales, en-
tonces se satisface

1
d=3 (3 — o1 (w) £ 2y (W)? — 302(21})) .
En particular st wg = w1 = we = 1, entonces se tiene d = 0; y si
wyg=w; =1 ywy =k, entoncesd:% od=1-k.

Prueba. Puesto que cada singularidad es localmente radial, tenemos
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BB(F,p) = 4Z,(€) para todo p € P2. De esta manera se logra

———(Jw| +d - 1)?
WoWwi1wW2

> BB(F.p)

£(p)=0

= 4) T,(9)

(d—=1)" 4 (d = 1)o1(w) + o3(w)
WoW1W2

= 4

Tenemos entonces 3(d — 1)% + 201 (w)(d — 1) + doa(w) — o1 (w)? = 0, y el
resultado se sigue directamente. O

Ejemplo 3.12. El campo X = *kaizrz en P(1,1,k), con k > 1, tiene
grado d = 1 — k y admite una tinica singularidad, que es de tipo radial
en la carta Us(Z> = 1). Obsérvese que se cumple d > 1 — Méx{w; +wj :

i# 5} = k.

Corolario 3.13. Sea F una foliacion holomorfa de grado d en P(a® —
b2 + c,a? — 2ab + c¢,c) con singularidades aisladas radiales. Entonces
312a —b implica d =1+ b* — c.

Prueba. En la expresién
1
d=3 (3 — o1 (W) £ 2o (@) — 302(w)) ,

una vez que wg = a?> — b? +¢, w; = a2 — 2ab+ c y wy = ¢ tenemos
o1(w)? — 302(w) = (a® + b — ab)®. Ello implica d = 1 —c+b* o
d=1—c— %(Qa —b)2, y el resultado se sigue de inmediato. O
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