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Resumen

Presentamos (sin demostración) una versión del teorema de Bott para
un orbifold complejo compacto y con singularidades aisladas. A contin-
uación deducimos algunas consecuencias importantes de este teorema, y
finalmente daremos algunas aplicaciones para foliaciones holomorfas en
espacios proyectivos ponderados.

MSC(2010): 37F75, 57R18.

Palabras clave: Orbifold, espacios proyectivos ponderados, foliaciones.

1 ICEX - UFMG.



A. Miguel Rodŕıguez

1. Preliminares

Un orbifold o V -variedad puede ser visto localmente como un espacio co-
ciente de un espacio euclidiano bajo una acción de un grupo finito lineal.
La noción de orbifold fue introducida por Satake [10] en el contexto de
automorfismos de formas en los años 50 con el nombre de V -variedad,
y por Thurston [11] en el contexto de la geometŕıa de las 3-variedades
en los años 70; fue entonces cuando ganó el nombre de orbifold después
de una votación entre sus alumnos. Objetos similares aparecen en ge-
ometŕıa algebraica, ah́ı llamados Q-variedades. Tales objetos pueden
presentar singularidades, pero ellas son siempre de tipo cociente.

Un orbifold es un espacio complejo paracompacto conexo M que
satisface la propiedad que cada punto p ∈M tiene una vecindad abierta
U ⊂M que es un cociente U ∼= V/G, donde V es una variedad compleja,
G es un subgrupo finito del grupo de biholomorfismos de V , con V y G
dependientes de p. Llamaremos cobertura local suave a la proyección
natural π : V → U ∼= V/G. En adelante (M,p) denotará el germen de
orbifold M en el punto p y será llamado germen cociente. Morfismos
entre orbifolds son las aplicaciones holomorfas entre ellos.

Puesto que las posibles singularidades que aparecen en un orbifold
M son de tipo cociente, se tiene que M es un espacio complejo re-
ducido, normal, Cohen-Macaulay y con solo singularidades racionales.
Denotaremos este conjunto singular por Sing(M) y la parte regular por
MReg = M\Sing(M). La dimensión de M es la dimensión de la variedad
compleja MReg.

La estructura local de un orbifold entorno de sus singularidades fue
descrita por David Prill en [8]: si dimCM = n, entonces cada germen co-
ciente (M,p) determina un único (módulo conjugación) subgrupo finito
pequeñoGp ⊂ GL(n,C) tal que (M,p) ∼= (Cn, 0)/Gp, con una proyección
natural π : (Cn, 0) → (M,p). Notemos que se tiene p ∈ Sing(M)
si el grupo de isotroṕıa Gp es no trivial. Resaltamos que se cumple
Gp = π1((M,p)\Sing(M)) y por esa razón Gp es llamado el grupo fun-
damental local de M en p. Recordemos que Gp es pequeño si satisface

84 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 83-104, ISSN 2305-2430



Un teorema de tipo Bott

codimC(FixGp) ≥ 2 (acá FixGp = ∪g 6=eFix g), o equivalentemente, si
ningún elemento en Gp tiene a 1 como un autovalor de multiplicidad
n− 1. Veamos algunos ejemplos de orbifolds.

Ejemplo 1.1. I. Toda variedad complexa M es trivialmente un orbifold
sin singularidades.

II. Sean U = D = {z ∈ C : |z| < 1} ⊂ C, V = D, y µn el grupo
de las ráıces n−enésimas de la unidad actuando por multiplicación, con
cociente π : V → U dado por π(z) = zn. Resulta entonces que U es un
orbifold con una única carta orbifold (V, µn, π).

III. Si G ⊂ GL(n,C) es un subgrupo finito, entonces el cociente
Cn/G es un orbifold. En particular, para n = 2 yG ⊂ SL(2,C) subgrupo
finito, tenemos las singularidades kleinianas (o de Du Val) Am−1, Dm+2,
con (m ≥ 2), E6, E7 y E8. En dimensión 2 cualquier espacio complejo
con singularidades de tipo Klein tiene una estructura natural de orbifold.

IV. Un dato bien conocido es que toda variedad tórica M∆, donde
∆ es un fan simplicial, es un orbifold. Como un ejemplo importante
de este tipo de orbifolds aparecen los espacios proyectivos ponderados
Pn(w).

V. Considere el 4-toro complejo T4 = C2/Z4. Definamos el mapa
σ : T4 → T4 mediante

σ(eit1 , eit2 , eit3 , eit4) = (e−it1 , e−it2 , e−it3 , e−it4)

e identifiquemos 〈σ〉 con Z2. La superficie de Kummer T4/Z2 es un
orbifold con 16 singularidades aisladas.

Una k-forma diferencial en M es una k-forma C∞ en MReg tal
que el pull-back π∗ω se extiende a una k-forma C∞ en cada cobertura
local suave π : (V, p̃) → (M,p) de M . De ah́ı, si ω es una 2n-forma
diferencial en M con soporte compacto Supp(ω) ⊂ (M,p), entonces, por
definición, se tiene ∫

M

ω =
1

#Gp

∫
V

π∗ω.
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Ahora, si la 2n-forma diferencial ω tiene soporte compacto, mediante
una partición de la unidad {ρα, Uα}α∈A (invariante por la acción local,
ver [10]), tenemos ∫

M

ω =
∑
α

∫
M

ραω.

Análogo al caso de variedades tenemos el haz E k de k-formas difer-
enciales en M , junto con la derivada exterior d : E k → E k+1 y el haz
total E ∗ =

⊕
0≤k≤2n E k.

Cuando M tiene dimensión n, v́ıa la fórmula de Satake-Stokes (cf.
[10]), para ω ∈ Γc(M,E 2n−1) (es decir, de soporte compacto) se logra∫

M

dω = 0.

Los complejos de De Rham H∗dR(M,C) =
⊕

0≤k≤2n

Hk
dR(M,C) (el

usual) y H∗dRc(M,C) =
⊕

0≤k≤2n

Hk
dRc(M,C) (el de soporte compacto)

quedan bien definidos entonces y vale dualidad de Poincaré: el par

Hk
dR(M,C)×H2n−k

dRc (M,C) −→ C

([ω], [η]) 7−→
∫
M

ω ∧ η

resulta no degenerado. Como en el caso de variedades, para orbifolds
vale el teorema de De Rham y tenemos H∗(M,C) ∼= H∗dR(M,C), donde
H∗(M,C) es el anillo de cohomoloǵıa singular con coeficientes complejos
y, si consideramos la cohomoloǵıa de Čech, vale también H∗dR(M,C) ∼=
Ȟ∗(M,C).

Sea ρ : E → M una aplicación holomorfa sobreyectiva entre orb-
ifolds. Sea F una variedad complexa. Diremos que ρ es un fibrado
holomorfo orbifold con fibra F si para todo p ∈M existe un cober-
tura local suave π : V → U ∼= V/Gp, de una vecindad abierta U de p, y
una acción de Gp sobre el fibrado trivial V × F sobre V (con fibra F )
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con E|U ∼= (V ×F )/Gp. Obsérvese que en tal caso ρ−1(p) = F/Gp es un
orbifold para todo p ∈M . En particular se tiene ρ−1(p) = F para todo
p ∈MReg.

Ejemplo 1.2. Como ejemplo, tomemos F = Ck, con acción de Gp sobre
V ×Ck dada por g ·(x̃, v) = (gx̃, A(x̃, g)v), donde A : V ×Gp → GL(n,C)
es holomorfa y cumple A(x̃, gh) = A(hx̃, g)A(x̃, h). Para más detalles
ver [10], [7].

Sea (U, p) un germen cociente, y sea π : (V, p̃)→ (U, p) un cobertura
local suave. Un haz coherente F en (U, p) es un haz orbifold libre
si F es reflexivo (es decir, el homomorfismo natural F → F ∨∨ es un
isomorfismo) y (π∗F)∨∨ es un haz libre. Cuando M es un orbifold,
un haz coherente F en M será un haz orbifold localmente libre si
F|(M,p) es un haz orbifold libre para todo p ∈M . Para mayores detalles
ver [1].

Un fibrado vectorial orbifold E sobre M es un fibrado vecto-
rial holomorfo EReg sobre MReg tal que i∗(O(EReg)) es un haz orbifold
localmente libre. Aqúı i : MReg ↪→ M es la inclución y O(EReg) el haz
de secciones de EReg.

Ejemplo 1.3. En el ejemplo 1.1, caso II, consideremos el fibrado trivial
orbifold dado por el diagrama conmutativo

V × C πE
//

ρ̃

��

(V × C)/µn

ρ

��
V π

// U,

donde la acción de µn sobre V × C está dada por g · (z, v) = (gz, gv).

Posteriormente daremos un ejemplo no trivial de un fibrado vectorial
orbifold de rango uno en Pn(w).
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Observación 1.4. Un fibrado vectorial holomorfo EReg en MReg es
un fibrado vectorial holomorfo orbifold en M cuando para toda cober-
tura local suave (V, p̃) → (U, p) ∼= (V, p̃)/Gp de M existe un fibrado
vectorial holomorfo EV junto con una acción de grupos Gp tal que
(EV |(V, p̃)−FixGp

)/Gp ∼= EReg|(U, p). Además EV y la Gp-acción en EV
quedan determinadas únicamente por EReg.

Observación 1.5. Dado un haz orbifold localmente libre F sobre M ,
existe un fibrado vectorial orbifold en M tal que F es isomorfo al haz de
secciones de E. Módulo isomorfismo E es único.

Sea M un orbifold y E un fibrado vectorial holomorfo orbifold en
M . Una métrica orbifold h en E es una métrica hermitiana en EReg
tal que para toda cobertura local suave π : (V, p̃) → (U, p), el pull-back
π∗h admite una extensión a una métrica hermitiana hV en EV .

Como en el caso de variedades, a través de particiones de la unidad
siempre es posible construir métricas orbifold. De manera similar pode-
mos construir conexiones, curvatura y clases de Chern asociadas a un
fibrado vectorial holomorfo orbifold (para más detalles ver [7], [1]).

En el caṕıtulo 2 de este trabajo (a continuación), presentaremos un
teorema de tipo Bott para un orbifold complejo compacto y con sin-
gularidades aisladas (teorema 2.1), y deducimos algunas consecuencias
importantes de este teorema. En el caṕıtulo 3 daremos algunas aplica-
ciones en el contexto de foliaciones holomorfas en espacios proyectivos
ponderados.

2. Un teorema de tipo Bott

Sea M un n-orbifold compacto y con singularidades aisladas. Sea L un
fibrado vectorial orbifold de rango 1. Consideremos las clases de Chern

ck(TM − L∨) = ck(TM) + ck−1(TM)c1(L)1 + · · ·+ c1(L)k,
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donde L∨ denota el dual de L y 1 ≤ k ≤ n. Consideremos también

cv(TM − L∨) = cv11 (TM − L∨) · · · cvn
n (TM − L∨),

donde v = (v1, . . . , vn) y n = v1 + 2v2 + · · ·+ nvn.
Como casos particulares resaltamos los dos casos extremos:

I. c1(TM − L∨) = c1(TM) + c1(L),

II. cn(TM − L∨) = cn(TM ⊗ L).

Identifiquemos Mn×n(C) con Cn2
. Recordemos que un polinomio

P : Mn×n(C) → C homogéneo de grado k es llamado invariante si
cumple P(A) = P(GAG−1) para todo G ∈Mn×n(C) invertible. (Ejemp-
los básicos de tales polinomios están dados por la relación Det(A+t·I) =∑n
k=0 Pn−k(A) · tn: en particular tenemos P1(A) = Tr(A), la traza, y

Pn(A) = Det(A), el determinante).
Sean σ1(z1, ..., zn) =

∑n
i=1 zi, . . . , σn(z1, ..., zn) =

∏n
i=1 zi las fun-

ciones simétricas elementales. Pongamos σv = σv11 ... σvn
n . Es sabido

que cualquier polinomio homogéneo invariante es una combinación lin-
eal P =

∑
v avσ

v, av ∈ C (ver [6]).

Teorema 2.1 ([3]). Sea M un orbifold compacto de dimensión n con
singularidades aisladas. Sea L un fibrado vectorial orbifold de rango 1
sobre M y ξ una sección holomorfa de TM ⊗ L cuyos ceros son aislados.
Si P es un polinomio homogéneo invariante de grado n, entonces se tiene∫

M

p(TM − L∨) =
∑

p/ξ(p)=0

1
#Gp

Res ep
(

P(Jξ̃)dz̃1 ∧ · · · ∧ dz̃n
ξ̃1 . . . ξ̃n

)
,

donde πp : (Ũ , p̃) → (Ũ/Gp, p) denota la proyección, ξ̃ = π∗p(ξ), Jξ̃ =

( ∂ξ̃i

∂z̃j
) y Res ep (P(Jξ̃)dz̃1∧···∧dz̃n

ξ̃1...ξ̃n

)
es el residuo de Grothendieck, siempre

que ξ(p) = 0. �

Definición 2.2 ([10]). Sea M un orbifold y ξ una sección holomorfa
de TM ⊗ L con singularidades aisladas. Dado p ∈ M , consideremos la
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cobertura local suave πp : Ũ → U ∼= Ũ/Gp de una vecindad abierta U
de p. El ı́ndice de ξ en p está definido por

I p( ξ ) =
1

#Gp
I p̃( ξ̃ ),

donde I p̃( ξ̃ ) es el ı́ndice de Poincaré Hopf de ξ̃ en p̃.

En el teorema 2.1, de las propriedades de los residuos, sigue direc-
tamente lo siguiente.

Corolario 2.3. Con la notación del teorema 2.1 se tiene∫
M

cn(TM ⊗ L) =
∑
ξ(p)=0

Ip(ξ).

Además, si los ceros de ξ son no degenerados (es decir Jξ̃(p̃) 6= 0
para todo p ∈ Sing(ξ)), tenemos∫

M

cv(TM − L∨) =
∑
ξ(p)=0

1
#Gp

Cv(Jξ̃(p̃))
det(Jξ̃(p̃))

.

Proof. Para la primera parte, en el teorema 2.1 tomemos P = Cn. En-
tonces la igualdad se sigue de cn(TM − L∨) = cn(TM ⊗ L) y I p̃( ξ̃ ) =

Res ep (Cn(Jξ̃)dz̃1∧···∧dz̃n

ξ̃1...ξ̃n

)
. La segunda parte se desprende directamente

de las propiedades locales de residuos para campos holomorfos con sin-
gularidades no degeneradas, ver [6, página 650].

Análogo al caso liso, daremos una generalización de la definición del
ı́ndice de Baum-Bott para una superficie orbifold. Sea F una foliación
holomorfa con singularidades aisladas en una superficie orbifold M . Sea
p ∈M una singularidad de F ; asumamos que cerca de p la foliación está
localmente dada por un campo de vectores holomorfo ξ = ξ1

∂
∂z + ξ2

∂
∂w

o por una 1−forma holomorfa ω = ξ1dw − ξ2dz, donde (z, w) son las
coordenadas locales centradas en el punto (0, 0) y ξ1, ξ2 son funciones
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holomorfas con ξ−1
1 (0) ∩ ξ−1

2 (0) = {(0, 0)}. Definimos el ı́ndice de
Baum-Bott en p por

BB(F , p) =
1

#Gp
Res(0,0)

(
Tr2(Jξ)
ξ1 · ξ2

dz ∧ dw
)
.

3. Aplicación: foliaciones en Pn(w)

En esta sección daremos las aplicaciones de los resultados dados anteri-
ores a las foliaciones holomorfas en los espacios proyectivos ponderados.
Primero, en forma rápida presentamos algunos preliminares; para más
detalles se puede consultar [7], [5] o [4].

Sean w0, ..., wn ∈ Z+ coprimos dos a dos. Consideremos la acción
en Cn+1\{0} dada por

λ · (Z0, ..., Zn) = (λw0Z0, ..., λ
wnZn).

Pongamos w = (w0, ..., wn), |w| = w0 + ...+ wn.
El espacio proyectivo ponderado en los pesos w0, ..., wn está

dado por

Pnw = Pn(w) = P(w0, ..., wn) = (Cn+1\{0})/ ∼;

Acá ∼ hace referencia a la relación de equivalencia determinada por las
órbitas del grupo del párrafo anterior. Denotaremos por π : Cn+1\{0} →
Pnw a proyección canónica. Observemos que para w0 = ... = wn = 1 se
tiene Pnw = PnC, el espacio proyectivo usual.

Estos espacios tienen singularidades precisamente cuando algún wi
es distinto de 1. En efecto, en tal caso se tiene

Sing(Pnw) = {(0 : .. : 1︸︷︷︸
i

: .. : 0)w : wi 6= 1}.
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En este contexto resulta útil introducir la función ϕ : PnC → Pnw dada
por ϕ(Z0 : ... : Zn) = (Zw0

0 : ... : Zwn
n )w. Es un simple ejercicio verificar

que ϕ es de grado w0 · · ·wn.
Establezcamos algo de notación. Para cada i pongamos

Ui = {[Z0, ..., Zn]w ∈ Pnw : Zi 6= 0} ⊂ Pnw.

Además consideremos µwi
= {z ∈ C∗ : zwi = 1}.

El grupo µwi induce una acción en Ũi = Cn dada por

λ.(Z0, .., Ẑi, .., Zn) = (λw0Z0, .., Ẑi, .., λ
wnZn),

de modo que se tiene Ui ∼= Ũi/µwi
. Entre estas copias de Cn, para j < i

tenemos un cambio de coordenadas orbifold (ver [7]), osea una aplicación
holomorfa inyectiva

ϕij : Ũi ↪→ Ũj

dada por

ϕij

(
(Z0, .., Ẑi, .., Zn)

)
=

(
Z0

Z
w0/wj

j

, ..,
Ẑj
Zj
, ..,

1

Z
wi/wj

j

, ..,
Zn

Z
wn/wj

j

)
,

tal que ϕij respeta la acción local de los grupos µwi y µwj . Con ello Pnw
adopta estructura de orbifold.

Fijemos d ∈ Z, consideramos la acción

C∗ × (Cn+1\{0} × C) −→ Cn+1\{0} × C

dado por

(λ, (Z0, ..., Zn), t) 7→ ((λw0Z0, ..., λ
wnZn), λdt).

Definimos el fibrado vectorial orbifold lineal en Pnw por

Ow(d) := (Cn+1\{0} × C)/ ∼ .

La siguiente proposición describe las secciones holomorfas globales
de Ow(d) cuando d > 0.
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Proposición 3.1 ([7]). Si d > 0, tenemos

H0(Pnw,Ow(d)) =
⊕

w0k0+...+wnkn=d

C · (Zk00 ...Zkn
n ).

�

Se verifica que el grupo de Picard de Pnw es un grupo ćıclico infinito
con el producto tensorial y es generado por Ow(1), con Ow(1)⊗d =
Ow(d), d ∈ Z. Además, si ϕ : PnC → Pnw es como antes, entonces
ϕ∗(Ow(1)) = O(1) (es decir, ϕ es functorial). Detalles de esto puede
ser visto en [7].

Proposición 3.2 ([7]). Para Ow(1), el fibrado hiperplano en Pnw, se
tiene ∫

Pn
w

c1(Ow(1))n =
1

w0 · · ·wn
.

�

Similar al caso proyectivo, tenemos una sucesión de Euler (ver [7]):

0 −→ C α−→
n⊕
i=0

Ow(wi)
β−→ TPnw −→ 0,

donde

I. α : 1 7−→ (w0Z0, ..., wnZn),

II. β : (P0, ..., Pn) 7−→ π∗(
∑n
i=0 Pi

∂
∂Zi

), acá π : Cn+1\{0} → Pnw es la
proyección canónica.

Al aplicar producto tensorial con Ow(d−1) obtenemos la sucesión exacta

0→ Ow(d− 1)→
n⊕
i=0

Ow(wi + d− 1)→ TPnw ⊗Ow(d− 1)→ 0.

Una foliación holomorfa de dimensión uno y grado d en Pnw queda
en la práctica inducida por un elemento de H0(Pnw , TPnw ⊗ Ow(d − 1))
(comparar con [4]).
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En efecto, toda foliación holomorfa de dimensión uno y grado d

en Pnw queda determinada por un campo de vectores en Cn+1\{0} de
la forma X =

∑n
i=0 Pi(Z) ∂

∂Zi
, donde cada Pi es un polinomio casi-

homogéneo de tipo (w0, ..., wn) y grado de casi-homogeneidad d+wi−1:
es decir, que satisface

Pi(λw0Z0, ..., λ
wnZn) = λd+wi−1Pi(Z0, ..., Zn), i = 0, ..., n.

Sin embargo, obsérvese que QRw + X define la misma foliación que
X, donde Rw = w0Z0

∂
∂Z0

+ ... + wnZn
∂
∂Zn

es el campo radial y Q es
cualquier polinomio casi-homogéneo de tipo (w0, ..., wn) y grado de casi-
homogeneidad d− 1, de ah́ı la terminoloǵıa.

Proposición 3.3. Si d > 1 −Máx{wi + wj : i 6= j}, entonces se tiene
H0(Pnw, TPnw ⊗Ow(d− 1)) 6= {0}.

Prueba. El par ΩrPn
w
× Ωn−rPn

w
−→ ΩnPn

w
induce el isomorfismo ΩrPn

w

∼=
HomC(Ωn−rPn

w
,ΩnPn

w
). Por otro lado tenemos KPn

w
= Ow(−

∑n
i=0 wi), de

modo que se logra TPnw = (Ω1
Pn

w
)∨ = Ωn−1

Pn
w
⊗ (ΩnPn

w
)∨ = Ωn−1

Pn
w

(
∑n
i=0 wi).

Una vez que se tieneH0(Pnw, TPnw⊗Ow(d−1)) ∼= H0(Pnw,Ω
n−1
Pn

w
(
∑n
i=0 wi+

d− 1)), el resultado se sigue de [5, corolario 2.3.4].

Pasemos ahora a aplicaciones y ejemplos en los espacios proyectivos
ponderados. El siguiente corolario es una aplicación del corolario 2.3.

Corolario 3.4. Para ξ una sección holomorfa de TPnw ⊗Ow(d− 1) con
singularidades aisladas se tiene

∑
ξ(p)=0

Ip(ξ) =
1

w0 · · ·wn

n∑
j=0

(d− 1)n−jσj(w).

En particular, si ξ tiene singularidades no degeneradas, entonces se
cumple ∑

ξ(p)=0

1
#Gp

=
1

w0 · · ·wn

n∑
j=0

(d− 1)n−jσj(w).
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Si además ξ se tiene Sing(ξ)∩Sing(Pnw) = ∅, entonces se satisface

#Sing(ξ) =
1

w0 · · · wn

n∑
j=0

(d− 1)n−jσj(w).

Prueba. En virtud del corolario 2.3 basta demostrar la igualdad

∫
Pn

w

cn(TPnw ⊗Ow(d− 1)) =
1

w0 · · ·wn

n∑
j=0

(d− 1)n−jσj(w).

Veamos eso. Pongamos s = d− 1. En la sucesión de Euler

0→ C→
n⊕
i=0

Ow(wi)→ TPnw → 0,

tenemos c(TPnw) = c(C)c(TPnw) = c(
⊕n

i=0Ow(wi)); lo cual conduce a

cn(TPnw ⊗Ow(s)) =
n∑
j=0

cj(TPnw)c1(Ow(s))n−j

=
n∑
j=0

cj(
n⊕
i=0

Ow(wi))c1(Ow(s))n−j .

=
n∑
j=0

sn−jcj(
n⊕
i=0

Ow(wi))c1(Ow(1))n−j . (3.1)

Para calcular cj(
⊕n

i=0Ow(wi)) ponemos c1(Ow(1)) = h, y tenemos
entonces

c(
n⊕
i=0

Ow(wi)) =
n∏
i=0

c(Ow(wi)) =
n∏
i=0

(1 + c1(Ow(wi)))

=
n∏
i=0

(1 + wih) = 1 +
n+1∑
j=1

σj(w)hj .
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Aśı, en (3.1) tenemos

cn(TPnw ⊗Ow(s)) = snhn +
n∑
j=1

sn−jcj(
n⊕
i=0

Ow(wi))hn−j

= snhn +
n∑
j=1

sn−jσj(w)hjhn−j

=
(
sn +

n∑
j=1

sn−jσj(w)
)
hn

=
( n∑
j=0

sn−jσj(w)
)
hn.

Gracias a ello la proposición 3.2 nos lleva a∫
Pn

w

cn(TPnw ⊗Ow(s)) =
1

w0 · · ·wn

n∑
j=0

sn−jσj(w).

En el siguiente corolario establecemos condiciones para que una fo-
liación en Pnw sea singular.

Corolario 3.5. Sea F una foliación holomorfa de grado d y con singu-
laridades aisladas en Pnw. Si se cumple d > 0 ó d−1 - σn(w), entonces se
tiene Sing(F) 6= ∅. Para n = 2 basta d ≥ 0 para lograr Sing(F) 6= ∅.

En particular, cuando F es inducida por una sección holomorfa ξ

de TPnw ⊗ Ow(d − 1), si para algún i se cumple wi = 1 y deg(ξi) > 0,
entonces se tiene Sing(F) 6= ∅.

Prueba. Bajo la primera condición, supongamos se satisfaga Sing(ξ) =
∅. Entonces por el corolario 3.4 tenemos

∑n
j=0(d − 1)n−jσj(w) = 0;

lo cual obviamente implica d − 1|σn. Como d > 0 implica
∑n
j=0(d −

1)n−jPj(w) > 0, deducimos de paso que se cumple d ≤ 0.
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En el segundo caso es suficiente analizar d = 0. Para ello nueva-
mente supongamos se tenga Sing(ξ) = ∅. Entonces por el corolario 3.4
tenemos 1 = σ1(w)− σ2(w) ≤ 0, lo cual es una contradicción.

Bajo las hipótesis del caso particular tenemos 0 < deg(ξi) = d +
wi − 1 = d. La primera parte conduce luego a Sing(ξ) 6= ∅.

Los siguientes dos corolarios brindan un nexo entre el conjunto sin-
gular de una foliación y el del espacio ambiente Pnw. Recordemos que se
tiene

Sing(Pnw) = {(0 : .. : 1︸︷︷︸
i

: .. : 0)w : wi 6= 1}.

Corolario 3.6. Sea F una foliación holomorfa de grado d en P2
w con

singularidades aisladas.
• Si w = (1, 1, k) con 1 < k - d2, entonces F tiene una singularidad
incluida en {(0 : 0 : 1)w} = Sing(P2

w).
• Sea w = (1, 1, k) con k > 1, y supongamos se tenga d ≥ 0. Entonces
si (0 : 0 : 1)w es una singularidad no degenerada de F , resulta que F
admite por lo menos una singularidad adicional.
• Sea d 6= 1. Si las singularidades de F son todas no degeneradas,
entonces Sing(F) 6= {(1 : 0 : 0)w, (0 : 1 : 0)w, (0 : 0 : 1)w}. (Compare
con el ejemplo 3.9, abajo.)

Prueba. Si en la primera parte suponemos que F no admite una singu-
laridad en (0 : 0 : 1)w, entonces por el corolario 3.4 se tiene d2

k + d+ 1 =
(d−1)2+(d−1)σ1(w)+σ2(w)

k ∈ Z; de donde en particular se concluye k|d2.
Si en segunda parte nuevamente suponemos lo contrario, el corolario

3.4 entrega 1
k = d2+kd+k

k ; lo cual es imposible una vez que se tiene k > 1
y d ≥ 0.

Si en la tercera parte suponemos lo contrario, el corolario 3.4 nos
lleva a 1

w0
+ 1

w1
+ 1

w2
= (d−1)2+(d−1)σ1(w)+σ2(w)

w0w1w2
. Esto derivará en d = 1

o d = 1− σ1(w). Como por hipótesis se tiene d 6= 1 se deberá satisfacer
d = 1 − σ1(w). Pero ello contradice a d > 1 −Máx{wi + wj : i 6= j} >
1− σ1(w), propiedad ya demostrada en la proposición 3.3.
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Corolario 3.7. Sea F una foliación holomorfa de grado d en Pnw con
singularidades aisladas y no degeneradas.
• Sea n ≥ 3. Si d 6= 1 y d − 1 - σn−1(w), entonces Sing(F) 6= {(1 : .. :
0)w, ..., (0 : .. : 1)w}. (Compare con el ejemplo 3.9, abajo.)
• Si d = 1 (en este caso F es inducida por un campo global pues se
tiene H0(Pnw , TPnw ⊗ Ow(0)) ∼= H0(Pnw , TPnw)) y wi - σn(w) para algún
i, entonces se satisface Sing(F) ∩ Sing(Pnw) 6= ∅.

Prueba. Para la primera afirmación supongamos que se tenga Sing(F) =
{(1 : .. : 0)w, ..., (0 : .. : 1)w} con d 6= 1. Entonces por el corolario 3.4 se
cumple σn(w)

w0...wn
= 1

w0
+ ...+ 1

wn
= (d−1)n+...+(d−1)σn−1(w)+σn(w)

w0...wn
; es decir

se tendrá d− 1|σn−1(w).
Ahora supongamos se cumple d = 1 y Sing(F) ∩ Sing(Pnw) = ∅.

El corolario 3.4 nos lleva a σn(w)
w0...wn

=
∑
Ip(ξ) ∈ N, de donde pasamos a

w0...wn|σn(w), lo cual equivale a decir que todo wi divide a σn(w) pues
los wi son coprimos entre śı.

Ejemplo 3.8. Tomemos w = (1, 1, 3), y consideremos el campo ξ =
Y 5 ∂

∂X +X5 ∂
∂Y + Y Z2 ∂

∂Z (con d = 5).
Primero calculemos las singularidades de la folición asociada. La

igualdad ∣∣∣∣∣∣
i j k

Y 5 X5 Y Z2

X Y 3Z

∣∣∣∣∣∣ = 0,

nos lleva al sistema (en C3 − {0}):

3ZX5 = Y 2Z2

3ZY 5 = XY Z2

Y 6 = X6,

que tiene como solución (X,αX, 0) y (X,αX, 3α4X3), con α6 = 1, en
U0, y a (0, 0, Z), donde Z 6= 0. (Nada novedoso aparece en U1.) Al pasar
al cociente, obtenemos

Sing(F) = {(1 : α : 0)w, (1 : α : 3α4)w, (0 : 0 : 1)w},
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trece singularidades en total.
Ahora estudiaremos el campo ξ localmente. En U0 = {X 6= 0}, ten-

emos π∗(ξ) ∂
∂X = − 1

X (Y ∂
∂y +3Z ∂

∂z ), π∗(ξ) ∂
∂Y = 1

X
∂
∂y y π∗(ξ) ∂

∂Z = 1
X

∂
∂z .

Trasladando estas expresiones en ξ con X = 1, tenemos la expresión local
ξ̃ de ξ en U0 dada por

ξ̃ = (1− y6)
∂

∂y
+ (yz2 − 3zy5)

∂

∂z
.

(En la práctica, la expresión local del campo ξ en U0 puede ser obtenida
sustituyendo la expresión de Rw = X ∂

∂X + Y ∂
∂Y + 3Z ∂

∂Z = 0 en ξ, con
X = 1). Con esta expresión obtenemos

det(Jξ̃) =
∣∣∣∣ −6y5 0
z2 − 15zy4 2yz − 3y5

∣∣∣∣ = −6y5(2yz − 3y5).

Claramente (y, z) = (α, 0), (α, 3α4) son singularidades no degeneradas.
Aśı I(α,0)(ξ) = I(α,3α4)(ξ) = 1, lo que implica que la suma de ı́ndices (en
el abierto U0) es igual a 12 (pues son 12 las singularidades).

En U2 = {Z 6= 0}, de Rw = 0 pasamos a ∂
∂Z = − 1

3 (X ∂
∂X + Y ∂

∂Y ).
La expresión local para ξ en U2 resulta ser

ξ̃ = (y5 − 1
3
xy)

∂

∂x
+ (x5 − 1

3
y2)

∂

∂y
.

En este caso se tiene

det(Jξ̃) =
∣∣∣∣ − 1

3y 5y4 − 1
3x

5x4 − 2
3y

∣∣∣∣ =
2
9
y2 − 5x4(5y4 − 1

3
x).

Acá únicamente interesa la singularidad (x, y) = (0, 0), la cual es degen-
erada y cuyo ı́ndice está dado por definición por I(0,0)(ξ) = 7

3 . Una vez
que

∑
ξ(p)=0 Ip(ξ) = 43

3 , el corolario 3.4 queda ratificado.

Ejemplo 3.9. Sean w0, ...wn ∈ Z+ coprimos de a dos. Supongamos se
tenga wi 6= wj cuando i 6= j. Consideremos el campo

X =
n∑
k=0

Zk
∂

∂Zk
∈ H0(Pnw, TPnw)
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(acá d = 1).
En la carta af́ın Zi 6= 0 (donde fijamos Zi = 1), de

Rw =
n∑
k=0

wkZk
∂

∂Zk
= 0

se pasa a
∂

∂Zi
= −

n∑
k=0
k 6=i

wk
wi
Zk

∂

∂Zk
,

lo que proporciona la expresión local de X en Ui dada por

Xi =
n∑

k=0
k 6=i

(
1− wk

wi

)
Zk

∂

∂Zk
.

Se observa que el origen es la única singularidad, no degenerada además.
Resumiendo, tenemos

Sing(F) =
{

(1 : 0 : · · · : 0)w, · · · , (0 : 0 : · · · : 1)w
}
.

Obtenemos entonces∑
p:X(p)=0

Ip(X) =
n∑
i=0

1
wi

=
σn(w)

w0, . . . , wn
=

∑n
j=0(d− 1)n−jσj(w)

w0 · · ·wn
,

y aśı el corolario 3.4 es satisfecho (d = 1).

Corolario 3.10. Sea ξ una sección holomorfa de TP2
w⊗Ow(d−1) cuyas

singularidades son todas aisladas. Entonces se cumple∑
ξ(p)=0

BB(F , p) =
1

w0w1w2
(|w|+ d− 1)2.

Prueba. De acuerdo con el teorema 2.1 basta con demostrar la igualdad∫
P2

w

c21(TP2
w −Ow(1− d)) =

1
w0w1w2

(|w|+ d− 1)2.
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Pongamos s = d − 1 y h = c1(Ow(1)). En efecto, de la proposición 3.2
se obtiene∫

P2
w

c21(TP2
w −Ow(1− d)) =

∫
P2

w

(
c1(TP2

w) + c1(Ow(d− 1))
)2

=
∫

P2
w

(
|w|h+ sh

)2
=

∫
P2

w

(|w|+ s)2h2

= (|w|+ s)2

∫
P2

w

h2

=
1

w0w1w2
(|w|+ s)2.

Sea ξ una sección holomorfa de TP2
ω⊗Oω(d−1) con singularidades

aisladas. Sea F la foliación inducida por ξ. Dado p ∈ Sing(F), diremos
que p es una singularidad radial si localmente (es decir, v́ıa una carta
orbifold) el campo ξ es de la forma

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ · · · .

Corolario 3.11. Sea F una foliación holomorfa de grado d en P2
w con

singularidades aisladas. Si todas las singularidades son radiales, en-
tonces se satisface

d =
1
3

(
3− σ1(w)± 2

√
σ1(w)2 − 3σ2(w)

)
.

En particular si w0 = w1 = w2 = 1, entonces se tiene d = 0; y si
w0 = w1 = 1 y w2 = k, entonces d = k−1

3 o d = 1− k.

Prueba. Puesto que cada singularidad es localmente radial, tenemos
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BB(F , p) = 4 Ip(ξ) para todo p ∈ P2
w. De esta manera se logra

1
w0w1w2

(|w|+ d− 1)2 =
∑
ξ(p)=0

BB(F , p)

= 4
∑
Ip(ξ)

= 4
(d− 1)2 + (d− 1)σ1(w) + σ2(w)

w0w1w2
.

Tenemos entonces 3(d− 1)2 + 2σ1(w)(d− 1) + 4σ2(w)−σ1(w)2 = 0, y el
resultado se sigue directamente.

Ejemplo 3.12. El campo X = −k ∂
∂Z2

en P(1, 1, k), con k > 1, tiene
grado d = 1 − k y admite una única singularidad, que es de tipo radial
en la carta U2(Z2 = 1). Obsérvese que se cumple d > 1−Máx{wi +wj :
i 6= j} = −k.

Corolario 3.13. Sea F una foliación holomorfa de grado d en P(a2 −
b2 + c, a2 − 2ab + c, c) con singularidades aisladas radiales. Entonces
3 - 2a− b implica d = 1 + b2 − c.

Prueba. En la expresión

d =
1
3

(
3− σ1(ω)± 2

√
σ1(ω)2 − 3σ2(ω)

)
,

una vez que w0 = a2 − b2 + c, w1 = a2 − 2ab + c y w2 = c tenemos
σ1(ω)2 − 3σ2(ω) = (a2 + b2 − ab)2. Ello implica d = 1 − c + b2 o
d = 1− c− 1

3 (2a− b)2, y el resultado se sigue de inmediato.
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Poincaré’s Problem for Quasi-Homogeneous Foliations. Proceedings
of the American Mathematical Society. 9 (2012), vol 140, 3145 –
3150.

[5] Igor Dolgachev, Weighted Projective Varieties. Lecture Notes in
Mathematics, Springer Verlag. (1982), Vol. 956.

[6] Phillip Griffiths y Joseph Harris, Principles of Algebraic Ge-
ometry. Harvard University. (1978).

[7] Etienne Mann, Cohomologie quantique orbifolde des espaces pro-
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