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Resumen
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de grupos abelianos ordenados necesarios para establecer el teorema de
Hahn, el cual describe la estructura de este tipo de grupos. Adema&s
presentamos una prueba simple del teorema de Hahn para grupos orde-
nados de rango finito y algunos resultados sobre la minimalidad de la
inmersién descrita en el teorema
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1. Introduccién

Este trabajo es esencialmente una recopilacién de resultados de la
teorfa de grupos abelianos ordenados. Acé recogemos las notaciones y re-
sultados béasicos necesarios para establecer el teorema de Hahn, el mismo
que describe la estructura de este tipo de grupos.

El teorema de Hahn [7] establece que todo grupo abeliano totalmen-
te ordenado puede sumergirse en un subgrupo aditivo de una potencia de
los niimeros reales con el orden lexicogréfico, es decir, en un subconjunto
del producto cartesiano usual de copias de R (ver definicién més ade-
lante), y es, sin duda, una herramienta fundamental para la clasificacién
de grupos abelianos ordenados. La prueba del teorema aparecié por pri-
mera vez en ([5]) y se desarrolla a lo largo de 27 péginas; a ella Clifford
la califica de “maratén transfinita” (ver [2]). Cincuenta afios mas tarde,
Hausner y Wendel ([6]) logran una demostracion més simple, pero vélida
solo cuando G es un espacio vectorial real ordenado. Por tltimo, Riben-
boim ([7]) utiliza un resultado de &lgebra lineal de Banachewski para dar
una demostracion simple del teorema.

Anadiremos una prueba simple del teorema de Hahn en el caso parti-
cular de grupos de rango finito y algunos resultados sobre la minimalidad
de la inmersién sugerida por el teorema.

2. Definiciones y propiedades basicas
En esta seccion presentamos las definiciones, los resultados y la no-

tacion que utilizamos en el articulo. Hemos omitido las demostraciones
que no consideramos interesantes o que aparecen en otros lugares.

2.1. Producto de Hahn de una familia de grupos

Comenzaremos con la notacién a ser utilizada al considerar pro-
ductos de grupos. Partimos de una familia {G;};c; de grupos abelia-
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nos. Como es habitual, representaremos su producto directo por H G;

il
y Ty HGi — G, dada por m;((g:)icr) = g;, la proyeccién j—ésima.
i€l
Para cada elemento g € H G, llamaremos soporte de g a

iel
Sop(g) ={i € I | mi(g) # 0};

con esta notacién la suma directa de la familia {G;};cr es

PG ={g € [[Gilt(Sop(g)) < oc}.

i€l icl

Si I es un conjunto totalmente ordenado, pondremos I = IU{oo} y
consideraremos el orden en I como el orden de I junto con i < co para
todo i € I.

Para todo g € HGi tal que Sop(g) tiene minimo definimos el

iel
orden de g como O(ge) = min{Sop(g)}, es decir, o(g) = i si y solo si
mi(g) # 0y mj(g) = 0 para j < 4. Por convencién aceptaremos que se
cumple Sop(0) = ¢ y o(0) = 0.

De la definicién anterior se desprenden las siguientes propiedades
para el orden de g.

= Sige @ G, entonces g tiene siempre orden.
icl
= Si Sop(g) estd bien ordenado, entonces tiene un minimo y g tiene
orden.

= Si [ esta bien ordenado, entonces para cada g € H G o bien g # 0
iel
y su soporte estd bien ordenado o, en su defecto, g = 0. En otras
palabras, para cada g € H G existe o(g).
iel
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Sea g € H G ~ {0} tal que exista el orden de g. Llamamos inicial
iel
de g al elemento in(g) = m;(g) € Gy, donde i = o(g). Por convencién
pondremos in(0) = 0.

Definicién 2.1. Dada una familia de grupos abelianos {G;}icr con I
un conjunto totalmente ordenado, llamamos producto de Hahn de la
familia a

HG ={ge HGZ- | Sop(g) C I bien ordenado} U {0}.

i€l iel

Proposicién 2.2. El conjunto H G; es un subgrupo de HGi que con-
el il

tiene a su vez como subgrupo a @Gi. En consecuencia, contiene como
iel

subgrupos a todos los G;. Si I estd bien ordenado, entonces se tiene

HG; = H Gi, y si I es finito, se cumple @Gi =Ha;,= I_IG7 (]

i€l ieq@ i€l i€l iel

La proposicién es consecuencia de que una unién finita de conjuntos
bien ordenados es bien ordenada.

2.2. Grupos divisibles

Recordemos que un grupo G se dice divisible cuando para cada
g € Gy cadan € N no nulo existe ¢’ € G con el cual se cumple ng’ = g.

Ejemplo 2.3. El grupo Z no es divisible pero en cambio Q si lo es.
El hecho de que G sea divisible significa que la ecuacién nx = g con
n € N—{0} tiene solucién para cada g € G. Notemos que no se afirma que
esa solucién sea tnica. Por ejemplo, el grupo (Q/Z, +) es divisible porque
todo elemento de Q/Z admite una escritura de la forma 3 +Zconb>0

y b > |a| y a,b relativamente primos. De este modo, para cada o € Q/Z
a

con a = g—l—Z se cumple n (
bn

b

+ Z) = «. Sin embargo, este elemento no
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1
es unico pues basta observar que la igualdad n ((ba + > + Z> =«
n n

abre camino muchas soluciones.
Proposicion 2.4. Para un grupo abeliano G son equivalentes:
i. G es divisible sin torsion,

it. para todo g € G y cadan € N—{0} se cumple que la ecuacion nx = g
tiene una unica solucion en G,

115. G admite una estructura de Q-espacio vectorial que extiende su es-
tructura natural de Z mddulo.

Demostracion. Como G es divisible, la ecuacién nx = g tiene solucion
¥y, 8l g1 y g2 son soluciones, g = ng; = ngs implica n(g; — g2) = 0. Como
G no tiene torsién, se obtiene g; — g = 0. Luego i implica ii.

Definimos g como la tnica solucién de la ecuacién nx = mg.
Resulta inmediato que con la ley externa asi definida estamos ante un
Q-espacio vectorial. Asi hemos verificado que ii implica iii.

Como G es un Q-espacio vectorial, se sigue que no tiene torsion,
pues ng = 0 con n # 0 implica 0 = %(ng) = g. Por otro lado G es
divisible gracias a la igualdad n(+g) = g. Por tanto iii implica i. O

Veamos ahora que todo grupo abeliano sin torsién se puede sumergir
en un grupo divisible.

Proposicion 2.5. Si G es un grupo abeliano sin torsion, existe un gru-
po G divisible y un homomorfismo inyectivo de grupos | : G — G tales
que para todo grupo abeliano sin torsion H y para todo homomorfismo
f : G — H podemos encontrar un unico homomorfismo de grupos
t:G — H tal quetol = f.

Demostracidn. Formamos el conjunto Z* x G (ZT ={n € Z | n > 0}),
y definimos la relacién (ny, g1) ~ (n2, g2) cuando nag; = n1gs. Es inme-
diato que ~ es una relacién de equivalencia.
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Si ponemos G = Z*xG/ ~ y representamos con g la clase de (n, g),
n

resulta que G es un grupo con la operaciéon

ni n2 nin2

g, 92 _ 291 +Tl192.

Observamos que asi G es divisible y la aplicacién | : G — G, definida
. g . .
mediante [(g) = =, resulta un homomorfismo inyectivo.
Por otro lado, si H es divisible y f : G — H es un homomorfismo,
basta definir ¢t : G — H al poner ¢ (g) € H como la tnica solucién en

H de la ecuacién nx = f(g) para conseguir el fin buscado. O

Como consecuencia tenemos que todo grupo G abeliano sin torsién
se puede sumergir en un grupo divisible sin torsién G. Al grupo G lo
llamaremos cierre divisible de G.

El hecho de que el cierre divisible del producto de Hahn H G; sea el
producto de Hahn de los cierres divisibles de G, es decir, quefel satisfaga
HG: = m, queda como ejercicio para el lector.
i€l i€l
Observacién 2.6. En virtud d?n lga definicién de la ley externa en G,

tenemos que se satisface —= = —=.
nr nr
9r

s . gi = . .
También, al tomar diversos —,..., € (G conviene definir
ng Ny

/
n =mny---n,. y n, =n/n;. Luego, al usar la igualdad Ji _ TP,
; n

)
7

obtiene
T T
gi _ 1 /
==-) mnigi
=1 i=1
A esta ultima técnica se le conoce con el nombre de reduccién a
denominador comun.

Lema 2.7. Sea G un grupo abeliano sin torsion. Si H es un subgrupo
de G y L(H) es el subespacio vectorial de G generado por H, entonces
a € G pertenece a L(H) si y solo si existe un nimero natural n con el
cual se tiene na € H.
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. . . . m m
Demostracion. Por definicién, si a € L(H), existen —1, ., — EeQ,
ni1 Ny
conm; >0y g1,...,9- € H, sujetos a
T

mg gi

o= —=

n; 1

Por reduccién a denominador comun esto es igual a ﬁ para cierto h € G
y n € N. De ahi se justifica na =h € H. "

Reciprocamente, si na € H, entonces na € L(H), de donde se
obtiene oo € L(H). O

Podemos establecer correspondencias ida y vuelta entre S(G), la
coleccién de subgrupos G, y L£(G), la coleccién de subespacios de G de
la siguiente manera.

= L : S(G) — L(G) asocia a cada subgrupo H de G el subespacio
L(H) de G generado por H,

» A : L(G) — S(G) asocia a cada subespacio T € L(G) el grupo
A(T)=TnNG.

Claramente Hy C Hj implica L(H,) C L(Hs) y Th1 C T» implica
A(Ty) € A(Tz). Sin embargo L y A no son inversas una de la otra
aunque siempre se cumpla LA(T) = T. En efecto, siempre se cumple
LA(T) C T puesto que T es subespacio de L(G), se satisface A(T) C T
y LA(T) es el menor subespacio que contiene a A(T'). Por el otro lado,

dado h € T, al ser G es un sistema de generadores de G, se satisface
m m
h:—lgl+...+JgT:g€T.
ny Ny n

para cierto g € G y n entero positivo. Luego,g =nh € TNG = A(T), lo
cual implica h € LA(T).

Que no siempre AL(H) y H coincidan se comprueba, por ejemplo,
al tomar G = Z. En tal caso se tiene G = Q y al definir H = 2Z € S(Z)
se obtiene AL(H) =Z # H.
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2.3. Grupos ordenados

Definicion 2.8. Un grupo abeliano es ordenado si es ordenado como
conjunto y g,h > 0 implica g + h > 0.

Si el orden es total, diremos que G es un grupo abeliano to-
talmente ordenado. Aqui solo trabajaremos con grupos totalmente
ordenados, por lo cual en lo general omitiremos la palabra totalmente.

Definicién 2.9. Sean (G,+,<) y (G, +, <) grupos abelianos ordena-
dos. Decimos que un homomorfismo ¢ : G — G’ es un homomor-
fismo creciente de grupos ordenados si ¢; < g2 (en G) implica

©(g1) < ¢(g2) (en G").

Lema 2.10. Un grupo abeliano (G,+,<) es totalmente ordenado si y
solo si existe un subconjunto S C G, al que en lo sucesivo llamaremos
cono positivo , que cumple las siguientes propiedades:

e SU-S=G,
e SN—S={0},
e para cada g1,g92 € S se tiene g1 + g2 € S.

Demostracion. En un sentido, si G es totalmente ordenado, basta definir
S ={g € G con g > 0}. Este S satisface la primera condicién ya que <
es un orden total, la segunda por la propiedad antisimétrica del orden y
la tercera porque G es un grupo ordenado.

En el otro sentido, si S C G satisface las tres propiedades, ponemos
g1 < go cuando gy — g1 € S. Claramente < satisface los axiomas de
orden. Por ejemplo se tiene g1 < g1, pues g1 — g1 = 0 € S. Ademas si se
satisface g1 < g2 v g2 < g1, entonces para h = g; — go, se tiene h € S
y —h € 5, es decir h € SN —S = {0}, con lo cual concluimos g; = ga,
También g1 < g2y g2 < g3 implican g1 —go € Sy go—gs € S, y de ahi se
pasaa (g1—g2)+(g92—9g3) = g1—g3 € S, es decir, a g1 < g3. Notemos que
este orden es total pues, dados g1, g2 € G, se tiene g1 —g2 € G = SU-S.
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Si suponemos g1 — g2 € S, entonces se tiene g1 — go > 0 y tal como el
orden ha sido definido obtenemos g1 < gs. O

Un homomorfismo de grupos ordenados f : G — G’ es creciente si y
solo si f(S) C S" donde S y S’ son, respectivamente, los conos positivos
de Gy G

Lema 2.11. Un grupo abeliano totalmente ordenado no tiene torsion.

Demostracion. Sea g # 0y n > 0. Como el grupo es totalmente or-
denado, se cumple g > 0 0 g < 0. Si g > 0, entonces se tiene que
n-g=g-+---+g > 0. De forma andloga, de g < 0 se infiere n- g < 0.
Como para n < 0 se tiene ng = 0 si y solo si (—n)g = 0, se obtiene el
resultado. O

La siguiente proposicién establece que cuando G es un grupo abe-
liano totalmente ordenado, el grupo G (el cierre divisible de G, ver pro-
posicién 2.5) acepta un orden con el cual G es un Q-espacio vectorial
ordenado y el homomorfismo de inmersién [ : G — G es creciente.

Proposicion 2.12. Si G es un grupo abeliano totalmente ordenado, en-
tonces su cierre divisible G se puede ordenar de modo que el homomor-
fismo I : G — G sea un homomorfismo creciente de grupos ordenados.

Demostracion. Para definir el orden de G, por el Lema 2,1, basta consi-
derar como conjunto de elementos positivos a

S’:{%eacongZOyneZJr}Cé.

Nnog) — n
Con ello la condicién gL < 92 equivale a gL 92 _ Tegr T mg2 9,
ny ng ny N2 ninz
que a su vez es lo mismo que la condiciéon nsg; — nigs > 0.
Para establecer la segunda afirmacién basta definir I(g) = % O

Definicién 2.13. Un grupo abeliano G totalmente ordenado es arqui-
mediano cuando para cada o, € G con a >0y 8 > 0 existe n € N
para el cual se tiene nf > o > (n —1)0.
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Lema 2.14. Sea G un grupo abeliano ordenado. Entonces G es arqui-
mediano si y solo si es isomorfo a un subgrupo de (R, +).

Demostracion. Fijemos o > 0 en G. Tomemos > 0. Como G es arqui-
mediano, para cada n existe m(n) con el cual se tiene

m(n)a > nB > (m(n) — 1)a.
Un poco de manipulacién estandar implica

m(n+1) S m(n) 1 m(n) S m(n+1) 1

n+1 n n y n n+1  n+l’

m(n)

de lo cual se sigue de inmediato que la secuencia {} es de Cauchy.
n

@, es fécil ver que con f(—8) = —f(0),

éste se extiende a un homomorfismo sobreyectivo. Una prueba alternativa
puede encontrarse en [7] O

Si ponemos f(5) = lim

Observacién 2.15. Si G es un grupo abeliano sin torsién que satisface
#(G) < #(R) (para las cardinalidades), entonces G admite una base B
como Q-espacio vectorial con #(B) < #(R). Al tenerse dimgR = #(R),
podemos seleccionar una parte libre B’ de R con f(B’) = #(B). Entonces
si f : B — B’ es una biyeccidn, se sigue que f induce un isomorfismo
de Q-espacios vectoriales entre G y L(B’), el subespacio de R generado
por B’. Este isomorfismo permite ordenar G y brindarle de paso a su
subgrupo G una estructura de grupo ordenado arquimediano.

Proposicion 2.16. Si {G;}icr es una familia de grupos abelianos orde-
nados con I conjunto totalmente ordenado, entonces a H G; se le puede
i€l
dotar de una estructura de grupo ordenado con la cual los morfismos
G; — H G; son crecientes.
i€l

Demostracion. Al poner

S={ge ,I;IIGZ' | in(g) > 0} U {0},
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las propiedades de los conos positivos para H G; (ver lema 2.10) se
i€l
cumplen trivialmente.
Que las inyecciones sean crecientes es obvio pues resulta trivial que

los conos positivos son los llevados al conjunto S definido arriba. O

Observacion 2.17. Como consecuencia de la proposicién resulta que

el homomorfismo @ G; — H G; es creciente siempre que en la suma
el i€l

directa se tome el orden lexicografico.

Proposicion 2.18. Todo grupo abeliano sin torsion admite un orden

compatible con la estructura de grupo.

Demostracion. Todo grupo abeliano sin torsién G se puede sumergir en
su cierre divisible G, que es un Q-espacio vectorial. Si B = {v;}ies es
una base de G, podemos identificar @Q ~ G. Al ser Q ordenado, la

icl
observacion anterior garantiza que en G existe un orden compatible con
la estructura de grupo. Este orden en G induce un orden en G. O

Observacién 2.19. Si G es grupo abeliano sin torsién y §(G) < §(R),
entonces f(B) < 4(R) y podemos elegir una familia de ntimeros reales
Q-independientes {«;};cr de manera que el homomorfismo ¢ de G en R
definido como ¢(>_ r;g;) = > ria; es inyectivo e induce un orden arqui-
mediano en G. Como el orden de la proposicién anterior es claramente no
arquimediano, entonces los dos 6rdenes son distintos y, en cierto sentido,
son los 6rdenes extremos que se pueden definir en G.

2.4. Subgrupos aislados

Si partimos de un grupo G ordenado vamos a introducir un tipo de
subgrupo de G que nos permitira distinguir si el orden de G se aproxima
mas al de R o al de una suma directa de copias de Q.

Definiciéon 2.20. Sea I" un grupo abeliano totalmente ordenado. Di-
remos que 'y C I' es un subgrupo convexo de I' (también llamado
aislado) si dados a,b € Ty, la condicién a < z < b implica z € T'g.
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Definicion 2.21. Llamamos segmento de extremos a y b al conjunto
[a,b] = {z €T tal que a <z < b}.

Con esta notacion I'g es aislado cuando para cada a,b € I’y se satisface
[a,b] C Ty, de aqui el nombre de convexo.

Se verifican las siguientes propiedades, cuya prueba dejamos en ma-
nos del lector.

Lema 2.22. Para un grupo abeliano totalmente ordenado I' se satisfacen
las siguientes propiedades.

o Un subgrupo 'y C I es aislado si y solo si 0 < x < a con a € Ty
implica x € T'y.

e Un subgrupo Ty C T' es aislado si y solo si en T'/Ty la relacién <
definida como x + 'y < y+ T'g cuando x < y es una relacion de
orden.

o Si 'y y 'y son subgrupos aislados de I', entonces se tiene I'g C T’
oIy C Ty (es decir, el conjunto de subgrupos aislados de G queda
totalmente ordenado por inclusion).

Definicién 2.23. Sea G un grupo abeliano ordenado, diremos que

= (G es un grupo de rango racional n si la dimensién de su cierre
divisible G como Q-espacio vectorial es n;

= (G es un grupo de rango n cuando admite n subgrupos propios
aislados y no mas.

Lema 2.24. Sea G un grupo abeliano ordenado.

o El grupo G es arquimediano si y solo si sus unicos subgrupos aislados
son 0 y G, es decir, G tiene rango igual a uno.
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e Si G tiene rango n, con subgrupos aislados
I'gy=0clbc...',_ycT, =G,

entonces T';/Ti_1 no tiene subgrupos aislados propios y, en conse-
cuencia, es arquimediano.

Demostracion. Sea G es arquimediano y H # 0 un subgrupo aislado de
G. Fijemos 8 > 0 en H (el cual existe al ser H no trivial). Dado & > 0 en
I', por la propiedad arquimediana, existe n € Z* tal que n3 > a > 0 lo
cual por convexidad implica « € [0,n5] C H. De no satisfacerse a < 0,
se tendrd —a > 0 e igual concluiremos —a € H; al ser H un grupo, ello
equivale a a € H. De este modo H y G coinciden.

Reciprocamente, supongamos G no admita subgrupos aislados no
triviales. Para a > 0, la coleccién

Sa = {7| existe n € Z" con |y| < na},

es claramente un subgrupo aislado. Al contener éste al menos a «, resulta
igual a G. De este modo, dado 3 > 0, existe n tal que 0 < 8 < na; es
decir, se satisface la propiedad arquimediana.

La segunda afirmacién resulta de que cuando I'; C G es un subgrupo
aislado, existe una correspondencia biunivoca obvia entre los subgrupos
aislados H C G con I'; C H C I y los subgrupos aislados de I'/I’;. O

Llamaremos grupo de rango finito a todo grupo de rango n con
n entero.

Definicién 2.25. Dado F C G, llamaremos subgrupo aislado gene-
rado por F a la interseccion de los subgrupos aislados que contienen
a L.

Definicion 2.26. Dado I' C G subgrupo, llamaremos interior de I" al
mayor subgrupo aislado contenido propiamente en él.
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Si A(G) denota a la familia de subgrupos aislados de G, entonces el
interior de I" estd dado por

r= J r.
I GT
T, €A(G)
Definiciéon 2.27. A un subgrupo aislado de G generado por un unico
elemento, digamos g # 0, lo llamaremos subgrupo aislado principal,
y lo representaremos por I'y.

Claramente I'; es el menor subgrupo aislado que contiene a g.

Proposicion 2.28. Si ' es un subgrupo principal del grupo G, entonces
T/T es un grupo arquimediano distinto de cero.

Demostracion. Como siempre se tiene I'y D fg, basta probar que se
cumple I'y # fg vy que no aparecen subgrupos aislados intermedios entre
ellos. Como obviamente se satisface g € T'y, sobra verficar g ¢ fg. En
efecto, de no ser asi, por definicién existiria I'; & I' aislado tal que g € T';,
y ello contradiria el hecho de que I'y sea el menor subgrupo aislado que
contiene a g. Si fg ¢ I' & I'y se llega a una contradiccién porque I' & Ty
implica I' C fg, ya que por definicién de fg éste es uno de los subgrupos
que pertenecen a fg y satisfacen I' C fg. L]

3. Esqueleto de un grupo ordenado

Sea (G, <) un grupo ordenado y {I'; };cs la familia de subgrupos ais-
lados principales de GG, ordenados por inclusién. Notemos que podemos
ordenar I de manera que se cumpla ¢ < j cuando I'; C I';. Escribamos
H;,=T,/T;.

A la familia ordenada de grupos arquimedianos {H; };cr se le deno-
mina esqueleto de G.

Proposicién 3.1. Sea G un grupo ordenado y {H;}ic; su esqueleto.
Entonces para todo g € G no nulo existe un inico i € I con el cual se
tiene g€ Ty y g ¢ Ty
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Demostracion. Puesto que para cada g # 0 se tiene g ¢ fg ygely,
la existencia es evidente. Para constatar unicidad, supongamos se tenga
geljyg¢ fj junto con I'; # I'y. Entonces como I'y es el menor
subgrupo aislado que contiene a g, se satisface I'y C I'; y I'y C fj, lo
que implica g € fj; esto es una contradiccion. O

A partir del esqueleto podemos construir dos grupos abelianos gra-
duados y ordenados asociados a un grupo abeliano ordenado.

i. El graduado asociado al orden estd dado por

iel i€l
ii. El graduado de Hahn del grupo G esta dado por

H(G) = H H..

el

De lo estudiado en la seccién anterior se desprende que Gr(G) y
H(G) son grupos abelianos ordenados que satisfacen Gr(G) C H(G).

El teorema de Hahn, que no probamos aqui (ver [5], [7]), establece
el siguiente resultado estructural.

Teorema 3.2. Si G es un grupo abeliano ordenado, entonces G es de
manera natural un subgrupo de H(G). Es mds, la inmersion G — H(G)
es creciente. O

Como consecuencia, dado que los H; son arquimedianos, se tiene
H; C R, y de esta manera todo grupo abeliano ordenado se puede su-
mergir en un producto de Hahn de copias de R.

Por ello, la posibilidad de ordenar un grupo G se traduce en la
posibilidad de hallar esqueletos de G, donde los érdenes se corresponden
con los esqueletos. Podemos preguntarnos antes si dos grupos con el
mismo esqueleto son isomorfos.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 105-128, ISSN 2805-2430 119



Francisco Ugarte Guerra

Ejemplo 3.3. En la demostracion de la proposicién 2.28, cuando G
es un grupo ordenado, hemos construido el grupo S, que obviamente
representa el minimo subgrupo aislado que contiene a g, es decir, es
idéntico a I'y,. De este modo H es un subgrupo aislado principal de G
cuando existe g € G con el que se cumple

H=T,={aeG|IneZ’, 0<|a|<nlgl}.

Por ejemplo, si {G;}icr es una familia de grupos arquimedianos y
ponemos G = H G;, entonces H serd un subgrupo aislado principal de
i€l
G cuando exista g € G tal que

H=T,={ac I—IIGi\EInGZ"’, 0< o §n|g|}.
i€

Puesto que el orden es lexicogréfico, y se tiene que r = o(g) y o(ng)
coinciden, todo elemento o« € H satisfard o(a) > r. Reciprocamente,
por un lado o(a) > r implica directamente o < g; mientras por otro la
igualdad o(a) = r conduce a que «, € G, es no nulo: por la propiedad
a arquimediana de G;, deberd existir n sujeto a 0 < |a,| < nlg,|, y con
ello nuevamente obtenemos 0 < |a| < n ’ g ’

Las observaciones anteriores confirman asi las caracterizaciones

H={aec HG; | =0 cuando i < r},
iel

H={ae HG;| a; =0 cuando i < r}.
iel

Consecuencia directo de ello se justifica la identificacién H/H = G;.

Teorema 3.4. Si§ = {G,}licr es una familia de grupos arquimedianos
ordenados (con I un conjunto totalmente ordenado), entonces se tiene
lo siguiente.

e (Cantor-Ribemboim) El grupo G = H G; tiene por esqueleto a §.
icl

o El subgrupo @Gi c H G; también tiene por esqueleto a §.
icl el
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Demostracion. Sea G = H G;. Como los grupos G; son arquimedianos,
il
los subgrupos aislados principales de G estan dados por

i={geGlg =0,j<i},
y para cada uno de ellos se tiene
Ii={g9€eGlg;=0,j<i}

De este modo el esqueleto de G es {Fi/fi}ie[ ~ {G;}ier-

El mismo razonamiento se aplica a @ G, los detalles son dejados

icl

en manos del lector. O

De este modo tenemos dos grupos, uno contenido en otro, con el
mismo esqueleto. Ambos grupos coinciden cuando I es finito. No obs-
tante, ain en este caso el esqueleto no determina el grupo, ver ejemplo
3.6, abajo.

Si anadimos la hipétesis de que los grupos sean divisibles se logra
lo siguiente.

Proposiciéon 3.5. Si G es un grupo divisible con esqueleto § = {H, }icr,
entonces de manera natural se tiene

@Hich H H..

il el
Si I es finito los tres grupos coinciden.

Demostracion. La segunda inclusién es el teorema de Hahn. Para probar
la primera basta observar que si § = {H;}icr es el esqueleto de G,
entonces al ser G divisible, para cada i € I, los cocientes H; = I'; /fl
seran Q-espacios vectoriales ordenados con bases

B; = {gij + fi con g;; € Fi}je]i.

Los elementos {gi;}icr,jes, son independientes en G (como Q-espacio
vectorial), lo que permite definir los morfismos inyectivos crecientes
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vi + Hi — G mediante v;(g;; + I:Z) = ¢;j, que a su vez inducen un

homomorfismo inyectivo = : @ H,; — G que es creciente pues para i <[
iel

se tiene g;; € I'y N T';. O

Acabamos de establecer que cuando G es divisible, el grupo @ H;
iel
aparece como cota inferior y H H; como cota superior entre los grupos
i€l
cuyo esqueleto es el mismo de G. Si G no fuera divisible ello ya no es
posible.
El siguiente ejemplo, propuesto por Clifford en [2], muestra dos gru-

pos no isomorfos con el mismo esqueleto.

1
Ejemplo 3.6. Sea el grupo G C Q x Q generado por {(, T)}
DPr Pr reN

donde p, es el r-ésimo primo, es decir, p; =2,p2 =3,p3 =95,....
Primero notemos que H = {0} x Z es un subgrupo de G. Para ello

11
basta observar que se tiene 2 - (2, 3 €eGy3-
se sigue (1,1) € Gy (1,2) € G y, con ello, (0,1)
inclusién H C G.
En segundo lugar, notemos que H es aislado. En efecto, para n € N
tenemos que (0,0) < (a,b) < (0,n) con (a,b) € G implica a = 0. Pero

1 1 4
(0,b) € G lleva a (0,b) = ny (,Zl) + -+ 0, <7ZT>, para
Piy Piy Di, DPi,

12
3 3> € G, de lo que
€ G; esto muestra la

ciertos nj, y con ello se tiene

n n
0=+ ... (1)

i1 Pi..
Si ponemos Qj = piy * - Pi;_y " Pijyy -+ Piy, entonces p;; divide a
Qr siy solo si j # k. Al multiplicar (1) por p;, - ... p; obtenemos

0=n1Q1+...+n,.Q,, es decir,

njQ; = —(MQ1+...+nj-1Qj—1 +nj11Qj41 + ... 0 Qy),
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de donde concluimos que p;; divide a n;Q;. Esto a su vez implica que
pi, divide a n;. De esta forma se consigue

njtj

"= Z Di;

j=1

€.

Como esto significa (a,b) € H, se concluye que H es aislado.

En tercer lugar notemos que H no admite subgrupo complementario
en GG. Supongamos, por el contrario que existe un subgrupo 7' tal que
H+T =G con HNT = {0}. En tal caso, para todo r se tendria

1 r
—,— | =(0,n;) + (ar, b,),
<pr pr> ( ) ( )

de donde se pasaria a

Esto a su vez conduce a (1,7 — p,n,) € T. Ahora bien, si existieran r y
s de forma que r — n,.p, # s — ngry, entonces existiria un entero n no
nulo tal que (0,n) € T. Por tanto, para que T sea complementario a H,
es obligatorio que lo valores

1—27L1,2—37L2,3—5TL3,"‘,

sean todos iguales. De ello resulta

_2n1—|—1
= 5

2nq1 + 2 2nq +r
= = ———

n2 -
b) Pr+1

n3

Pero acd ny es fijo mientras tiende a cero, con lo que resulta im-

Pr+1

. 2ny +r . .
posible que 217 sea persistentemente un entero. Concluimos que H
Pr+1
no admite subgrupo complementario en G.

Como H es arquimediano, pertenece al esqueleto de GG, y como no
tiene complementario, es imposible que G sea suma directa de los grupos
de su esqueleto.
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Por su parte, el cociente G/H es también arquimediano puesto que
cumple (o, 8) + H # 0 equivales a que se tenga (o, 8) ¢ H, es decir, a la
condicién « # 0. En consecuencia, se tiene que (o, 3) + H € G/H, y
(a, B)+H > (0,0) siysolosia > 0y, como ademds Q es arquimediano, el
cociente G/H también lo es. Por lo tanto, el esqueleto de G es {H, G/H}
y los grupos G y H @ G/H no son isomorfos a pesar de tener el mismo
esqueleto.

En un trabajo posterior caracterizaremos los esqueletos correspon-

dientes a 6rdenes de G compatibles con el orden dado. Para a ello ten-
dremos que introducir un nuevo objeto: las valoraciones.

4. Teorema de Hahn para grupos de rango
finito

Comenzaremos probando que es suficiente probar el Teorema de
Hahn para Q-espacios vectoriales para validar el resultado general.

Proposicion 4.1. Sea G un grupo totalmente ordenado.

e Si HC G es un grupo aislado de G, entonces L(H) es un subgrupo
aislado de G.

e Si R C G esun subgrupo aislado de G, entonces A(R) es un subgrupo
aislado de G.

e FEriste una correspondencia biunivoca entre los subgrupos aislados de
G y de G. Esta correspondencia ademds preserva el orden definido
por inclusion.

Demostracion. Para la primera afirmacién tomamos «ay, e, € L(H)
sujetos a1 < 3 < an. Entonces merced al lema 2.7 existen ny,no,n € ZT
tales que niay, noas,nB € H. Con m = mingn se satisface ma; <
mfB < mas, y al tenerse may, mas € H, la convexidad del grupo H
implicamf € Hy 8 € L(H).
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La segunda parte es trivial.

Por ltimo probaremos que las correspondencias L y A son inversas
una de la otra. Al introducir las asignaciones mostramos que siempre se
satisfacfa LA(T) = T. Ahora probaremos que cuando H es un subgrupo
aislado de G se tiene también AL(H) = H, es decir, LLH)NG = H.
Como es directa la inclusién H C L(H) N G, nos limitamos a probar
L(H)NG C H. Sea entonces o € L(H) N G. En tal caso directo de
la definicién se tiene na € H para cierto n positivo. Como se satisface
0 < |a] < nlal, que H sea aislado implica o € H. O

Observacion 4.2. Si I es un grupo abeliano, los subgrupos aislados de
G son justamente los subespacios vectoriales generados por los subgrupos
aislados de G. Por tal razén el rango de G coincide con el rango de G.

En la seccién 2.3 hicimos constar que los subgrupos L(I';)/L(I';—1)
son arquimedianos y, por tanto, isomorfos a un subgrupo de R.

Lema 4.3. Sea V' es un K-espacio vectorial. Si se tiene
O=LgocLic...CcL,=V,

con L; subespacios vectoriales y B; = {vij+Li—1, conv;; € L;}jer, base
de L;/L;—1 para cada i, entonces

B ={v;j, para1 <i<nyjel}
es una base de V.

Demostracion. Veamos en primer lugar que el conjunto B es un sistema
de generadores de V. Dado v € V se tiene v+ L,,—1 € L, /L1 y por lo
tanto también
v+ L, = Z Anj’”nj +Ly_1,
Jj€In

para ciertos A,; € K. Si ponemos v, = E AnjUnj, entonces se tiene

JEln
v—v, € Lp1y (W—vy)+ Lp—o € Ly_1/Ly—2,. Con ello se logra
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V—Uy = E An—1;Vn—1;+Lp—2 e inductivamente se sigue el resultado.
JE€In-1
La independencia lineal es trivial si nuevamente pasamos sucesivamente

al cociente de los L. O

En uso de los resultados anteriores probaremos a continuacion el
teorema final de este trabajo.

Teorema 4.4. Si (G,+,<) es un grupo abeliano totalmente ordenado
y de rango n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de (R™, +) con el
orden lexicogrdfico.

Demostracion. Sustituimos, de ser necesario, G por G para suponer que
G es divisible. De esta forma G tiene estructura de Q-espacio vectorial,
y si ademads tiene rango n, con la cadena de subgrupos aislados dada por
{0} =TocTyC...CI, =G, entonces B;j; = {gij + ['i_1}jer, resulta
base de I'; /T';_; para ciertos g;;. Por el lema 4.3, la coleccién {g;;} actia
cual base de G como Q-espacio vectorial. Fijada esta base, al suponer
gi; > 0, se tiene que para cada g € G se cumple

> Xigis

Z Z Aij i

=1 \jel;
g1+ g2+ -+ gn, donde g; € T;.

9

Ahora podemos construir una aplicacién
@ G—>Fn/Fn_1 X ... X Fl/FO

con ¢©(g) = (gn + Th-1,...,91 + To). Esta aplicacién es Q-lineal porque
lo es en cada componente. Ademds transforma la base B de G en una
base del espacio producto I',,/T,,—1 X ... X I'1 /Ty, y por ende es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Vamos ahora a comprobar que si
en el espacio producto consideramos el orden lexicografico, entonces ¢
resulta creciente. Para ello observemos que dado g € G, con g # 0, existe

126 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 105-128, ISSN 2305-2430



Estructura de los grupos abelianos sin torsion

r < n tal que g. # 0y gs = 0 para cada s > r. Luego se tiene g > 0siy
solosi g+1'.—1 = g.+TI',._1 > 0, lo cual es posible tinica y exclusivamente
de tenerse

(gn—’_rnfla"wgr+FT715"'791):(07"'7079T+FT717"'791)>0

en el orden lexicografico. Por otra parte, como I',./T'._; es arquimediano,
resulta isomorfo a un subgrupo de R, lo que da paso a una inmersién

/Iy =R,
Al poner todo junto logramos
G~ Fn/rn,1 X ... X Fl/ro — R".

En pocas palabras, si G es divisible, entonces G es isomorfo a un producto
de subgrupos de R ordenados con el orden lexicografico. O
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Abstract

This paper covers the notation and basic results of the theory of orde-
red abelian groups required to state Hahn’s Theorem, which deals with
the structure of such groups. In addition, we present a simple proof of
Hahn’s theorem for groups of finite range and some results concerning
the minimality of the immersion sugested by the theorem.
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