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Resumen

El presente trabajo prueba que la hexagonalidad del web G, imagen
directa de la foliacién F por la aplicacién de Gauss Gr : P2 --» ]1312C7
implica que la foliaciéon F es transversalmente afin.
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1. Introduccion

Existe una nocién geométrica de hexagonalidad de un 3—web W en C3
introducida por Blaschke y Dubourdieu [2] y caracterizada por la equiva-
lencia de W con el 3—web trivial dado por dz- dy- dz = 0. No obstante,
otra forma de caracterizar dicha nocioén es a través del anulamiento de
su curvatura, una 2—forma meromorfa con polos contenidos en el discri-
minante del web W. La hexagonalidad para un d—web W, con d > 3, se
analiza a partir de la hexagonalidad de todos sus 3—subwebs [16].

La aplicacién de Gauss Gr asociada a una foliacién F sobre P2
es una aplicacién racional Gr : P% --» IF’?C definida por Gr(p) = TpF,
donde T}, F es la recta tangente de la foliacién F en un punto regular p,
cuyo conjunto de indeterminacién coincide con el conjunto singular de
F. Nuestro punto de partida son las siguientes construcciones.

i) Si la foliacién F es de grado d, en uso de la dualidad proyectiva,
obtenemos en }P’?C un d—web denotado por LegF.

ii) La imagen directa G..F de la foliacién F es el d—web sobre IF’?C que
se obtiene por la superposicién de las d—foliaciones definidas por
la aplicacién de recubrimiento Gr.

En [7] los autores asocian a foliaciones de grado 3 sobre PZ una
trivolucion birracional: toda recta genérica £ es tangente a una foliacién
F en tres puntos; la aplicacién buscada que intercambia estos puntos
en general es multivaluada. Ellos obtienen un criterio para que dicha
aplicacién sea birracional y construyen ejemplos de 3—webs hexagonales
a partir de foliaciones que admiten trivoluciones no triviales asociadas a
una foliaciéon F de grado 3.

En este articulo demostramos que la hexagonalidad del web G, F
implica que la foliacién F es transversalmente afin, donde G : P? --» P%
es la aplicacién de Gauss asociada a la foliacién F.

Definiciéon 1.1. Una estructura transversalmente afin singular
para una foliacién F sobre el plano proyectivo complejo P% consiste
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de un par (w,n) de 1—formas meromorfas que verifican las siguientes
condiciones:

i) w define la foliacién F,
i) dw =w A,
iii) dn = 0.

Un criterio para determinar cuando una foliaciéon admite una es-
tructura transversalmente afin es el criterio de Singer (ver [15]).

Teorema 1.2 (Criterio de Singer). Sea w una forma racional en C?.
Entonces w tiene una integral primera liouvilliana si y solamente si la
foliacion definida por F admite una estructura transversalmente afin.

Webs

Un germen de k—web singular de codimensién uno sobre (C™,0) es
una clase de equivalencia [w] de gérmenes de k—formas simétricas, esto
es, secciones de Sym*Q!(C",0) médulo multiplicacién por O*(C",0),
tales que cualquier representante w definido en una vecindad conexa U
del origen verifica las siguientes propiedades:

1. el conjunto de ceros de w tiene codimensién mayor o igual a 2;

2. w puede ser vista como un polinomio homogéneo de grado & libre
de factores cuadrados en el anillo O(C™,0)[dx, ..., dzk];

3. para un punto genérico p € U, w(p) es un producto de k 1—formas;

4. para un punto genérico p € U, el germen de w en p es el producto
de k—gérmenes de 1—formas integrables.

Un k—web global W de codimensiéon uno sobre una superficie
compleja S estd dado por una cobertura por abiertos Y = {U;} de S
y k—formas simétricas w; € Sym*QL(U;) que verifican las siguientes
condiciones.
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a) Para cada interseccién no vacia U; N U; de elementos de U existe
una funcién no nula g;; € O*(U; N U;) tal que w; = g;jw;.

b) El conjunto singular Sing(w;) de w; tiene codimensién al menos
dos.

c) Para cada U; € U y p € U; genérico, el germen de w; en p es
un producto de k gérmenes de 1—formas integrables que no son
colineales dos a dos.

Cuando k = 1, recuperamos la definicién de foliacién singular de
codimensién uno.

El subconjunto de S donde la condicién (c) falla es denominado
discriminante de W y se denota por A(W). Asimismo, el conjunto
singular Yy, de W es definido por ¥y NU; = Sing(w;) y estd contenido
en A(W).

Si la superficie S es compacta, entonces un k—web global es un
elemento del espacio H°(S,Sym*Q% ® N), donde N € Pic(S) es un
fibrado lineal cuyo germen de cualquier representante en cualquier punto
de S verifica las condiciones (1-4).

Web asociado a una foliacion

De la secuencia de Euler
®3 2
0— Opz = Op2(1)* = TPg = 0
podemos deducir la siguiente secuencia exacta
0 = Sym*~!(Opz(1)%*) ® Opz — Sym *(O32(1)®*) — Sym " TPZ — 0.

De ello se sigue que un k—web de grado d sobre PZ queda determinado
por un polinomio bihomogéneo P(z,y, z;a,b,c) de grado d en las coor-
denadas (x,y, 2) y grado k en las coordenadas (a, b, ¢), respectivamente.
Las coordenadas (a : b : ¢) son las coordenadas homogéneas naturales en
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el plano dual proyectivo:

T(’;:y:z)]P’% = {w =adz + bdy + cdz € T*C? : w(R) = 0}
= {adz + bdy + ¢dz : ax + by + ¢z = 0},

donde R es el campo radial. Existe una identificacién natural de ]P’T*IP(%
con la variedad de incidencia

T={((x:y:2),(a:b:¢)): ax+by+cz=0} C P2 x P2

Sean W un k—web de grado d sobre P% y P(z,v,z;a,,b,c) un poli-
nomio bihomogéneo que define W. Entonces Sy, C IPT*IP’(%, en adelante
el grafico de W sobre PT*PZ, estd dado por

Sw={((z:y: ) (a:b:c) € B x B2
ar+by+cz=0, P(z,y,2;a,b,¢) =0}

bajo la identificacién entre T y PT*PZ.

Supongamos que W es un web irreducible de grado d > 0 y consi-
deremos las restricciones m y 7 a Syy de las proyecciones naturales de
]P% X IP% sobre ]P’(% y IF”(QC respectivamente. La distribucién de contacto
D sobre PT*P% es dada por

D = ker(adz 4 bdy + ¢dz) = ker(zda + ydb + zdc).

La foliacién Fyy inducida por D sobre Syy se proyecta a través de
sobre un k—web Wy, a través de 7, sobre un d—web W en IP%. El d—web
es llamado transformado de Legendre de W y se suele denotar por
LegWV.

En los libros clédsicos de ecuaciones diferenciales ordinarias uno en-
cuentra que el transformado de Legendre es una transformacién involuti-

va que envia una ecuacién diferencial polinomial de la forma F(z,y,p) =

d dy

0 a otra de la forma F(P,XP —Y,X) = 0, donde p = d—y y P= I
x

ver por ejemplo [9, pdg. 40].
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Consideremos una carta afin (z,y) de PZ y una carta afin (p, q) de
]P’(QC cuyas coordenadas corresponden a la recta {y = px + ¢}. Si un web
W es definido por una ecuacién diferencial implicita F'(x,y,p) = 0, con

d
p= d—y, entonces el web LegWV es definido por la ecuacién implicita afin
x

y d
F(p,q;x) = F(z,px +q,p) =0, dondem:—d—q; (1.1)
p

en este caso el discriminante es el divisor dado por A = {disc(F) = 0},
donde disc(F) es el x—discriminante.

ox
saturada pero libre de cuadrados, entonces su transformado de Legendre

Observacién 1.3. Si F : X = A(z, y)2+B(x, y)ag es una foliacién no
Y

estd bien definido.

Curvatura de webs

Sea W un k—web completamente descomponible sobre una superficie S,
esto es W = F; K --- X Fi. donde cada foliacién F; es definida por la
1—forma w; con singularidades aisladas. De acuerdo con [16], para cada
terna (r,s,t) con 1 <r < s <t < k definimos 0,5 = n(F, X Fs K F})
como la tnica 1—forma meromorfa que verifica las relaciones d(dsiw,) =
NrstNstWr, d(04rws) = NrstNotpws ¥ d(0rswi) = NrstAdrswy; donde la fun-
cién ;5 satisface la relacién w;Aw; = §;; deA dy. Las 1—formas 7,5 estén
bien definidas mdédulo la suma de una 1—forma holomorfa cerrada. La
curvatura del web W es K(W) = dn(W), donde n(W) = Z Nrst;

1<r<s<t<k
es decir, equivale a la suma de las curvaturas de todos los 3—subwebs de

W. Se verifica que K (W) es una 2—forma meromorfa intrinsecamente
asociada a W; esto es, para cualquier aplicacién holomorfa dominante ¢

se tiene K(p*W) = ¢*(K(W)).
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2. Resultado principal

Uno de los asuntos discutidos en [7] es la posible relacién entre la exis-
tencia de trivoluciones no triviales asociadas a una foliacién F de grado
3 y la hexagonalidad del web LegF. En esta secciéon brindamos una res-
puesta parcial a esta pregunta.

Teorema 2.1. Sea F una foliacion de grado d sobre P%. Si el web LegF
es hexagonal, entonces la foliacion F admite una estructura transversal-
mente afin singular.

Prueba. El hecho de que LegF sea hexagonal es equivalente a que
GrLegF = FNX W+ sea hexagonal, donde X denota la superposicién de
una foliacién con un (d—1)—web y Gr es la aplicacién de Gauss asociada
a la foliacién F. Al aplicar [1, teorema 18.2] al recubrimiento topoldgico
asociado al nicleo de la monodromia del web W+ deducimos que existe
una superficie algebraica normal S+ irreducible y un recubrimiento ra-
mificado p : S+ — P2 tal que p*W+ es totalmente descomponible. De
esta manera se tendré

W = p*(GiLegF) = p*(F)Rp*WH) = IR F K- K Fy,

donde F; = p*F. Asimismo, la curvatura de W queda definida por
K(W) =dn(W), donde

W) =n(ARFER -RF)= >
1<r<s<t<d

Supongamos ahora que w; sea una forma racional que define F;. Puesto
que W es hexagonal, existe f; € C(S+) y una 1—forma racional 1 sobre
S+ sujetas a

2
D fiwi =0, d(fiwi) = fiwi An, dn=0.
i=1
De esta manera la foliacion F; = p*F admite una estructura transver-

salmente afin. De [6, Teorema 1.4] o [7, teorema 2.21] se concluye que la
foliacién F también admite una estructura transversalmente afin. O
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El reciproco de la proposicién no es cierto, aun en el caso Galois
(ver [5]), como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. La foliacion dada por el campo vectorial

0 z2. 0
X 32 4 il
(z,y) x6x+( +x+ 3)8y

admite una estructura transversalmente afin, puesto que posee una in-

tegral primera liouvilliana dada por y — —Ilnx + — + 522"
x x
Por otro lado, de la relacién (1.1) deducimos

F(p,q,z) = pA(a,pz + q) — B(z,pz + q),
dgq 3 23
donde x = 3’ A(z,y) =2y B(z,y)=14+x+ 3 De esta manera,
p

el web LegF estd dado por
1
w=pdg® + gdqup — dgdp?® + dp® = 0;

ver apéndice 3. Obsérvese que este web no es hexagonal, ya que su cur-

vatura K (LegF) = dp A dg es no nula. Ademds, se tiene que

1
14+27p
el grupo de transformaciones birracionales D = {7 €Bir(P?) : Gr =
Gr o7} = (1) es isomorfo a Zsz, donde Gr es la aplicacién de Gauss

asociada a F y se cumple

x(x + 3)(—2x — 3+ /30)
2(z2 + 3z +3) ’

+(1:+3)(1+1:+"”;)(—2x—3+\/§i>;

7(z,y) = (9& +

22(z2 4+ 3x + 3)
es decir F es Galois.

El resultado principal de Cousin y Pereira [8, Theorem A] conduce
a una dicotomia para cada foliaciéon transversalmente afin sobre una
variedad compleja proyectiva cuyo primer nimero de Betti es cero.
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Teorema 2.3 (Cousin-Pereira). Sea X una variedad compleja proyec-
tiva tal que HY(X,C) = 0, y F una foliacion singular transversalmente
afin sobre X. Entonces al menos una de las siguientes afirmaciones se
verifica:

1. existe un morfismo Galois finito p : Y — X tal que p*F queda
definida por una 1—forma racional cerrada; o

2. existe una foliacion Ricatti R transversalmente afin sobre una su-
perficie reglada S y una aplicacion racional ¢ : X --+ S tal que
F=qR.

Si particularizamos este resultado al caso X = IP’(QC obtenemos una
descripcién bastante precisa de las foliaciones F transversalmente afines
en el plano proyectivo complejo que, por la proposicion 2.1, son las tinicas
candidatas a verificar la condicién que LegF sea hexagonal.

Corolario 2.4. Sea F una foliacién sobre IE”(QC cuyo web dual LegF es
hexagonal. Entonces o existe un morfismo Galois genéricamente finito
p: S — PZ% tal que p*F es definida por una 1—forma racional cerrada
o bien existe una foliacion Ricatti R : dy + (a(x) + yb(x))dx = 0 trans-
versalmente afin y una aplicacion racional q : ]P’(% -— ]P(lc X IP’}C tal que
F =q*R, donde a(z), b(z) € C(z). O

3. Apéndice

Presentamos un algoritmo realizado en Maple por O. Ripoll (17) para
calcular la curvatura de un 3—web W conociendo los coeficientes de la
funcién que lo define.

restart:with(LinearAlgebra) :

kw:=proc(F) local a0,al,a2,a3,R,alpha0,alphal,alpha2,k:

a3:=coeff (F,p,0):a2:=coeff (F,p,1):al:=coeff (F,p,2):a0:=coeff (F,p,3):

R:=Determinant (Matrix([[a0,al,a2,a3,0],[0,a0,al1,a2,a3],
[3*a0,2%al,a2,0,0], [0,3*a0,2*al,a2,0], [0,0,3*a0,2%al,a2]]));

alphaO:=[diff(a0,y),diff (a0,x)+diff (al,y),diff(al,x)+diff(a2,y),
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diff(a2,x)+diff(a3,y),diff(a3,x)];
alphal:=Determinant (Matrix([alphaO, [a0,al,a2,a3,0],[-a0,0,a2,2*a3,0],
[0,-2%a0,-a1,0,a3],[0,0,-3*a0,-2*al,-a2]]));
alpha2:=Determinant (Matrix([alphaO, [0,a0,al1,a2,a3],[-a0,0,a2,2*a3,0],
[0,-2%a0,-a1,0,a3],[0,0,-3*%a0,-2*al,-a2]]));
k:=simplify(diff(alpha2/R,x)+diff (alphal/R,y)):
end proc:

Para ser precisos, si el 3—web esta dado por la condicién
W F(a,y,p) = ao(z,y)p’ + a1 (z,y)p* + az(z, y)p + as(w,y) = 0,

d
donde p= —y, en [17] se prueba que la curvatura de tal web estd dada

por la 2—forma

0 0
K = =—(A42) — —(4;) |dx Ad
00) = (5 42) = 5-(40)) do A
donde las expresions A; y As estan definidas por
e’ a
=g A=

donde R = Res(F,0,(F)) es la p—resultante de F' y las funciones oy y
a son determinantes en términos de los coeficientes a;, una vez omitida
la dependencia de z, y:

Oy(ao) 0z(ao) +0y(ar) Oz(ar) + Oy(az) Ou(az) + Oy(as) Oy(as)

ao a1 as as 0
o = —ao 0 az 2a3 0
0 —2&0 —ai 0 as

0 0 —3(10 —2(11 —asz

Oy(ao) 0z(ao) +0y(a1) Oz(a1) + Oy(az) Ou(az)+ Oy(as) Oy(as)

0 ao a1 az as
Qg = —ao 0 as 2&3 0

0 720,0 —al 0 as

0 0 *3(10 72(11 —a2
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Abstract

In this work we prove that the hexagonality of web G, the direct ima-
ge of a foliation F by Gauss map Gr : IP’?C --> ]P’?C, implies that F is
transversally affine.
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