Singularidades presimples y simples de
foliaciones de codimension uno

P. Fernandez', H. Neciosup' y N. Saravia'

Abril, 2017

Resumen

Tanto en dimensién dos como en dimensién tres la reduccién de sin-
gularidades de foliaciones holomorfas de codimensién uno pasa por dos
etapas: la primera es pasar de la singularidad dada a la sigularidad
presimple, la segunda de la singularidad presimple a la simple. En este
articulo establecemos las formas normales de la singularidades presim-
ples siguiendo los articulos [2], [4] ¥ [3]. También caracterizamos las
singularidades presimples con hojas cerradas.
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1. Introduccion

Uno de los aspectos de la teoria de campos vectoriales holomorfos es
entender su comportamiento en torno de sus puntos singulares, es decir,
puntos donde el campo se anula. En un espacio ambiente de dimensién
dos, el tipo mas sencillo de singularidades queda definido por campos
lineales.

Sea X es un campo vectorial sobre (C2,0) con parte lineal, Do X,
no nula. Si Dy X satisface ciertas propiedades (por ejemplo, cuando los
autovalores se encuentran en el dominio de Poincaré o Siegel [8]), enton-
ces X es linealizable. Cuando el campo no tiene parte lineal, es posible
aplicar un proceso de reduccion de singularidades. Este proceso trans-
forma sus singularidades en un niimero finito de ellas, cuyo campo, cerca
de estas singularidades, admite parte lineal y su comportamiento es re-
lativamente sencillo.

En dimensién dos una singularidad es llamada simple si la par-
te lineal del campo es no nula y tiene autovalores A, Ay sujetos a la
condicién

A .
n )\1.)\2750y>\f;¢(@+0

" A =0y A2#06 X #0y A2 =0 (referido en adelante como silla
nodo).

Por el teorema de Seidenberg [9], toda singularidad se puede reducir
a singularidades simples mediante un numero finito de explosiones. La
singularidades simples fueron estudiadas muchos anos antes de la publi-
cacién del teorema de Seidenberg, lograndose con ello formas normales
(las llamadas formas normales de Poincaré, Dulac y Siegel).

Cuando el espacio ambiente es de dimensién tres, la existencia de
una reduccién de singularidades para foliaciones de codimensién uno
fueron estudiadas por F. Cano y D. Cerveau [4] en el caso no-dicritico y
por F.Cano [3] en el caso dicritico.

Cuando la dimensién es superior a tres, ain no se cuenta con un
resultado andlogo. En este articulo, describimos brevemente las singu-

52 Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430



Singularidades presimples y simples de foliaciones de codimension uno

laridades presimples y simples de una foliacién de codimensién uno en
un espacio ambiente de dimensién finita, objetos que generalizan las sin-
gularidades presimples y simples de dimensién dos. Propondremos los
modelos formales para singularidades presimples y, a partir de estos, de-
finiremos las singularidades simples. Los modelos formales son deducidos
directamente de la “jordanizacion” formal [7] de édlgebras conmutativas
de campos de vectores [3], y de una forma normal formal de una 1-forma
integrable. En la tltima seccién caracterizamos las singularidades pre-
simples con la propiedad de que todas sus hojas sean cerradas.

2. Foliaciones singulares adaptadas

Sea X una variedad analitica compleja de dimensién n. Fijemos la si-
guiente notacion.

s El haz de gérmenes de funciones holomorfas sobre X sera
denotado Ox. La fibra en cada punto P € X serd denotado por
Ox.p.

» El haz ideal maximal del haz Ox serd denotado mx. La fibra
en cada punto P € X es el ideal maximal del anillo local Ox p
denotado por mx p.

Un subconjunto analitico de codimensién uno, £ C X, es un divisor
con cruzamientos normales si para todo punto P € X existe una
vecindad coordenada (U, (z1, s, ...,z,)), donde P = (0,...,0), tal que

E|U:Hxi:0; Ac{1,2,...,n}.
i€EA

Si E C X es un divisor con cruzamientos normales denotamos por
e = e(E, P) el numero de componentes irreducibles de E que pasan por
el punto P. Obsérvese que se satisface

e(E,P)<mn, para P € X.
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Denotemos por Qx [—E] el haz de gérmenes de 1-formas meromorfas
con polos simples a lo largo del divisor E. Una seccién w alrededor de

un punto P € X de este haz en las coordenadas (U, (21, 22,...,2Zy)), se
expresa como
dx;
w = Zai xil + Zaidfﬂia
i€A igA

donde a; son funciones holomorfas en U.

Una foliaciéon F en X de codimensién uno adaptada al divisor £
es un par (F, F), donde F es un Ox-submédulo de Qx[—FE] sujeto a las
siguientes condiciones:

a) F es localmente libre de rango uno,

b) F es integrable, es decir satisface F AdF = 0, con d el diferencial

exterior y
Qx[-F
c) F es saturado, es decir, el cociente % es libre de torsién.
< . .. . Qx[—E]
Observacién 2.1. El Ox-mddulo de torsion del cociente —F
es definido como
Qx[-F
Tor <X‘[7__]> = {ﬁ . existe g € O% — {0} tal que ¢g.7j = 0}. (2.1)
Qx[-F
Dado que L es libre de torsién, se tiene

F

e (51 _ )

es decir, dado 7 € Qx[—E], existe g € O% tal que g.n € F, en donde se
tiene necesariamente 77 € F. Como F tiene rango uno, existe una 1-forma
w € Qx[—E] que genera F, esto es, se cumple F = w.Ox. Localmente,
en las coordenadas (x1,...,x,), esta 1-forma se expresa cual

w= Z a; d;i + Z a;dx;. (2.2)

i€A i igA
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Qx[-F]

el maximo comun divisor med(aq, .. .ay), vale 1. En efecto, supongamos
que existen gérmenes ¢,by, - - , by, no nulos ni unidades del anillo Ox,,

Observacion 2.2. Si el cociente es libre de torsion entonces

tales que gb; = a;. De ser asi, la 1-forma meromorfa

n= szd;z + Zbidl‘,’

icA igA

satisface g.n = w € F. Se tendrd asi n ¢ F, pues caso contrario b serfa
una unidad. Luego la clase 77 # 0 representaria un elemento del médulo
cociente.

Sea (F, E) una foliacién adaptada. Definimos el orden adaptado
de (F,E) en P € X como el orden mx p—adico del submédulo Fp de
Qx[—E], esto es,

V(F, E, P) = méx {k . FpC m’)“(’PQX’p[—E]}.

Por definicién el lugar singular Sing(F, E) de la foliacién adaptada
al divisor F es el conjunto de puntos P € X que cumplen v(F, E, P) > 1.
Para w como en (2.2), el generador de F, se tiene

v(F,E,P) = ml’n{yp(ai) ti= 1,...,n}.

Si consideramos A* = {i : x; no divide a a;}, entonces la foliacién

Q:Q:<Hxi>.w,

1€EA*
admite un conjunto singular de codimensién mayor o igual que 2.

Observacién 2.3. De hecho A* es el conjunto de indices correspon-
diente a las componentes irreducibles F' de F en torno a P que obedecen
Q |p= 0, es decir, F resulta ser separatriz de Q.

Si i esta en A, mas no en A*, diremos que x; = 0 es una compo-
nente dicritica de F para (F, E).
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Un subespacio analitico Y de X se dice que tiene cruzamientos
normales con F si en las coordenadas (2.2) existe B C {1,--- ,n} tal
que

Iyp= Z z;Ox p.

i€B
Definimos los érdenes adaptados a (F,E) en Y como
w(F, B, Y)=min({vy(a;):i ¢ B— A} U{vy(a;)+1:i€ B — A}),
p(F,E,Y,P) =min({vp(a;) : i ¢ B— AYU{vp(a;)+1:i€ B— A}),
donde vy (a;) = méx{n : a; € I}, } y vp(a;) = max{n: a; € m% p}.

En el caso Y = {P}, diremos que u(F, E,{P}) es la multiplicidad
adaptada de (F, E) en P.

Observacién 2.4. Si u(F, E,Y) = r, entonces se tiene
p(F,E,Y,P)=r 6 p(F,E,Y,P)=r+1,
es decir, siempre se cumple
wF,E\Y)<p(F,E,Y,P).

Sea F una foliacién en X de codimension uno, E un divisor con
cruzamientos normales en X e Y C X una subvariedad de X. Decimos
que Y es centro permitido en un punto P € Y si se satisfacen las
condiciones

a) Y C Sing(F),
b) Y C X tiene cruzamientos normales con E en Py
c) u(F EY) = p(F,EY,P).

Decimos que Y es centro permitido para (F, E) si todo punto de Y es
un centro permitido.
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Ejemplo 2.5. Consideremos F : 023 =0, Y : 21 =23=0y
d dx
w = x1x2dr; + Jﬂ3ﬂ + 56%@73;
] €3

acéd se tendrd A = {2,3} y B = {1, 3}. Un célculo simple conduce a

w(F,EY) =min({vy(a;):i¢ B— A} U{vy(a;)+1:i€ B— A})
= min({vy (az2), vy (a3)} U{vy(a1) +1})
=min({1,2} U{2}) = 1.
Si P =(0,0,0) tenemos
p(F,E,Y,P) =min(vp(a;):i¢ B—A}U{vp(a;)+1:i€ B—A})
— min({vp(a), vp(a5)} U {wp(ar) + 1})
=min({1,3} U {3}) = 1.
Si @ = (0,9,0), donde y # 0, tenemos
p(F,E)Y,Q) =min({vg(a;):i¢ B—A}U{vg(a;)+1:i€ B—A})

= min({rg(az),vq(as)} U {rg(a1) + 1})
= min({1,2} U{2}) = 1.

De este modo la curva Y es un centro permitido para la foliacion adap-
tada (F, E).

Ejemplo 2.6. Para F: 2023 =0,Y : 21 =23=0y

d d
w = r1xodx1 + x%ﬂ + xf;@ﬁ
T2 T3
se tiene
W F,EY) = min({vy(az),vy(az)} U{vy(a1) +1})

= min({3,2} U{2}) = 2.
Si P =(0,0,0), tenemos

p(F,E,Y,P) = min({vp(az),vp(as)}U{vp(ar)+1})
min({3,3} U {3}) = 3.
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Si @ = (0,y,0), donde y # 0, tenemos

p(F,E,Y,Q) = min({rg(az),vglas)} U{vg(ar) +1})
min({3,2} U {2}) = 2.

Como se tiene pu(F, E,Y) = p(F, E,Y,Q) y ((F, E,Y) < p(F, E,Y, P),
resulta que Y no es centro permitido en P.

3. Explosién con centro permitido

Consideremos el divisor E : H x;=0,con AC{l,--- ,n},eY :2;, =0,
€A
donde i € B C {1,--- ,n}, un conjunto analitico que tiene cruzamientos
normales con F.
Una explosién con centro en Y estd formada por una terna
(X', E',7), donde

X' = {(:c, [l]> € X x P haly = ali, 0,5 € B}’

con x = (x1, - ,&y,), L = (l; : i € B), k es el ndmero de elementos de B
y 7 es la restriccién a la subvariedad X’ de la proyeccién

pri: X x PP 5 X,

llamada la aplicacién de explosién. La transformada de E por 7 es
un divisor con cruzamientos normales £/ = 7~ 1(E UY). Obsérvese que
X' es una variedad de la misma dimensién que X y 7, localmente (en las
coordenadas (z},...z,) de X'), queda descrita como sigue: para t € B,
con t fijo, tenemos

o . .-
w:{xl xl, para todoi ¢ Boi=t, (3.1)

x; = (z} + ¢;)z), para todo ¢ distinto de ¢,
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donde (; € C es la constante de traslacion.

Consideremos w € Qx p[—FE] como en (2.2). Los términos de m*w
quedan descritos como sigue.

Siie B—(AU{t}), tenemos

Yo (awom)d((@iHGay) = Y (asom) (ahdaf+(i+()dal).
i€ B\ (AU{t}) i€ B\ (AU{t})
Siie BN (A—{t}), se tiene

> (wom) BG4+ T

/ i /
i€BN(A\{t}) i€BN(A\{t}) i+ G Tt

Sii ¢ B, tenemos

/
Y (wom Tt Y (wom) d,

X
i€A\B v i¢g(AUB)

Por otro lado, si i = ¢ € B — A, en uso de (2.2) aparecen términos
de la forma (a; o m)dz;. De manera similar, si i =t € BN A, mediante
/
x
(2.2) se obtienen términos de la forma (a; o m)—*.
x

t
Al agrupar lo anterior, llegamos a

ro=( X @en+ ¥ @@+ Do) | X

i€EBNA i€EB—A

+ > (a; o) (‘Zf/)

{ie BN(A—{t}):¢;=0} v
dx!
+ Z (ajom) [ —
) T; + Gi
(i€ BN(A—{t}):¢;#0}

+ Z (xha; o) dx} + Z (a; o) dx

i€ B—(AU{t}) i¢(AUB)
dx
+ Z (a;om) o
i€(A—B) v
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Observacién 3.1. Sea u(F, E,Y) la maxima potencia de z} que divide
a 7w en Q[—E'], donde E’ es el transformado de E, es decir

*

(7;5‘; e Q[—E’]}.

Con esta notacién, la forma que define la transforma estricta (F', E') de
(F, E) queda definida por la 1—forma

W(F,E,Y) = max {k: :

T™w

/ AN
(‘F7E)_ (.’Ifi)u(]:’E’Y).

El siguiente teorema se usa en la primera etapa del proceso de re-
duccién de singularidades, etapa que no discutiremos en este trabajo y
que consiste en pasar de una singularidad arbitraria a una singularidad
presimple.

Teorema 3.2. [3, Theorem 2.7] SeaY un centro permitido para (F, E),
7w : X' — X una explosion con centro en'Y con P’ € X' y P = n(P').
Entonces se cumple

v(F',E',P") < v(F,E,P).

O

4. Singularidades dicriticas y no-dicriticas

En esta seccién se enunciaran resultados sobre la primera etapa de la
reduccién de singularidades, la cual consiste en pasar de una singularidad
arbitraria una singularidad presimple.

Sea (F, E) una foliacién adaptada sobre X. Decimos que una com-
ponente irreducible F' de E es una componente dicritica de F para
(F,E) si F' no es una separatriz del saturado de (F, E).

Diremos que la foliacién adaptada (F, E) es dicritica si existe una
sucesién finita

{X(z’),]-"(i),E(i),Y(i),ﬂ(i+1)}i:0, con N >1,
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que obedece
a) X(0) = X, (F(0), E(0)) = (F, E),
b) 7ty : X(i + 1) = X (i) es la aplicacién de explosién con centro
Y (i) € (F(i),E(®)), parai=0,--- ,N — 1,
d) (F(i+1),E(i+
n(i+1)y

1)) es la transformada estricta de (F (i), E(i)) por

e) existe al menos una componente dicritica de E(N) para la foliacién
adaptada (F(N), E(N)).

Caso contrario diremos que (F, E) es no dicritica.
Observacién 4.1. Si E no tiene componente dicritica para (F, E), en-
tonces F esta generada por

d:l?i
w = Z a; + Zaidxi, a; € O((C",O)a

icA ' i¢A

donde se tiene A = A* = {z : 2; no divide ai}. Asi, el saturado resulta

ser

F = Ha:j w = Z HCL’j aiafi+z Hl’j a;dx;

JjEA i€cA \jeA Y igA \jeA
= Z a;dx; + Z H xj a;dx;
i€A igA \jEA
J#
i€A igA

n
= ) bida;.
i=1
Obsérvese que con ello obtenemos

v(F,E,P) = min{vp(b;):i=1,...,n}
= min({vp(a;)+e—1:i€ A} U{vp(a;)+e:i¢ A})
= w(F,E,P)+elE,P)—1.
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En general escribiremos b; = b}, + b’ ., + ---, donde b es polinomio
homogéneo de grado k. También, para simplificar la notacién usaremos
B; = bi.

n
Lema 4.2. Si Z:QBZ- =0, entonces (F, E) es dicritico.

i=1
Demostracion. Sea 7 una explosién con centro en P = (0,...,0) y fije-
mos t =1¢€ B={1,...,n}, para tener

x; =
_ ! .0
l‘2 — x1$2
x3 = xjah
m =
x, = xjal.

Si ponemos

Q= Z b;dx; + Z b;dx; = i bidz;,
i=1

icA igA
tendremos
™ = Z(b’ om)dx;
=1 n
= (by om)dz} + Z(bi o) (xldzy + xdx])
i=2

= <(b1 om)+ Z(bl o ﬂ)xi) dxzy + 2} Z(b7 om)dx}

i=2 i=2

= ((xll)y[(Bl(]-?x/Qa s 7x;1) + xllbzlj—i-l(]-?x/% cee 7x;1) + - )

+ Y (Bi(l,24,...,20) + x’lbi+1(1,x’2, ce X)) )@l | da

=2

H(@h) Y (Billah, . an) F @b (L, a) + ) dat
1=2
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Lo anterior nos lleva a

*Q
(z1)”

= ([(Bl(l,w’%...,x;) —&—m’lb},ﬂ(lw’%...,m;) +--1)

n

+Z(B'L 1 .13277%‘:1)—{-33/1 12/—&-1(1"1:/2771‘:1)—’_)3:5] dxll
=2

n
+x (Bi(1, 2, ... 2h) + 2hbl (L, 2h, .. xl) + ) da.
=2
(4.1)
n
Por hipétesis se tiene Z z;B; = 0, lo que conduce a
i=1
n
Bi(1,2h,...,2)) + ZBi(l,x'Q, coxl)xh = 0.
i=2

Al reemplazar (4.1) resulta

70
TAL = ((x/lb,ljﬂ(l,xé,..,,xgl)_|_...)
1
n .
+ Z(xabf,ﬂ(l,x’g,...,x;)+...)x2>dx/1
=2
+ xlz 1xg,...,xib)+x’1bi+1(1,x'2,...,g;;l)+...)de_
0
W = ( y+11$2,...7:1;/n)+...)
1
+ Z V+11x27---7$/n)+~'~)1:;>dz’1
i=2
+ (Bi(171./27~~. )—i—b,,H(l,x’Z,...,x;L)+...)dx;.
i=2

Al hacer ) = 0 se tiene 7*Q # 0, de donde se deduce que 2} = 0
no es invariante por F’ (es decir, no es separatriz de F'), acd F' es
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el transformado estricto del saturado (F, E). Concluimos que (F, E) es
dicritico. O

Ejemplo 4.3. Consideremos F : z123 =0, Y : 21 =23=0y
d d
Fw= (w223 + gc:f)ﬂ — 22dxy — x‘;’ﬁ
X X3
Observamos que la foliacién (F, E) es dicritica en uso del lema 1, pues
el saturado es
Q= (.’EQ{E% + xi’xg)dxl — xlxgd;vg — x%dxg.
De esto deducimos la igualdad

xl(xgxg + 23w3) + xg(—:le%) +zg(—af) = 0.

El siguiente teorema es otro resultado estructural que se usa en la
primera etapa del proceso de reducciéon de singularidades.

Teorema 4.4. [3, Theorem 3.3] Sea (F, E) una foliacion adaptada en X
no dicritica, Y C X una subvariedad de X, y 7 : X' — X una explosion
con centro permitido en Y. Si (F',E') es la transformada estricta de
(F, E) por w, entonces se tiene

w(F',E',P") < u(F,E,P)

para todo P’ € X', donde P = w(P’). O

5. Singularidades presimples y simples

En esta seccion se describen las formas normales de aquellas singula-
ridades que aparecen tras de un numero finito de explosiones. Estas
singularidades son llamadas singularidades simples y generalizan las
singularidades simples de dimensién dos.

Sea X una variedad compleja. Denotamos por © x_p (respectivamen-
te © x,p) el anillo de gérmenes de campos holomorfos (respectivamente
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de campos formales) sobre la variedad X en torno del punto P. Dado un
campo vectorial formal D € MmOy p y un entero k > 1, queda inducida
una derivacién via
DF :m/mFtl m/mk+1
f + mk+1 — D(f) + mk+1.

k+1 k+1

Debido a la identificacién m/m**! = m/m
sustituir m por m en la definicién de D*. Diremos que D es semisimple
si D* es semisimple para todo k > 1, ademds sera nilpotente si D* es
nilpotente para todo k£ > 1.

Sea D € T/T\I@X’p un campo formal que se anula en el punto P y

, no hay inconveniente en

(z1,...,2,) un sistema formal linealizable para Dg con autovalores A =
(A1,...,An). Adoptaremos la siguiente notacién:

I=(i1,...,0n) €eN", zl =gh gin
junto con

NI =Ny =45
j=1 j=1

Proposiciéon 5.1. Un campo vectorial D € ﬁ\léxvp es semisimple st y

solo si existe un sistema de coordenadas formales (x1,...,2,) y nimeros
complejos A1, ..., A\, con los cuales se tiene
n
0
3 6xj
Jj=1
Demostracion. Si existen coordenadas formales (z1,...,2,) y escalares

AL, -5 Ap € C sujetos a

- 0

D = s —
E )\leamj7
Jj=1

k+1

entonces una base de m/m**! est4 dada por los monomios x!, con |I]| <

n. En tal caso tendremos

D(z!)y =< A\ T > z!,
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esto es, una base de autovectores para D.

Reciprocamente, construiremos por induccién un sistema de coorde-
nadas formales (z1,- - ,x,), sujeto a D(z;) = A\;xz;. Comencemos consi-
derando una base {v’f, . ,Ufk } de m/m’”‘l7 para cada k, cuyos elementos
son autovectores de DF. Esta base satisface

ﬂk(vfﬂ) =oF, paratodoi=1,2,... 74,
donde 7 es el homomorfismo natural m/m*+2 — m/m*+1. Estas bases
pueden ser escogidas de la siguiente manera. Fijemos {v]f, . ,vfk} una
base cuyos elementos son autovectores de D¥. Buscaremos v¥ 1, .. .| f::rll,
autovectores de D**1. Para ello escojamos una base {u’f“, ... ,u’j:fl}

cuyos elementos son autovectores de D**1. Si reordenamos los indices
podemos suponer que {m(uf™!), ..., mp(uFF1)} es una base de m/mF+1
de vectores propios D¥. En la préctica tenemos una matriz cambio de

base Ay para la que se tiene

(vf, e ,vfk) = (wk(ulf+1), e ,Wk(ufljl)) - Ag.
Sea vFtt = uf ! parai >y y
(v’f“, e ,vf}jl) = (ulfﬂ, o ,ufljl) <Ay,
Al cumplirse z; = 11']?1 vf en la topologia de Krull para ¢ = 1,...,n,
tenemos D*(x;) = Nz, i =1,...,n. O

Aprovechamos la construccién efectuada en la proposicién 5.1 para
destacar el siguiente corolario.

Corolario 5.2. Sea D € ﬁ(:)x,p un campo semisimple y (zf,...x})
coordenadas formales con 1 < s < n tales que

D(x}) =Nz, N eC, i=1,...,s.

Entonces existe un sistema de coordenadas formales (1, ..., zy,) de Ox p

en donde se tiene
- 1o}
D=> Nwig—,
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conz;=x, y =N, parai=1,...,s.

Demostracion. Las coordenadas ...,z proporcionan una base par-
cial cuyos elementos son autovectores de los D*. Basta entonces comple-
tar esta base y hacer tender k a infinito. O

Proposicion 5.3. Un campo formal D € T/T\léxyp es nilpotente si y solo
si su parte lineal D' es nilpotente.

Demostracion. Por definicién, si D es nilpotente resulta que D' es nil-
potente.

Reciprocamente, si D! es nilpotente existe un entero n > 1 tal que
el n-ésimo iterado (D')™ de D! es nulo, es decir, cumple

D"(f) € m?, para todo f € m.

Para mostrar que D* es nilpotente hay que determinar ng > 1 tal que
el ny-ésimo iterado (D)™ es nulo, lo cual equivale a mostrar

D™ (f) € mFT! para todo f € m.
En efecto, por induccién, para k > 2 asumamos que existe ny_1 tal que
D"-1(g) € m*, para todo g € m. (5.1)
Si ponemos ng = 3ni_1, entonces para todo f € m tendremos
DU (f) = P (D™ () = D2 (g),

donde g = D™-1(f). Al satisfacerse g € m* C m? podemos escribir

r
g = Zaibi, con ai,bi cm,

i=1
obteniéndose asi
r 2ng_1
D2nk71 (g) _ Z (2711;_1) D2nk71—j (ai) Dj (bz) (52)
i=1 j=0
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Como se cumple D € @O p, tenemos D*(f) € m** para todo f € mF
y con ello
D?e=173 ;) DI (b;) € mFT1,

Puesto que se satisface 2ny_1 — j > ng_1, es decir j > ng_1 , para todo
0 < j < 2nj_1, cada término de (5.2) pertenece a m**! por (5.1). Por
lo expuesto D* es nilpotente. O

Teorema 5.4 (Martinet). Para todo campo formal D € ﬁ\léX’P existe
un campo semisimple Dg y un campo nilpotente Dy tal que se tiene

a) D= Dg+ Dy,

b) [Ds,Dy] = 0. Ademds, Ds y Dy son los tnicos con dichas
propiedades.

Demostracion. La unicidad es consecuencia de la unicidad de una des-
composicién de Jordan, D* = D% + DX con [D%, D%] = 0 para todo
keN.

Para la existencia, exhibiremos coordenadas = = (z1,...,z,) en

donde Dg = Ly , = Zm cast A= (A1, ..., An).
=1

0
ox;
Comencemos considerando una base x
se exprese en forma candnica de Jordan cual

) - (Z > b;,l[xl]f;;).

Jj=1|1|>1 J

1 1

= (21,...,2}) tal que D!

= 0
D'=1L N = Nz}
Azt + <; Z; axl

Como Ly 41y N' conmutan hasta orden uno, se obtiene siempre |I| < 1;
asi b},[ # 0 implica (A, I) = A;.

Supongamos por induccién que ya tenemos elegido un sistema de
coordenadas a doble indice z** = (ac]f’s, conxks)y E>1,s€{1,... n},
que satisface las siguientes propiedades:

o gk — ph=ln ek . xmh,
e Para |I| < k 6 para |I| = k con j < s se tiene que bfls # 0 implica
(A Iy = A
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Luego, en estas coordenadas, el campo se expresa cual D = Ly ;5. +
Nk donde

- 0
DA 9 D e

j=2 Z; J=1I1|>1 dx;

Para hallar las coordenadas, consideramos dos casos s < ny s = n.
Si s < n, definimos el cambio de coordenandas

mk zs J#Fs+ 1
Ty o1 +Qs+1( ), j=s+1,

donde Qﬁfl es un polinomio homogeneo de grado k dado por

Q@) = Y (@)

[Il=k
Expresamos D en estas coordenadas para obtener

k €+1 Z bk s+1 k 5+1) (53)

[1]>1

Por otro lado, el cambio de coordenadas

D@+ = D(x ZS) jAEs+1,
! D( sf1)+Q( s+1) j:5+17
conduce a
ka—&-l Z bka k 9+1 + Z bk s+1 k,s+1)1. (54)

|I|<k [1|>k
Comparamos las identidades (5.3) y (5.4) y obtenemos
b’”'|r1 = bfls, para [I| <k, yje€{l,...,n}.

Si j < s, se tiene D(z} Rastly — D(m?’s), es decir, si
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ks ks _ k,s+1 k,s+1
Nas® ez Y B () = Nt e

11]<2
+ Z bks kerl + Z bk s+1 k,s+1)[
[II<k [I|>k
se tiene bf";‘*‘1 bf;, cuando |I| = ky j < s. Finalmente, para j = s+1

se obtendra

D(ay ) =D(a + Q) = D(«(y)) + D(Q)
:Ae+1($§ffﬂ - Q)+ €e+12.§’8+1 + D(Qs41)
k,s k s
+ D bl
|1]>2
Si escribimos D(Q) = Z cy(x®5 17 1a expresién anterior implica,
[7]>1
cuando |I] = k, la igualdad

k,s+1 _
bs+1 1= )\s+1q1 +cr.

Luego tenemos
cr =\ ar + Z(H;Gj(ij +1),
j=2

donde I = (i1,...,in) y I} = I —ej +ej_1. En otras palabras se cumple

n
biﬁr} (N T) = Asg1)ar + Z%J/ﬁj(ij +1).
j=2

Por induccién sobre el multiindice I, con |I| = k, ordenados lexicografi-
camente, podemos fijar los ¢y de modo que se tenga b’;ff}, = 0 cuando
(A I) — As41 # 0. Para s = n el tratamiento es andlogo y se deja como
ejercicio para el lector.

Por la induccién establecida, consideramos el sistema de coordena-

das limite z = h'inxk’". De aqui se obtiene D = Ly, + N, con N =
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0

Z bj1 9618— nilpotente. Por construccién de la coordenada z, la rela-
»

gl !

cién (A, I) — Aj # 0 implica b;; = 0, lo cual equivale a [Ly ,, N] =0. O

Dado un campo D € mo x,p, €l teorema de Martinet (ver Teorema
5.4) asegura una descomposicién D = Dg + Dy, con Dg semisimple y
Dy nilpotente, términos que ademds conmutan (esto es, [Dg, Dy] = 0).
Por la proposicién 5.1, existen coordenadas (z1,...,x,) en donde Dg =

n
0 .
E A;jx;+—. De este modo se tiene
= (933]'

19 _ 1OFN _ 10 [~y Of
[Ds,x o2, (f)=Ds oz, x o2, j;/\]atjaxj . (5.5)

Al reemplazar las identidades

bs <x1 6f> =" (A1) of —|'$IZ:>\'1:J‘68i

al‘i 61‘z - J €5 8:5,
Jj=1

en (5.5), obtenemos

0
&ri

10f
8(Ei.

[Ds,ml ](f) = (A1) = Az (5.6)

De ello se desprende que los ' % representan los autovectores de Dg

asociados con los autovalores (A, I) — A;. Al escribir D como una serie

e 9
Dy =2 2 ae' 5
J

i=1]121

formal
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de la condicién [Dg, D] = 0y de (5.6) se recupera

0 =[Ds, D] ZZa”[DS,x 1 ZZa”(AI )Iaij'

j=11]>1 j=1I1|>1

Asi, obtenemos ar ; ((A,I) — )\j) =0paraj=1,....,ny |I| > 1 De
este modo la condicién ((A\,I) — A;) # 0 implica ar ; = 0. En resumen,
se tiene

D= DS+DN_Z/\x]a +Z > amxT (5.7)
J

j=1 |1/>1
(A I)=A;

donde Dy tiene, por la proposicién 5.3, parte lineal nilpotente.

d.’EZ'

Ly

Sea (F,E): w= Z a; + Z a;dzx; una foliacién adaptada, con
i€A i¢A
E : mecazx; = 0. El punto P = (1,...,2,) = (0,...,0) € Sing(F) es
llamado punto singular presimple si se cumple una de las siguientes
condiciones:

a) V(]:,E,P):O,

b) v(F,E,P) = u(F,E,P) =1y existe i tal que a} (la parte lineal
de a;) no depende de las coordenadas x; para todo i € A.

Consideramos el subespacio
D(w)(P) = {D(p) DeOxp v wD)= o}

de TpX. La codimensién de D(w)(P) en TpX es llamada el tipo di-
mensional de (F, F), y denotada en adelante por 7 = 7(F, P).

Lema 5.5. Supongamos que P es una singularidad presimple para (F, E)
con vp(F) = n — 1. Entonces se tiene n — 1 < e(E,P) < n y existen
coordenadas formales (x1,...,2T,) que cumplen lo siguiente.
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n
da;
e Sie(E,P)=n—1, (F,E) estd generada por w = dxi + Zai i
— T
dx " Z_Qdm
e Sie(E,P)=n, (F,E) estd generada por w = — + Zai <
I i xX;
Ademds, existen n—1 campos conmutativos tangentes a (F, E), los
cuales son:
0 0
. aia—xl —xia—xi, i=2,...,n; cuandoe(E,P)=n—1y
0 0
. xlaia—wl - xia—xi, i=2,...,n,; cuandoe(E,P)=n.

donde vp(a;) > 1, para todo i.

Demostracion. Supongamos que e = e(F, P) no valga n — 1 ni n. En-
tonces, al reordenar las variables si fuese necesario, podemos suponer
dzry dz,

(F,E): w=a1— 4+ +ae + Ger1dTesr + - + apdy,
Z1 Le

donde med(ay,...,a,) = 1. De este modo, se obtiene

F:w=xy - xeardri + -+ 2T1 Te—10edTc+

+ 21 Xeeq1dTeqr1 + -+ 21 - - Te@pday,.
Por hipdtesis se tiene vp(F) =n — 1, y se cumple

e—14+wvp(a;)) >n—1, parai=1,... e
e+vp(a;)) >n—1, parai=e+1,...,n.

Dado que e #n — 1,e # n y ademés e < n se sigue e < n — 2, luego

vpla;)) >n—e>2, i=1,...,e
vp(a;))+1 >n—e>2, i=e+1,...,n.

Esto implica

w(F, E, P) = min {Vp(al), cooyvp(ae),vp(@esr1)+1, ..., Vp(an)+1} > 2,
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lo que contradice el hecho de que P sea una singularidad presimple.

Por otro lado, si e(E, P) = n — 1, tendremos

Tn—1

dx d
(FIE): w=a1— 4+ +an_1 + apda,,
Z1 Tn—1
donde med(ay,...,a,) = 1. En consecuencia, el saturado estd generado

por la 1-forma
F:Q=x9- - xp_1a1dx1+ 4T Tp_20n_1dT,_1+x1  Tp_10pndT,.

De esta expresién y de la hip6tesis vp(F) = n — 1, se sigue vp(a;) > 1,
parai=1,...,n—1,y vp(a,) > 0. Como la singularidad P es presimple,
tenemos las siguiente opciones.

e Sivp(F,E,P) =0, tan solo vp(a,) = 0 es posible, es decir, a,, es
unidad y podemos considerar a,, = 1. En consecuencia, los n — 1 campos

0 0
tangentes a (F, E) estdn dados por ©;— —a;——,coni=1,--- ,n—1.
ox; 0xy,

e Siv(F,E,P)=1= pu(F,E,P), podemos considerar varias opcio-
nes. Si vp(a,) = 0, resulta que a,, es unidad y el problema se reduce al
caso anterior. Si vp(a;) =1, para algin : = 1,...,n — 1, digamos i = 1,

un cambio lineal de coordenadas lleva a 6&(0) =1, y asi se logra
Tn

I /
a1 = Ty + g arx +xna,
17]>2

con v(a’) > 1, donde el segundo término no contiene x,. Sea Iy =
(49,...,i% 1) = min{I : a; # 0}, el minimo con el orden lexicogréfico
graduado. Si Iy = oo se tiene a; = 0, para todo I, y en consecuencia x,,
divide a a1. Mientras que de satisfacerse Iy < oo, mediante el cambio de
coordenadas =, = x,, — aIOmIO, reducimos la expresion a

I I I I
a1 = Ty, — ar, T ° + E arr’ + (xn —ar,z°)a’.
I>1Io
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Nuevamente en a’ agrupamos los términos que contienen a x,, y los
que no contienen a x,, para expresar a’ = E ayz! +x,a"; obteniéndose
I>1

a1 = x, + E arz’ + xpa”.
I>1g

Al continuar con este proceso, podremos suponer que x,, divide a ai, es
decir,
ay = xpay, con v(a) =0.
De w A dw = 0 se deriva que z,, divide a a; para ¢ < n, es decir,

a; = Tpa;. La foliacién adaptada (F, E) estd generada por

~ dl’l ~ d‘Tn,l
W=Tpa1— + -+ Tplnp_1
Z1 Tn—1

+ andx,.

Como a; es una unidad, nuevamente podemos suponer a; = 1. Luego
(F, E) esté igualmente generada por la 1-forma
_dxy | dx dx, 1 dx,,

(F.E): w=—"+0s——+ -+ dp_1 +a,—.
I T2 Tn—1 Ty

Por lo tanto, (F, E) tiene n — 1 campos tangentes dados por

0 0
1 ‘”a?l - xiaixia
coni=2,...,n,donde a; = a;, j =1,...n— 1. Observemos que en este
ultimo caso formalmente se tiene e(E, P) = n.
Finalmente, si e(E, P) = n, la foliacién adaptada (F, E) estd gene-
rada por la 1-forma

d dxy,
(F,E): w:alﬂ—i—---—i—ani,
€T In
donde mcd(ay,...,a,) = 1. Luego, el saturado F estd generado por la

1-forma

F:Q=x9 --xpa1dry+ - +21 " Tp_10,dx,.
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Como se tiene vp(F) = n — 1 para algin 4, la serie a; es una unidad.
Si suponemos que esta es a;, pondremos, por supuesto, directamente
a1 = 1. Por lo tanto, podemos expresar

0 0
1Q; —

8171 B xi@T:i
O

Teorema 5.6 (Cano-Cerveau). Si P es una singularidad presimple
para la foliacion adaptada (F,E) en dimension dos con vp(F) = 1,
entonces existen coordenadas formales (x1,z2) en é\X’P tales que (F, E)
estd generada por alguna de las siguientes 1—formas:

d d
A w=M %2 donde M, Ao € CF;
I To

dx dxr
2+ %0(3311)133]2)2)? 2 donde p1,pa € Zso;
2

d$1
B.w=p—+p—
I T2

d
C. w=dz; + (—p1m1 +x§’1)ﬂ, donde p1 € Z~g.
T2
Demostracion. Por el lema 5.5, el valor e = e(F, E) es 1 6 2 y la foliacién

adaptada (F, E) estd generada, dependiendo de e, por la 1-forma

dl’g diCl dl’g
w=dx1 +ay— 6 w=—+ay3—.
T2 x1 €2

De este modo, existe un campo tangente a (F, E') dado

0 .
Dy = ay—— —x9——, en el primer caso y por
8331 6.132
0
Dy = zxia9— en el segundo.

— Ty —
81’1 8:@’
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Evidentemente, del campo D5 se puede recuperar la foliacién adap-
tada. Via el teorema 5.4 existen coordenadas, que seguimos denotando
por (z1,x2), en las que Dy se descompone como suma de su parte semi-
simple y nilpotente, es decir,

0 0 0
Dy = Moy — — 29— + E a Ll | —.
(’)ml 8302 mamal 2 8$1
mi+ma>1
)\2m1—77l2=A2

Para determinar D5, debemos hallar las soluciones del sistema
Az2(mq — 1) = mo, donde m; +mg > 1. (5.8)

Consideramos los siguientes casos.

Sim; = 0, se tiene Ay = —mgy € Z<o. Con ello el sistema (5.8)
arroja como tUnica solucién el par (my,ms) = (0, —\3). En consecuencia
el campo vectorial resulta ser

0 \, O
Dy = Dott1 —— — 29— N N
2 271 g Z2 92 +a(0,—x2) T2 o2y
asi (F, E) es de tipo C generada por
dI‘Q

dry — ()\2561 + a(o,_kz)m;)‘z) .
T
Si my = 1, se tiene mo = 0, con As es arbitrario. Por la proposicién
5.3, el par (1,0) no es solucién del sistema (5.8). Luego, el campo es
lineal, es decir, se tiene
0
Dy = dax1 — — 20—
2 221 Gy 292,
y la 1-forma que genera la foliacién adaptada es de tipo A .
Si my > 2, el nimero Ay ha de ser racional positivo:

_ P2

A2 € Q>o.
q
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Ademis, el campo se podrd escribir

b2

Dy = Aoy —— — w9 —— a82)
2 21 T2 + zyp(afay )8332’

61‘1 (9162
con vy(p) > 1. Luego, la forma que genera la foliacién adaptada es de

tipo B. O

Teorema 5.7. Supongamos que G C ﬁ@x,p sea una dlgebra de Lie
abeliana de dimension finita. Entonces existen dos dlgebras G1 y Ga de
dimension finita en ﬁi@xvp tales que se satisface

e G CG1&0s,

e si D € Gy (respectivamente D € Gy), entonces D es semisimple (res-

pectivamente nilpotente),

¢ [G1,G2] = 0.

Demostracion. Tomemos la parte semisimple Dg y nilpontente Dy de
cada elemento D € G para obtener las algebras

G ={Ds:DegG} y Go={Dn :D € g};

con esto quedan constatadas las dos primeras propiedades.
Para demostrar el tercer item, consideremos la adjunta del operador
D € mOx p dado por

adp : T/ﬁé\)X)P — I/ﬁéX,P
F  +— [D,F)

Este operador lineal se descompone en su parte semisimple y nilpotente
de manera tnica:
_ .48 N
adp = ad} + adp,

donde [ad?, adM] = [ad},ad})]. Més atin, tenemos que se cumple
ad?, = adp, y ad} = adp,.
Como G es una algebra conmutativa, para D, D’ € G tenemos

adD(D’) = [D,D/} = O7
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lo cual significa que D’ es un autovector de adp con autovalor nulo. Por lo
expuesto, tenemos la misma situacién para ad% = adp,. Asf tendremos

adp/(Dg) = [D', Ds] = —[Dg, D'] = —adp,(D’) = 0,

es decir, Dg serd un autovector de adp:. Luego, también es un autovector
para ad%, = adD/S y cumplird

[ /S,Ds] = adDé(Ds) = 0

Esto prueba que G; es una algebra de Lie abeliana.
Por ltimo, de las tres tltimas identidades se tiene directamente

[Ds,Dy] =0 ¥y [Dy, D] =0,
vy G resulta una algebra de Lie abeliana. O
El siguiente resultado es consecuencia de la proposicién 5.1.

Proposiciéon 5.8. Sea G C fﬁ(:)Xyp una dlgebra de Lie abeliana de di-
mension finita y (4, ...2.), con 1 < s < n, coordenadas formales tales
que D(z;) = Ny(D)x}, con N;(D) € C, i =1,...,s, para todo D € G. En-

72

tonces existe un sistema de coordenadas formales (x1,...,2,) de (”)\X)p
tal que
- 0
D= ;)\Z(D):Q 5, para todo D € G,

donde x; =z}, y \i(D) = Ni(D) parai=1,...,s y D €g.

Demostracion. En cada paso de la recurrencia definida en la proposicion
5.1 hay que aplicar un hecho conocido: una familia de operadores que
conmutan entre si se puede diagonalizar simultaneamente en una base
donde cada una de ellas es diagonalizada. A partir de alli, la prueba sigue
el rumbo de la proposicién 5.1. O

Sea G C M6 x,p un algebra de Lie abeliana de dimensién finita.
Por la proposicién anterior, existen coordenadas formales (z1,...,Z,)
que linealizan simultaneamente los Dg para todo D € G.
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Dada D € G una derivacion, denotemos por
los correspondientes autovalores. Por el teorema 5.7 tenemos
[Ds, Dy] =0, para todo D, D" € G.

Esto significa que D = Dg + Dy puede ser reescrito como

n

D=Y" Aj(D)xjg +Y° > a,,j(D)xfg. (5.9)
J j=1 J

j=1 [7]>1

(A(D),I)=x;(D),V Deg

Teorema 5.9 (Cano). Sea P una singularidad presimple para la fo-
liacion adaptada (F,E) y tal que vp(F) = n — 1, con tipo dimensio-
nal T = 7p(F, E). Entonces existen coordenadas formales (x1,...,Ty)
tales que las componentes no dicriticas E,q de E estan contenidas en
U_i(z; =0) y (F,E) es generado por w = 0; acd w resulta de uno de
los siguientes tres tipos.

A. Ezisten \; e C*,i=1,...,7, tales que
T

dl‘i

w = A .

B. Ezisten 1 < k <7, p1,...,pk € Zso, (2,...,a,) € CT71 — {0},
ki1, -, ar € C*, o e C[[t]], p(0) =0 tales que

dxl dl‘k D i d.rl
w:p7++pk7+ .271--~J,‘pk a; .
1x1 Tr p(y k) ;

T

C. Ezisten 2 < k < 7, pa,...,px € Z=g, (a2,...,a,) € CT71 — {0},
Qkt1,---,0r € C* tales que

dzy dxy, P2 Pk : dz;
w=dr1—11 <p2$2+~-~+pk$k)+(x2 ceexy ) ZO” o

=2
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Demostracion. Trabajamos por induccién sobre n.

Para n = 2, se tiene necesariamente 7 = 2 y el resultado es el
teorema 5.6.

Supongamos entonces que el resultado se cumple para n — 1. Si la
dimensién es n, podemos suponer 7 = n, caso contrario tenemos un
campo regular D tangente a F, y al rectificar D se tendra 7 < n —1 con
lo que por la hipdtesis inductiva obtenemos el resultado deseado. Por
otro lado, la multiplicidad de F en el punto P es vp(F) = n — 1. Del
lema 5.5 tenemos n —1 < e(E, P) < n. Dependiente del valor de e(FE, P)
se tienen las 1-formas

~ d.]?i
I w= ;
w=dx1 + Zaz ot
1=2
dxry " dx;
II. w=—+ a;

que generan la foliacién adaptada (F, E). Luego, existen n — 1 campos
tangentes a (F, E) dados por:

0 0
D; = aja—xlija—xj, j=2,...,n enelcasoly
0 .
D; = xlaia—ﬁ—xjajj, j=2,...,n enelcaso Il

Evidentemente, estos campos permiten recuperar la foliacién adaptada.
Al aplicar el teorema 5.7 al 4gebra conmutativa de dimensién finita de-
finida por

G=CDy+---+CD,,
aparecen coordenadas formales donde cada D; se expresa como la su-
ma de su parte semisimple y nilpotente, con la parte semisimple lineal
en estas coordenadas. Asi, en estas nuevas coordenadas (que seguimos

denotando por (z1,...,x,)), se tendrd
0 0 ; 0
Dj = Ajr15 ~ xjam,JF( ) Ty oo, 01 %T) e
1 J mateFmy>1 !

Aimi—m;=X\; parai=2,....n
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para j = 2,...,n; obsérvese que el tercer término es nilpotente por la
proposicién 5.3. Para determinar estos campos debemos hallar soluciones
del sistema

Ailmy —1)=my, i=2,...,n; sujetoamy +---+my, >1. (5.10)

Con my en mente tenemos tres situaciones a considerar.
Si my = 1, entonces el sistema (5.10) no tiene solucién; es decir, los
campos

D; :ijlaixl :cjaij, ji=2,...,n,
son lineales. Por lo tanto, la 1-forma que genera la foliacién adaptada
(F, E) es de tipo A.

Simi > 2, los A\; = pi € Q>o, para i = 2,...,n, son racionales
positivos. En este caso, los campos se escriben
Dj = Na15— —xj5— + mipi(aizy® - apr)

81'1 83:j 87:101’
con v5(p) > 1. Por la condicién de integrabilidad ¢; = «;¢p, resulta que
(F,E) es de tipo B.
Simi =0, se tendrd \; = —m; € Z<o, % = 2,...,n. Elsistema (5.10)

tendra asi una unica solucién (mq, ma, ..., my,) = (0,—Aa,...,—A,). Los
campos vectoriales quedan presentados cual
0 , 0
Y .Y
D-:—m'xl——xl——k(az _ EEVRY PR RRRY. ")—
J v (9:171 J (93?] (0,— Az, ,—Ap )2 n 81'1

En consecuencia (F, E) es de tipo C y
dz dx dx

day + 2 <p22 +"'+pkk> g <a22 +-~-+an)
T2 Tk T2

es la 1-forma que genera la foliacién adaptada (F, F). O

Sean las foliaciones generadas por las formas w de tipo A y B como
en el teorema 5.9. Un vector v definido por

(A1, Ar); en el caso A.
v =
(Qpt1,---,ar); enel caso B,
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es llamado vector residual de la forma normal w.
Sea v = (v1,...,vs) un vector de C*. Una s-uplan = (ni,...,ns) €

S
Z%,, es una resonancia de v si (n,v) = E n;v; = 0. El vector v es no
i=1
resonante si la tnica resonancia es n = 0.

Una singularidad presimple P de (F, F) es llamada simple cuando
(F,E) es generada por una 1-forma normal de tipo A o B y el vector
residual es no resonante.

6. Singularidades presimples con hojas ce-
rradas

En esta ultima seccion estudiaremos las foliaciones definidas en un en-
torno de una singularidad presimple donde todas las hojas son cerra-
das. Un tipo especial de estas foliaciones son las foliaciones con integral
primera meromorfa alrededor de una singularidad presimple. Para este
estudio revisaremos el paso de las singularidades presimples a las simples
estudiadas por F. Cano [3] y por M. Ferndndez [5].

6.1. Singularidades de tipo C

En este apartado estudiaremos las singularidades presimples de tipo C
de tipo dimensional 7, con k € N tal que 2 < k < 7, como en el teorema
5.9 . Por simplicidad, solo trataremos el caso de tipo dimensional 7 = 3,
lo que implica analizar los casos k = 2 y k = 3. Cuando la dimensién es
mayor el estudio es andlogo (ver [5]).

Si k = 2, la foliacién adaptada (F, E) estd definida por

d d d
w = dxy —pgxlﬂ + xh? (agzz + 043%) ) (6.1)
X9 Z2 zs3

Las singularidades y las separatrices de la foliaciéon F son

Sing(F) = (z1 =22 =0)U (22 =23 =0) y
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Sep(F) = (2 =0) U (z3 = 0).
Realicemos una explosiéon con centro en la recta Y7 : z1 = 22 = 0.
La variedad (XM, EM 7(1) donde EM) = (7())~1(Y}), asi obtenida
es cubierta por dos sistemas coordenadas, ver figura 1. Analicemos la
transformada de la foliacién en cada una de ellas

z3
Dulac resonante - traza

Regular

Dulac silla nodo

Figura 1: Cortes transversales a los ejes coordenados en torno de una
singularidad de tipo C y explosion con centro Y.

En las coordenadas (t,z2,x3) de X® donde la explosién 7 es
determinada por la relacién x; = txzs, la transformada de la foliacién
(F, E) queda implicita por la 1—forma

(rM)*w

dl’z dZL'g
X9 ’

d _
=dt — (ps — 1)tﬂ + bt <a2 +as—
T2 T2 T3
y su tipo de singularidad coincide con en de la foliacién (6.1), al cambiar
p2 — 1 por ps.
En las coordenadas (z1,s,x3) de X1, donde 7)) es determinada
por la relaciéon xzo = sx1, la transformada de la foliacién adaptada queda

definida por la 1-forma

B (77(1))*0.)

dzx ds _
= (p2—1)——+po—+sPap> ! <—a2 —Qp— —az3——
X1 X1 S X
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Si suponemos ps > 1 (el caso py = 1 serd tratado a continuacién),
entonces esta singularidad es presimple de tipo B con vector de reso-
nancia —ag # 0. Por definicién, la singularidad es no resonante y, por
consiguiente, es simple.

Supongamos que hemos realizado p — 1 explosiones a partir de (6.1)
con centro los ejes coordenados que atin no son simples. La transformada
de la foliacién esta descrita por la 1—forma

w=dx; — x1@ + o (ozgde —|—oz3dx3) .
Z2 T2 Zs3
Realicemos una explosién adicional con centro la recta Y5 : 1 = 22 =0
y determinemos cémo es la transformada de la foliacién sobre la va-
riedad (X, E?) 7(2)) donde E? = (72)~'(Y3). En las coordenadas
(t,29,z3), donde 7(2) localmente esta dada por la relacién z; = tzs, se

tiene @
) *w dx dx
T2 T2 I3
. . . . dxo drs .
de tipo dimensional 2; esto equivale a que ag—— + a3—— sea simple en
Z2 Zs3
(C2%,0).

En las coordenadas (z1, s, x3), donde 7(2) localmente estd dada por
la relacién x5 = sxq, tenemos

2))* d d d
T w T s T
) = as— 4 (=1 + ags)— + ags—>
X1 1 S x3
ds dx dx
= (14 as)— +s (agl + a33)
S x1 zs3
ds dx dx
= —+s(-1+ags)7! (agl + a33)
S z1 T3
ds dx dx
= —+p(s) <a21 + 0433) , con ¢(0) =0.
S z1 T3
.. .. —n 0%}
Ahora debemos eliminar la resonancia — = — € Q_, con n, m enteros
m (6%}
positivos. Para ello se toma a3 = —n y as = m con m > n. De todo esto
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logramos
wy = ds + ¢(s) (mdwl — nd$3> . (6.2)
s 1 z3
En adelante realizaremos explosiones con centro en lineas proyecti-
vas (curvas compactas). Comenzamos con la linea proyectiva Y3, dada
localmente por las ecuaciones 1 = 3 = 0. La variedad (X®), E®) 7)),
donde E? = (7(®))~1(Y3), obtenida por esta explosién es cubierta nueva-
mente por dos sistemas de coordenadas, ver figura 2. En las coordenadas
(21, x2,u), donde 73) estd dada por la relacién z3 = uxy, se tiene

O] (RS

1= —

s
la cual resulta resonante. Y en las coordenadas (v, xs,x3), donde 73
esta dada por la relacién xy = vxs, se tiene

(®Yw; = % + ¢(s) ((m —n)— +m—

la cual resulta no resonante.

Figura 2: Proceso de reduccién de singularidades de (6.2).

Continuando con este proceso, determinado por el algoritmo de la
divisién de m y n, la foliacién dada por (6.2) es transformada en la
foliacién definida por la 1—forma

ds dzx dz
we = — + ¢(s) (1 - 3) . (6.3)
S T T3
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Realicemos una explosién mas con centro en la linea proyectiva Yy, que
en estas coordenadas esta dada, localmente, por las ecuaciones r1 = x3 =
0, como en los casos anteriores. La variedad obtenida (X(4), E(4),7r(4))
necesita dos sistemas de coordenadas para ser descrita.
En las coordenadas (x1, s,u), en donde 7™ es dada por la relacién
T3 = uri, se tiene ; p
4)\* S u
(77( )) w2 = S @(3);-
Esta foliacién es dicritica de tipo dimensional 2 con una silla nodo sobre
el divisor de ecuacién x; = 0.
En las coordenadas (v, s, z3), donde 7™ es definida por la relacién

T, = vxg, se tiene
ds dv

Nuevamente, la foliacién es dicritica de tipo dimensional 2, que es una

D+, = 22
(') *we .

silla nodo sobre el divisor de ecuacién x3 = 0.

En resumen, el tipo de singularidad (6.1) no tiene todas sus hojas
cerradas puesto que tiene una silla nodo (ver [1]).

Si k = 3, la foliacién (F, F) estd definida por

> da;
) + 2By o mz. (6.4)

i=2 v

dl‘g

dLL'Q
w=dr; —x <p2 +p3—

To T3
La singularidad de F esta formada por tres rectas

Sing(f) = (1‘2 = T3 = 0) U (l‘l = T3 = 0) U (1‘1 =Ty = 0)

Las rectas (z1 = 23 = 0) y (21 = 29 = 0) son singularidades de tipo
traza (ver [4]), donde se tiene

Sep(F) = (2 =0) U (z3 = 0).

Realizamos una explosiéon con centro en Y; : 1 = 292 = 0 y analizamos
la transformada de la foliacién sobre la variedad inducida por esta explo-
sién (XM, EW 71 donde EM) = (7(1)~1(Y;). Esta variedad queda
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descrita por dos sistemas de coordenadas. En las coordenadas (x3, x2,t),
donde 71 es determinada por la relacién xy = txo, se tiene

D)y d dz: d dx:
M = dt—t ((pz — 1)ﬂ +p3x3>—|—x§21x§3 (a2x2 + a3x‘3> ,
€2 2 xs3 X2 xs3

foliacién que resulta del mismo tipo que la dada por (6.4) al cambiar py
por py — 1. En las coordenadas (s, z1, z3), donde () es determinada por
la relacién x5 = sx1, se obtiene la 1—forma

_1 ds dx dxs
+ sP2a? T ah? (ags —— —az—- |,

la cual define una foliacién con una singularidad presimple de tipo B. Si
p2 > 1 no hay vector residual y por lo tanto la singularidad sera simple.
Si po = 1, entonces el vector residual es —ay # 0 y al no tener resonancia,
la singularidad es también simple.

Ahora realizamos una explosién con centro Y3 : x7 = x3 = 0 (ver
figura 3) y analizamos la transformada de la foliacién sobre la varie-
dad (X E® 7)) inducida por esta explosién. En las coordenadas
(s,2,3), donde 7(?) es determinada por z; = sx3, de (6.4) se obtiene

(2)y* d d da:
(Gad MO <(p3 _ s +p2wz>+x52x§31 <a2$2 oy m)’
Z3 x3 T2 T2 T3

foliacion en la que se ha cambiado p3 por ps — 1. En las coordenadas
(s, x2,x3), donde 73 estd definida por la relacién xzs = txq, se tiene
gracias a (6.4) la siguiente expresién

(2)) d d dt
s w X1 X9
e (ps—1)—— —p2—— +ps—+
x1 1 T2 t
_ d d dt
4 $€73 1$§3tp3 (ag‘xl _ Oégﬂ — 043)
T To t
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Figura 3: Explosion con centro Ys.

Esta singularidad es de tipo B. Si p; > 1 no hay vector residual y
por consiguiente es una singularidad simple. Cuando p; = 1, el vector
residual es —as # 0, no resonante, y en consecuencia también simple.

Supongamos que hemos realizado p3 — 1 explosiones con centro el
eje x3 y p2 — 1 explosiones con centro el eje x5 a la foliacién inducida por
la 1—forma (6.4). La foliacién transformada por estas explosiones queda
definida por la 1—forma

dx dx dx dx
w=dx1 — 21 <2 + 3) + Tox3 <a22 + a33> .
i) I3 x

Si realizamos una explosiéon adicional con centro el eje x3, esta explosién
genera una variedad (X®), E®) 7)) donde X es cubierta por dos
sistemas coordenadas. Analicemos la foliacién transformada en cada una
de ellas.

En las coordenadas (t, 22, x3), donde 7 estd dada por la relacién
r1 = tzs, obtenemos

d d d
L B (a+)
T3 i) I3

Observe que w; es equivalente a (6.1). Luego se sigue como en el caso
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k = 2. Es decir, se realiza una explosion adicional con centro el eje 3 y
a continuacién se elimina la resonancia que aparece en una componente
dicritica de la foliacién inducida.

En las coordenadas (z1, s, z3), donde 73 estd definida por la rela-
cién xo9 = sxq, se tiene

d ds d
(T ®)ow = dzy — a1 (m+8+x3 N
T S I3
dri ds dxs
+ Tisxz || —+— | +az—
T S I3

ds dxs dry ds
—x1| —+ — | tx1803000 | — + —

S T3 T S
ds dxs dr, ds
=—+ —toszz3| —+— | .
S T3 1 S

Asi, el vector residual es 1 y es, por lo tanto no resonante. Por consi-
guiente la singularidad es simple. Asi, la foliacién definida por (6.4) no
puede tener todas sus hojas cerradas dado que admite una silla nodo.

Concluimos del andlisis que las singularidades de tipo C no tienen
todas sus hojas cerradas (ver [1]).

6.2. Singularidades de tipo B

En este apartado analizaremos las singularidades de tipo B que tienen
todas sus hojas cerradas. En este caso, la foliacién esta definida por la
1—forma

k T
W= bt [ et ),
y Z; ; Ty
1=1 Jj=2

donde p1,...px € Zso, (ag,...,a;) € C71 — {0}, apy1,...,ar € C*,
v € C[[t]], ¢(0) = 0. Estas foliaciones tienen singularidades y separatrices
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dadas por las ecuaciones

T

Sing(F) = U(xl = . =T =Tip1 = ... =z, =0),

Sep(F) = U(xl =0).

i=1
Para k = 7 = 3, tenemos

dl‘l dﬂ?g dl‘3 ; dxz d$3
w=pi— +p2—— +p3—— + ¥ (@ ad2}’) a2—— +az— |.
1 To T3 T2

Como se tiene p1,p2,p3 > 0, la singularidad no admite vector residual,
y es simple.
Para k = 2,7 = 3 tenemos

dxr dx dzx dz
w:plil _|_p272 +7,[1(3311)15652) <Ol22+0433)-
T T2 T2

Como se tiene p1, po > 0, el vector residual es az # 0 y no hay resonancia:
es simple. Observemos que en este caso los ejes x1 y x2 son sillas nodos
de tipo dimensional dos.

Para k= 1,7 = 3 se tiene

Como p; > 0, el vector residual es (s, ag) y la resonancia surge cuando
se tiene
n Q2 _
—e€Q7, n,m>0.
3

«
De este modo, hay que continuar el algoritmo de la divisién aplicado a
n y m. Al explotar inicamente el eje z; (z2 = z3 = 0), en el pentltimo

paso logramos
dx} dzly,  dzf
+ P1 2 3 )

Una explosién més con centro el eje z1 lleva a una variedad (X', E', ),
con E’ un divisor dicritico. En las coordenadas (z5,t, x%), la aplicacién
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7’ estd dada por xo = txs. La foliacién transformada estd definida por
la 1—forma )

dx dt
L + Q/J(xfl)?,

P1—;
1
esto es, una silla-nodo.

En las coordenadas (x4, s,z5), la aplicacién m queda determinada
por la relacién x3 = sxo. La foliacién transformada estd definida por la
1—forma
ds

)

S

dx’
p1 /1 + w(l’?l)
1

T

que también representa una silla-nodo.

En resumen, las singularidades de tipo B con 7 = k, son foliaciones
que pueden tener sus hojas cerradas; en los demés casos siempre tenemos
sillas-nodos y por lo tanto, no serd posible que todas sus hojas sean
cerradas (ver [1]).

6.3. Singularidades de tipo A

En este caso, la foliacién estda dada por la 1—forma

T d d d
W= Nidzi =Mt 4 T2 4 A2 yrec
=1 Z1 Z2 Zs3

Solo analizaremos el caso 7 = 3 y supondremos ademas que es resonante.
Consideremos los Q—espacios vectoriales Vy y Wy definidos por

V0={7‘6@3:r1)\1+7’1>\2+7‘3/\320},

3
Wo = tEQS:ZTjtjzo, para todo r € Vp

j=1

Observemos que la condiciéon dim Vy = 0 equivale a que el vector
residual (A1, A2, A3) sea no resonante. Asi, tenemos
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A1, A2, As
(A1, A2, A3) Wo

Figura 4: Q—espacios vectoriales Vo, Wy, a partir de (A1, A2, A3).

Analicemos los dos posibles casos: dimVp =1y dim V = 2.

Cuando dim Vy = 1, consideremos 7% = (r1, 79, 73) una resonancia
de (A1, A2,A3), con med(ry,r9,73) = 1. Veamos el comportamiento al
realizar una explosién con centro Yy = T;; = (z; = 0) N (z; = 0). Al fijar
dos indices 4,j con 73,r; > 0, sin perdida de generalidad consideremos
i=1,j=2yry >rs. Laexplosién m con centro Yy, genera la variedad
(X', E',7), donde E' = 77 1(Yp). Esta variedad estd descrita por dos
sistemas de coordenadas (ver figura 5 ).

En las coordenadas (¢, x2,x3), donde 7 estd dada por la relacién
x1 = txa, la transformada de la foliacién queda definida por la 1—forma

dt d$2 dl‘g d’JJg

*w=M—+— — + A3—

(m)w 1<t+x2>+)\2x2+3x3
dt d d

=0T ) T2 A

t To I3

Una resonancia (s1, s, s3) del vector residual (A1, A1 + A3, A3) es
tal que s1A1 + s2(A1 + A2) + s3A3 = 0, que es lo mismo que escribir
(814 82) A1+ s2A2 + s3A3 = 0. Asi, podemos suponer mcd(s1, s2, s3) = 1.
Como dimVy = 1, se tiene nry = s1 + So, nry = So y nry = S3 para
algin n € Z, n > 0. Dado que ambas resonancias tienen maximo comun
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Figura 5: Explosion con centro Yy = Tj;.

divisor igual a 1, se tiene
§1=T1—T2,8 =7T2,53 =T3.

Por otro lado, al tenerse r; > 79, hay sitio para resonancias siempre y
cuando queden sujetas a

81+ 82 +83<1r1+1r2+r3.

En las coordenadas (z1,s,x2), donde 7 estd definida por la rela-
cién o = x18, la transformada de la foliacion esta determinada por la
1—forma

dx ds dx dx
(71'/)*0.) = )\171 + )\2(* + =1 + )\373)
X1 S X1 I3
dx ds dxs
=M+ X)) =+ d— +Ag—.
T S T3
Sea (s1, 82, 83) una resonancia de (A1 + A2, A2, A3), esto es, valores que
cumplen s1(A1 + A2) + s2)2 + s3A3 = 0, lo que equivale a escribir s; A\ +
(s2 + s1)A2 + s3A3 = 0. Como dimVy = 1, de 81 = nry, s; + s9 =
nre y S3 = Nrs se pasa a

S92 =n(rqe —ry).
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Ahora, como se cumple s > 0y 7o — 71 < 0, necesariamente se tiene n =
0. Luego (A1 + A2, A2, A3) es no resonante y por lo tanto, la singularidad
es simple.

Supongamos ahora dim(Vp) = 2. Entonces existe a € C* tal que

a()\ly )\27 )‘3) = (p7 —q, —'I’L)7

donde p,q € Z*. En efecto, sea {(r1,72,73), (51, 52, $3)} una base de Vj.
Una menor de la matriz, formada por los vectores de la base de Vj,
es diferente de cero. Supongamos que esta menor es 1183 — s173 # O.
Asi, al multiplicar por s; y por r; obtenemos r1 A1 + 19X\ + 173403 =0y
$1A1 + S22 + s3A3 = 0, respectivamente. En consecuencia, arribamos a

A 5111 — 118
3_(11 12):1936(@/7

A2 8173 — T183 P2

con py,p3 € Z. Luego, al multiplicar por i—g la ecuacién rqi Ay + rodo +
2
r3A3 = 0, obtenemos

A
r1 TIPQ + ropa + ra3p3 = 0; (6.5)
2
. A - p’1 .. ,
Asi, N € Q y al multiplicar (6.5) por ph llegamos a r1p; +
2 P2

P2l
2

rope + r3p3 = 0. Por lo tanto o = € C* satisface a(A1, A2, A\3) =

3
(p1,p2,p3) € Z°.
Ahora, por la existencia de una resonancia, las tres componentes no

pueden ser positivas (o negativas) simultdneamente. Podemos asumir que
al multiplicar por el signo adecuado dos son positivas y una negativa,
digamos p3 = p € Zt,py = —q y p3 = —n con g,n € Z*. En esta
situacién, realizamos una explosién con centro ;1 = 9 =00 1 = 23 =
0. El vector residual es (p — ¢, —¢q, —n) o (p, ¢ — p, —n), respectivamente.
En ambos casos la suma de las componentes del vector residual es menor
que la suma de las componentes del vector (p, —q, —n). Este proceso no
se puede repetir indefinidamente.
Resumimos lo trabajado en esta seccién en dos teoremas.
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Teorema 6.1 (Cano, Ferndndez). Las singularidades presimples tras un

numero finito de explosiones con centro permitidos en curvas requlares

se transforman en singularidades simples.

Teorema 6.2. Las singularidades presimples de tipo C y las tipo B con
T # k no tienen todas sus hojas cerradas.
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Abstract

In dimension 2 as in 3, singularity reduction of holomorphic foliations

of codimension 1 have two phases: first, from the given singularity to
the presimple singularity; second, form the presimple singularities to the
simple ones. In this article we establish the normal forms of presimple
singularities according to the papers [2], [4] and [3]. Also, we characterize

presimple singularities with closed leafs.
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