APLICACIONES DEL TEOREMA
DE BRAUER AL PROBLEMA
ESPECTRAL INVERSO NO
NEGATIVO

Herndn Neciosup Puicdn!

Junio, 2011

Resumen

El teorema de Brauer describe un procedimiento para modificar un
autovalor del espectro de una matriz compleja y Rado lo extiende para
modificar una parte del espectro. En los anos cincuenta Perfect utiliza

estos resultados para dar condiciones bajo la cual una coleccion de

numeros reales sea el espectro de una matriz no negativa [6], [7]. Un
trabajo debido a Suleimanova [12], junto con estas condiciones, dan
origen al problema espectral inverso no negativo. Recientemente se han
descrito varias condiciones suficientes basadas en los teoremas de
Brauer y Rado para la realizacion de matrices no negativas con espectro
real. En este trabajo profundizamos estas técnicas y se hace una
recopilacion de los resultados conocidos hasta el momento para el
problema del espectro real inverso no negativo que utilizan el teorema
de Brauer.
MSC(2010):15A18, 15A15.
Palabras clave: Problema espectral inverso.

1. Seccion Matemdticas, Departamento de Ciencias, PUCP.



Herndn Neciosup Puicdn

1. Introduccion

Los problemas espectrales inversos tratan de reconstruir un sis-
tema fisico a partir de cierta informacion espectral dada que gobierna
el comportamiento dinamico del sistema. Asociado con cada problema
espectral inverso hay dos cuestiones fundamentales: la primera es la exis-
tencia de la matriz y la segunda es su construccién. Ambas cuestiones
son dificiles y desafiantes de abordar.

Los problemas espectrales inversos surgen de una variedad de aplica-
ciones como por ejemplo: el diseno de control, la tomografia sismica, el
procesamiento de sefial de antena, la geofisica, la espectroscopia mole-
cular, la fisica de particulas, el analisis estructural, la teoria de cir-
cuitos o la simulacién de sistemas mecénicos, entre otros. Un fenémeno
comun que se destaca en la mayoria de estas aplicaciones es que los
parametros fisicos del sistema subyacente deben ser reconstruidos a par-
tir del conocimiento de su comportamiento dinamico. El comportamiento
dindmico se ve afectado por las propiedades espectrales de diversas ma-
neras. Las vibraciones dependen de las frecuencias naturales y de los mo-
dos normales, los controles de estabilidad dependen de la localizacién de
los valores propios, y asi sucesivamente. Si los pardmetros fisicos pueden
ser descritos matematicamente de forma matricial, entonces tenemos un
problema espectral inverso. La estructura de la matriz suele ser heredada
de las propiedades fisicas del sistema subyacente. Dentro de los proble-
mas espectrales inversos estan aquellos en los que las matrices son de una
clase particular, siendo las matrices no negativas de especial importancia.

El estudio de las matrices no negativas y positivas tiene su origen con
Perron en 1907 y Frobenius en los afios 1908, 1909 y 1912 (ver [1]). Es-
tos dos autores dejan resultados fundamentales que en la actualidad se
conocen como teoria de Perron-Frobenius. Esta clase de matrices surge
de manera natural en varias ramas de la Matematica como la Teoria
de Grafos, el Anélisis Numérico o el Céalculo de Probabilidades y en sus
aplicaciones como la Mecénica, la Economia, etc. lo que incrementa el
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estudio de sus propiedades, despertando el interés de muchos investi-
gadores.

2. Resultados

El problema espectral inverso no negativo consiste en ca-
racterizar las familias de nimeros complejos que son el espectro de una
matriz no negativa. Los primeros resultados para el estudio de este pro-
blema se produjeron en el contexto de las matrices estocasticas.

Definicién 2.1. Sea la matriz A = (a;;) € R™*™. Diremos que:
= A es no negativa, si a;; > 0;
» A es positiva, sia;; > 0.

De forma andloga se define vector no negativo y vector positivo.

Definicién 2.2. Sea A = (a;;) una matriz no negativa de orden n.
Diremos que:

= A es una matriz estocdstica si la suma de sus filas es igual a uno,
es decir,

n
E aijzl; i:l,?,---,n.
j=1

n

Si ademds Zaii =1, para j = 1,2,---,n, A es llamada doble-
i=1

mente estocdstica.

= A es una matriz estocdstica generalizada si la suma de sus filas
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es constante, es decir, existe a > 0 tal que
n
Zaij =a; 1=1,2,--- n.
j=1

Denotaremos por EG, al conjunto de todas las matrices estocdsti-
cas generalizadas tales que la suma de sus filas es igual a «. Las matrices
de EG, se caracterizan por ser no negativas y tener el vector propio
e=(1,1,---,1)! asociada a su radio espectral a.

Cuando en el problema espectral inverso no negativo centremos la
atencion en una cierta clase de matrices, por ejemplo las matrices es-
tocasticas, hablaremos del problema espectral inverso estocastico.

Teorema 2.3 (Brauer 1952: primera versién). Sea A = (a;j) una ma-

triz compleja de orden n con autovalores A\i,...,\s de multiplicidades
S

my,...,Ms, respectivamente, con E m; =n. Sean x = (v1,...,7,)" #
i=1

0 un vector propio de A asociado a \1 y X, una matriz de orden n cuya
r-ésima columna, 1 <r < n, esx y sus demds elementos son todos ceros.
FEntonces la matriz

A+ Zn: kX,

r=1

donde k1,..., k. son nimeros complejos arbitrarios, tiene autovalores

/\1+ikrl‘r,)\1...,)\s

r=1

con multiplicidades 1,m1 — 1, ma, ..., mg, respectivamente.
Demostracidn. Ver [3] O

El siguiente resultado es otra forma de escribir el teorema de Brauer.
Esta nueva versién desempena un papel muy relevante en el estudio del
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problema espectral inverso no negativo, no solo para deducir condiciones
suficientes para el problema espectral inverso no negativo sino también
para obtener soluciones matriciales estocdsticas generalizadas.

Teorema 2.4 (Teorema de Brauer: segunda versién). Sea A una matriz
compleja de orden n con espectro {1, A2, -+, An}. Seav = (v1,ve, -+, vp,)"
un autovector de A asociado al autovalor N\, y sea ¢ = (q1,-+*, qn)t un
vector n-dimensional. Entonces la matriz A + vq' tiene espectro

{>\17 )\2; T )\k‘717 >\k7 + th7 >\k7+17 S >\n}

Una primera aplicacion del teorema de Brauer al problema espectral
inverso no negativo es el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Si o = {1, Aa, -, A\n} es el espectro de una matriz no
negativa A de radio espectral A1, entonces o = {1+ €, Ao, -, A} es el
espectro de una matriz no negativa A¢ para todo € > 0.

Demostracion. Como A es una matriz no negativa, entonces existe un
vector propio no negativo = (21, 22, - - -, 2, )¢ asociado al radio espectral
A1

Definamos
q=(0,0,---,0, i,07...,0)t,
Tp
donde z, > 0y €/x, son las p-ésimas componentes de z y g, respectiva-
mente, para aplicar el teorema de Brauer. Entonces,

0 --- 0 € 0 --- 0
A=A+t =A+

tiene espectro
O¢ = {>\1 + xtQa )\27 T A'rL} = {)‘1 + €, )\Qa T )\n}

y, ademas, es no negativa. O
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En la demostracién del teorema anterior, se observa que, si A es es-
tocdstica generalizada (respectivamente positiva), entonces A, también
es estocdstica generalizada (respectivamente positiva). Notemos por otro
lado que si A es simétrica, A, no lo es. Sin embargo, el resultado sigue
siendo cierto

El siguiente resultado es una extension del teorema de Brauer, de-
bida a R. Rado y publicada por H. Perfect en 1955 [7], que permite
cambiar r autovalores A1, Ao, -, A\p; 7 < n, de una matriz A de orden
n, via una perturbacion de rango r, sin cambiar el resto de los autovalores

)\T+17 )\T+2a T )‘n

Teorema 2.6 (Rado 1955). Sean A una matriz compleja de orden n con
espectro {A1, Aa, -, A\t y X = (X1|X2\ e |XT) una matriz de rango r
con AX; =N X, parai=1,2,---.r; r <n. Sea C una matriz compleja
de orden r x n. Entonces la matriz A+ XC' tiene espectro

{/1‘15/1‘27 o 'a,u"!"a)‘?"-‘rl? AT-‘rQa o '7)‘77/}7

donde pa, pa,- -ty son los autovalores de la matriz Q + CX siendo

0= diag()‘lv >\27 ] )\7‘)

En 1981 C. Johnson [4], demuestra que los siguientes problemas son
equivalentes:

= Problema espectral inverso no negativo.
= Problema espectral inverso estocastico.

= Problema espectral inverso estocastico generalizado.

Definicién 2.7. Diremos que una familia de nimeros complejos

0= {)‘17>\23 o a)\n}
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es realizable si existe una matriz A no negativa de orden n tal que
o es el espectro de A. Si A es simétrica no negativa diremos que o es
simétricamente realizable.

Si o = Uj_,0% es una particién de o y cada oy, es realizable por una
matriz no negativa (respectivamente simétrica no negativa) Ay, entonces
o es realizable (respectivamente simétricamente realizable) por la matriz
no negativa (respectivamente simétrica no negativa)

A1 B A DA,

Es claro que para que una familia o = {\1, Ag, - - -, A, } sea el espectro
de una matriz no negativa A son necesarias las siguientes condiciones:

1. o es autoconjugada.

2. méx{|A;|: j =1, ---,n} € o, es decir, el radio espectral de A estd en
o.

3. ) M =traza(4¥) >0, VkeN.

=1

Se conocen otras condiciones necesarias y algunas condiciones su-
ficientes para el problema espectral inverso no negativo. Este problema
permanece abierto para n > 5.

Para n = 2 las dos primeras condiciones necesarias son también
suficientes para caracterizar los espectros realizables:

o ={A1, A2} esrealizable &0 CR y A\ + Ay > 0.

Para n > 3 existen espectros realizables no reales. Dada la dificultad
del problema espectral inverso no negativo, muchos autores han optado
por estudiar qué espectros reales son realizables, lo que se conoce como
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problema del espectro real inverso no negativo. Este problema
consiste en caracterizar las familias de nimeros reales que son el espec-
tro de una matriz no negativa.

Es conocido que si o = {\, Ag, -, Ay} C R, n < 4, entonces

n
o es realizable & méx {|\;j| :i=1,--,n} co y Z)‘i > 0.
i=1

Durante mucho tiempo se pensé que el problema del espectro real
inverso no negativo y el problema espectral inverso simétrico no negativo
eran coincidentes. En 1996 se encontré un espectro real realizable pero
no simétricamente realizable, y actualmente se sabe que estos problemas
son iguales para n < 4 y distintos para n > 5.

En este trabajo describiremos condiciones suficientes para ambos
problemas obtenidas a partir del teorema de Brauer.

3. Algunas Técnicas Geométricas

Suleimanova (1949) [12] y Perfect (1952-1955) [7], [8] introdujeron
técnicas geométricas para el estudio del problema espectral inverso no
negativo y proporcionaron los primeros resultados para esta clase de
problemas. A continuacién se describen algunas de estas técnicas y los
principales resultados obtenidos con ellas.

Teorema 3.1 (Suleimanova 1949). Eziste una matriz A = (a;;)} ;4
positiva y diagonalizable con autovalores

)\0:p>0,
Aok—1 = Qg + Bk, Aop = —if; k=1,....¢
Ak = Qg k=2¢+1,...,n—-1
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con |N| < p, i =1,...,n—1, si y sdlo si existe al menos un poliedro
Qn_1 de dimension n — 1 que se aplica estrictamente en su interior por
una aplicacion afin f definida por la matriz casi-diagonal

F:dlag<(_abl>l 51)7"'7(_0(5[1 g{;),a2q+l7"-7an—l)~

Demostracion. Ver [3] O

Utilizando las técnicas geométricas de la demostracién del teorema
3.1, Suleimanova afirma el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Para que una familia de numeros reales
0= {)\1 :pa)‘27"'a)\n}a

con |Ni| < p, para i = 2,...,n, sea realizable por una matriz positiva
de orden n es suficiente que la suma de los modulos de los numeros
negativos de o sea menor que p.

Si en la familia o solo hay un \; negativo o ninguno, entonces o es
realizable por una matriz positiva.

Corolario 3.3. La familia 0 = {A\1 = p,Aa,..., A}, con \; < 0y
|X\i| < p, parai=2,...,n, es realizable por una matriz positiva de orden
n

n si y solo si Z |Ai] < p. (La necesidad viene impuesta porque la suma

=2
n

de los autovalores es la traza de la matriz, que es positiva: p + Z Ai =
i=2
traza > 0.)

En [5], Hazel Perfect utiliza la técnica geométrica de Suleimanova
para el caso de matrices de 6rdenes 3 y 4 obteniendo los siguientes re-
sultados:
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Matrices de Orden 3. El punto (A, u) es interior al poligono plano
cuyos vértices son (p,p), (—p,p), (—p,0), (0,—p) v (p,—p) si y solo si
{p, A\, 1} es realizable por una matriz estocéstica generalizada positiva y
diagonalizable.

Matrices de orden 4. El punto (A, u,v) es interior al poliedro cuyos
vértices son (p, p,p), (=pspsp), (=p,—psp); (ps=psp)s (ps—ps—p),
(p,p,—p) v (—p,p,—p) siy solosi{p, A\, u, v} es realizable por una ma-
triz estocéastica generalizada positiva y diagonalizable. Este poliedro es
andlogo al del caso anterior, pero su interior estd formado por todos los
puntos (A, p,v), donde |\, |p|, |v| < p, tal que p+ A+ p+v > 0.

En el método utilizado por Hazel Perfect para matrices de 6rdenes
3 y 4 se produce una matriz para la cual la transformacién por

diag (p, A2,..., Ay), para n = 3,4, es una matriz positiva. Por ejemplo,
si consideramos
1 1
P = 1 1 -1
-1 0

y p> Ay > A3 > 0, la matriz

p+Aa+2 3 p+Aa—2x3 2(p—N2)
1 — —
Pdiag(p, Ao, )\3)P71 _ 7 pP+Aa—2 3 p+ A+ 2A3 2(,0 )\2)

p— Az p— Az 2(p+ A2)

es positiva. El siguiente teorema generaliza este ejemplo.

Teorema 3.4. Sean
p=X>A2>-2>X,20

y P la matriz de orden n + 1

20 Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 11-40 ISSN 1012-3938
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1 1
-1

P= 0
1 -1 0 0

Entonces, la matriz A = Pdiag(A\o = p, A1, ..., \y) P~ € EG, es positiva
diagonalizable.

Demostracion. Ver [3] O

Teorema 3.5. Sean
p=A>A =27, 20

y P la matriz de orden n + 1

1 cee e e 1
-1

P= 0
1 -1 0 0

Entonces, la matriz A = Pdiag(Ao = p, M1, ..., \y)P € EG, es positiva
diagonalizable.

Demostracidon. Ver [3] O
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4. Espectros Reales Realizables

Los siguientes resultados, son aplicaciones del teorema de Brauer,
que determinan ciertas condiciones suficientes para que la familia de
numeros reales {A\g = p, A1, -+, An}, donde |\;| < p parai =1,--- n,
sea realizable. Ver las demostraciones respectivas en [3].

Teorema 4.1 (Perfect 1953). Para que la familia 0 = {\o = p, A1, ..., An}
de nidmeros reales, donde |\;| < p, para i = 1,...,n, sea realizable es
suficiente que exista una particion de o, 0 = o1 Uog U -+ U gy, tal
que cada oy, contenga al menos un numero positivo y que la suma de los
mddulos de los nimeros negativos en oy, (si existe alguno) sea menor o
igual que el mayor numero positivo de oy,.

Si o verifica las hipdtesis del teorema anterior, entonces o es re-
alizable por una matriz estocdstica generalizada. Sin perdida de gene-
ralidad, podemos suponer que p € ;. Utilizando las notaciones de la
demostracién anterior, basta considerar la matriz

Ay 0 - .- 0

Ao1 As
0
: 0

A1 O 0 A,

donde
p—pk O 0
Ay = : : ol k=2, m.

Otra aplicacién sencilla del teorema de Brauer conduce a la conse-
cuencia de que si {1, A1,..., A, } es el espectro de una matriz estocdstica
A, entonces {1,cA1,...,c\,}, es el espectro de una matriz estocdstica
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A. con 0 < ¢ < 1. Para ello basta tomar

1 n+1
A= ——— <A+Zerr> :
1+ ke r=t
r=1

donde X, es la matriz de orden n+ 1 cuya r-ésima columna es (1,...,1)

y sus demads elementos son todos ceros y k, son ntimeros positivos tal
n+1

que 1/(1+ Z k,) = c. Teniendo esto en mente, es ficil afirmar teoremas

r=1
analogos al teorema 4.1 para matrices estocasticas positivas. En parti-

cular, los resultados de Suleimanova son una consecuencia de la teoria
anterior.

El siguiente resultado es un método de construccién, sugerido por la
extensién del teorema de Brauer, de una matriz no negativa con espectro
prescrito.

Teorema 4.2 (Perfect 1955). Si la familia de nimeros reales
{)‘0 =P )‘h Tt )\r}

es realizable por una matriz no negativa de orden r+1 con elementos en
la diagonal x1,- -+, 11, entonces {p, A1, Apy i1, -+, s}, con —p <
w; <0, r+s = n, es realizable por una matriz no negativa de orden
n+ 1, si existe una particion de los p; en v+ 1 partes, (algunas o todas
pueden ser vacias) de modo que la suma de los elementos de cada parte
es menor o igual que x1,- -+, Tyy1, respectivamente.

En la demostracién del teorema anterior (ver [3]) se observa que si
A es estocdstica generalizada, entonces B + X C también es estocdstica
generalizada.

Corolario 4.3. La familia {p, A1, -, A\ry i1, pis}, donde 0 < \; < p,
—p < pu; <0, 74+ s =n-—1, es realizable por una matriz no negativa
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de orden n, si existe una particion de los p; en v+ 1 partes (alguna o
todas pueden ser vacias), con la suma de los mddulos de sus elementos
menor o igual que x1,- -+, Tr11, respectivamente, donde x1,- -+, Tr11 SON
los elementos de la diagonal de una matriz no negativa con espectro

{p7>\17"‘7)\7’}'

Con la finalidad de hacer uso del teorema 4.2 y del corolario 4.3
es necesario conocer bajo qué condiciones los nuimeros x1,-- -, x, son
posibles elementos de la diagonal de una matriz no negativa con espectro
{A1, A2, -+, A }. Para r = 2, es facil verificar que es necesario y suficiente
que 0 < z; < Ay para i = 1,2,y 1 + 2 = A + A2. La solucién
al problema en el caso r = 3 estd contenida en el siguiente resultado
debido a Perfect.

Teorema 4.4 (Perfect 1955). Sea {\1, A2, A3} C R con A1 > |)j], para
7 = 1,2. Los numeros x1,x2 y x3 son los elementos de la diagonal de
una matriz estocdstica generalizada con espectro {A1, A2, A3} si y sdlo si
se verifican las siguientes condiciones

1. 0<z; < A, parai=1,2,3.
2. 1+ x4+ 23 =M1+ Aa+ A3.
3. T1X2 + T1T3 + T2x3 Z )\1A2 +)\1>\3+/\2)\3.

4. mzéxxi > Ao

Ademds, si \1 # x3, una matriz verificando lo anterior es

I 0 )\171‘1
P=1 M—z2—p 2 j2 )
0 )\1—.%‘3 X3

donde
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P=1 j (@122 + 2123 £ 2225 = Made = Ak — Aada).

AL — w3
Notemos que si Ay = x3, basta realizar {\2, A3} con diagonal 1, xo.
Para r general, es suficiente que:

1. 0<z; < Aj,parai=1,2,---7.
2.+ Fxe =M+ de 4+ A,

3. x; > Nyaxy >N, parai =2, T

Entonces obtenemos la siguiente matriz no negativa P, estocdstica ge-

neralizada con suma de filas A1, espectro {1, A2, -+, A} v elementos en
su diagonal x1,x2, - - -, X,
Ty Ti—AXy To— A3 - T — A
Tp— Ao T Tog— A3 0 X1 — Ap
P=| zr—X3 x— X T2 e Tpo1 — Ap
Tr—Ar T1—A2 Ta— Az --- Tp_1

Ejemplo 4.5. Aplicaremos el método de construccion sugerido en el
teorema 4.2 para obtener una matriz estocdstica 6 X 6 con espectro

o=1{1,2/3,1/3,-1/2,-5/9,-8/9}.

Observemos que o no admite particion, o = Uoy, tal que la suma de
los maodulos de los elementos negativos de cada o sea menor o igual que
el mayor numero positivo en o, es decir, no satisface las condiciones
del teorema 4.1.

Para buscar una matriz estocdstica P con espectro {1,)\2 =2/3, )3 =
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1/3}, Perfect sugiere tomar x1 = 8/9, o = 11/18, x3 = 1/2 que verifi-
can las cuatro condiciones del teorema 4.4.

Ahora

! 23
p= m(%xz + 1123 + 2273 — AA2 — A A3 — /\2/\3) = 33

y por lo tanto,

8/9 0 1/9
P=| 20/81 11/18 23/162
0o 1/2 12
Consideremos la particion de {—1/2,—-5/9,—8/9} siguiente

{=8/9ru{-5/9r U {-1/2}.

A= ( 186//99 —5(3)/9 > =5H= ( 8(/)9 8(/)9 )

Az = ( ;ﬁZ —2/9 ) = B = ( 111//1188 5(/)9 )

A?’:(l{? —f/z):>33:<132 1(/)2 )

Por lo tanto,

Tenemos

89 0 0
Q=| o 11/18 0o |,
o 0 1/2
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C11 0
C = C21 0
C31 0

[l elel

OO~ kR OO
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_ =0 O O O

C12 0

C22 0
C32 0

C13 0

Co3 0
C33 0

Por el teorema 4.4, P es estocdstica con diagonal x1,x2,23 Yy espec-

tro {1, Ay, A\3}. Ademds, siguiendo la prueba del teorema 4.2 tenemos

CX=P-Q=

Por tanto

o O O O o o

0
20/
0

C12
C12
C22
C22
C32
C32

O O O O O O

81

O OO O OO

o O O

0
1/2
1/2

0
0

1/2

C13
C13
Ca23
C23
€33
C33

O O O O OO

1/9

23/162

0

O OO O OO

1/9
1/9
23/162
23/162
0
0

o O O O o o
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Luego por el teorema de Rado, la matriz

0 89 0 0 1/9
89 0 0 0 1/9
20/81 1/18 5/9 23/162

0
0
0 0

B+ XC =
+XC 20/81 0 11/18 0 23/162 O
0 /
0 0

0 1/2 0 0 1/2
0 /2 0 1/2

es estocdstica y tiene espectro

o=1{1,2/3,1/3,-1/2,-5/9,-8/9}.

Teorema 4.6 (Soto 2003 [8]). Sea la familia de nimeros reales o =
{A, A0, - A} con Ay > N1, parai=1,---n—1. 51

A=A = Y Sk, (4.1)

SE<0

donde Sy, = A\ + Ap—kt1, para k =2,3,--, {%J Yy SnT-I—l = ml'n{)\ngi,O}
para n impar, entonces o es realizable por una matriz estocdstica gene-
ralizada A con suma de filas \p.

Demostracion. Ver [3]. O
Ejemplo 4.7. Consideremos la siguiente familia de numeros reales:

o={14,4,2,-1,-2,-3,—6,—8}.

Tenemos
Sy = —2
S3=—1
Sy = —3.

Observemos que o satisface la condicion del teorema 4.6:

M=14>-\— > S =8+6,
Sk <0
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por lo tanto o es realizable. Siguiendo la demostracion del teorema an-
terior (Ver [3]) se obtiene

O 00 00 00 0
8 80 00 00 0
0 =40 40 00 0
0 =46 -2 0 00 0 ,
A=109 20 00 20 o|Fe
0 -2 0 03 10 0
O 10 00 00 —1
0 O 00 02 -3

donde
¢=(0 8 02 010 3).

Luego o es realizable por la matriz no negativa

0 8 0 20

O O O O o O
© O OO O
S O O O o O O
NN O N
O O W o o o o
— = O W =
N O OO OO OO
O N W W Wwwww

Si definimos T'(0) = A1 + A + Z S}, entonces la condicion (4.1) es
S;<0
equivalente a T'(0) > 0. Si o = {A1, A, -+, A\, } satisface (4.1), entonces

U/ = {7>\77 - Z Sja)‘27"'aA'n}

Sj <0
es realizable y el numero —\,, — E S; es el minimo valor que A; puede

Sj <0
tomar para que o sea realizable segun el teorema 4.6.
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Supongamos que ¢ = U;_, 0y, entonces de acuerdo al teorema 4.6,
para cada o, = {A\f > A5 >--- > A% } tenemos el niimero

T(op) =Tr =AM + X, + > S,
sk<o

Claramente, si T}, > 0, entonces o, es realizable, en caso contrario Ty, < 0
y entonces o no es realizable por el teorema 4.6.

El siguiente resultado es una extensién del teorema 4.6. Aqui de-
mostraremos que bajo ciertas condiciones, la familia o puede ser parti-
cionada como ¢ = 01 Uoo U---Uoady, con o “realizable” por una matriz
Aj, no necesariamente no negativa, y que sin embargo nos permi-
tird obtener una matriz no negativa A con espectro o. Consideraremos
solo el caso en el cual al menos \,, < 0, puestoquesi Ay > Ao > -+ X, >0
entonces el problema estaria resuelto por A = diag(A1, g, -, An).

Teorema 4.8 (Soto 2003 [8]). Sea 0 = {A1, A2, -, An} C R con Ay >
Aj, para j =2,---,n. Sea la particion o = o1 Uoa U---U oy con

Uk:{)‘llca)‘ga"'a)‘ﬁk}a k=1,2,---t, )‘%:)\1
>0, > >> M k=12, 0
Definimos
c . ng

Y St ng es impar

S¥ i = min{An01,0}; k=1,2,--t,
T2 2

To=M+X 4+ > 8k k=12t (4.3)
Sk<0
Y
—méed 1 1 . k
AM = max{ Any Z Si s 221%;{/\1}}. (4.4)
5j<0
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Si

t
A2 Ay — Z Tk, (4.5)
T}, <0,k=2

entonces o es realizable por una matriz estocdstica generalizada con suma
de filas igual \y.

Demostracion. Ver [3] O

Observemos que si ¢ verifica el teorema anterior para una cierta
particién, entonces el elemento de la particién que contiene al mayor
autovalor, o1, debe ser realizable por el teorema 4.6. En efecto,

t
MZdr— Y, Te>Au =X, — Y S
Ty <0, k=2 S1<0
Ejemplo 4.9. Consideremos la familia de nimeros reales
oc=1{8,6,3,3,—5,—5,—5,—5}.

Observemos que o no verifica el teorema 4.6, pues

So=6-5=1, 59=3-5=-2,5=3-5=-2
y por lo tanto

M=8%-d— > Sp=5+4=9

SEp<0

La particion o = o1 Uog = {8,3, -5, -5} U {6,3, =5, —5} satisface
las condiciones del teorema 4.8, pues

Sy=-2 82=-2 T1=8-5-2=1, T,=6-5-2=—1, \y =1,
verifican

t
A =8> M\ — Z T,=7+1=8.
Ty <0;k=2
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Por lo tanto, podemos construir, de acuerdo con la demostracion del
teorema 4.8, una matriz no negativa que realiza o: Como Ty < 0, para
oo se tiene la matriz

0 0]o o0
32:5—500
0 -3/0 3
0 —3|5 —2

con espectro {0,3, -5, —5}. Luego para gz = (0,5,0,1)¢,

0 5 0 1
memrag=[ 300
0 2 5 -1
es una matriz que realiza oo.
Para o1, se tiene la matriz
By = By

con espectro {0,3, -5, —5}. Luego para q; = (0,5,0,2)¢,

AQZBQ+6(]§:

o O ot O
NN O WD
g O O O
O Ot N

es una matriz no negativa con espectro {\pr,3,—5, —5}.

Ahora definimos la matriz inicial
Ay 0
M = ,
( A1 Az )
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donde
0 0 0 1
0 0 0 1
An=1 09 0 1
0 0 0 1

Y para q = (0,0,0,0,0,0,0, 1), la matriz

00020001
5502000 1

02050001

As . lo2500001
A:<A21 A2>+€q_ 0001050 2
0001500 2

00010205

00010250

es una matriz no negativa que realiza o.

Si consideramos la particion
o=1{8,6,—5,—-5}U{3,3,—5,—-5}

se tiene

Observamos que

8=MZEI— Y, Tpi=9

T3, <0,k=2

Por tanto, esta particion no satisface la condicion (4.5) del teorema 4.8.
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A continuacién probamos una extensiéon del teorema 4.2 que da un
nuevo criterio de realizabilidad para espectros reales.

Teorema 4.10 (Soto - Rojo 2006 [10]). Sea o = {A1, A2, -, An} C R,
con A\ > Aj, para j = 1,---,n. Supongamos que existe una particion
o=U,_ 0%, con

or={M > =AM >0 k=1t

y M = A1, tal que z1,-- 24 y A1, Ay, -, A} son los elementos de la
diagonal y los autovalores, respectivamente, de una matriz no negativa
B con suma de filas igual a Ay. Si zp > N5 y Ty = {xg, A5, A8 }oes
realizable, para k = 1,---,t, entonces o es realizable por una matriz M
con suma de filas igual a ;.

Demostracion. Sea Aj una matriz no negativa con espectro I'y y con
suma de filas igual a x;. Entonces

A =diag(Ay, Ag, -+, Ay)
es una matriz diagonal por bloques no negativa de orden n. Sea
Q = diag(xy, 22, -, x¢)
y X = (X1]| X2 | --+| X;) como en la demostracién del teorema 4.2.

Claramente X es de rango t y AX = XQ.

Sea C = (C1|Cy| ---| Ct), donde Cy, es la matriz de orden r x ny,
con primeras columnas (c1, Cak, * - -, ¢sx )t y el resto de sus entradas igual
a cero. Entonces

€11 Ci2 -+ Cit Cii Ci2 -+ Cu

€21 Ca2 cc Cyy Coy1 Cy -+ Oy
CX = ) . . ) y XC= ) . . . ;

Ct1 Ct2 -+ Cit Cy Cip -+ Cy
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donde Cj; es la matriz de orden n; X ng con primera columna
(Ciks Ciky -+, cix )t v el resto de sus entradas todas cero.

Ahora, escogemos C con ¢1; = ¢og = -+ - = ¢ = 0 tal que la matriz
Q+ CX = B es una matriz con suma de filas igual a A;. Entonces, para
esta eleccion de C, por el teorema de Rado, concluimos que M = A+CX
es una matriz que realiza o con suma de filas igual a A;. O

Ejemplo 4.11. Sea la familia de numeros reales

805 205 41
S Rty Nl YOV SO 3
7 {100’6’100” BRETIM 5}

Consideramos la particién

805 205 41
=01Uoe=4q¢q—,—,—5,-5,U<6,2, -4, —— >.
o 01 02 {1007 1007 ) } { ) 4y ) 10}

Observemos que esta particién de o no verifica el teorema 4.2 y
veamos que verifica el teorema 4.10.

Definimos las familias
795 205
'=<{-—,—,-5,-5
! {100’100’ ’ } Y

1 41
FZ = 677 23 747 T
10 10

con 1 = 795/100 y x5 = 61/10.

I’y y I's satisfacen las condiciones del teorema 4.6. Por tanto, I'y y I's
son realizables por una matriz estocastica generalizada con suma de filas
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igual a 1 y g, respectivamente. Construimos las matrices realizadoras
respectivas siguiendo la prueba del teorema 4.6 (ver [3]).

Para I'y
0 0 0 0
5 -5 0 0 ¢
By = = (0,5,0,295/100
! 0 —205/100 |0 205/100 | @ (0.5,0,295/100)
0 —205/100 | 5 —295/100
295
0 5 0 2o
295
5 0 0
:>A1:Bl—|—eq§:
295
0 2 0 5
295
0 2 5 0
es la matriz realizadora.
Para I'y
0 0 0 0
41/10 —41/10 [0 0 ¢
By = , = (0,41/10,0,2
2 0 —2 |0 2 a2 = (0.41/ )
0 —2 |4 -2
41
40 2
$ o0 0 2
=>A2=Bz+eq§:
2
0 & 0 4
21
0 & 40

es la matriz realizadora.
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Observemos que 0 < z; < A} = 805/100, para i = 1,2 y 21 + 2o =
Al + A3 = 805/100 + 6, entonces existe una matriz no negativa P, con
suma de filas A} = 802/100, espectro {805/100,6} y con elementos en la
diagonal x1 y x3:

795/100 1/10
195/100 61/10 )

Entonces
1 0
1 0
1 0
1 0
A=A A, X= 01 ,
0 1
0 1
0 1
759 1
00 10
QO+CX=P=
195 61
100 10
de donde .
- ( 185 000 5 000 ) .
o6 000 0 0 00
Entonces
0 5 0 295/100 1/10 0 0 0
5 0 0 295/100 1/10 0 0 0
0 295/100 0 5 1/10 0 0 0
0 295/100 5 0 1/10 0 0 0
A+XC =
+ 195/100 0 0 0 0 41/10 0 2
195/100 0 0 0 41/10 0 0 2
195/100 0 0 0 0 21/10 0 4
195/100 0 0 0 0 21/10 0 0
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es una matriz estocastica generalizada con espectro o y suma de filas
igual a 805/100.

Fiedler, en [2] muestra como realizar simétricamente ciertos espec-
tros reales manipulando la unién de dos espectros reales simétricamente
realizables. El teorema 2.5 nos dice, que podemos aumentar tanto como
queramos el radio espectral sin perder la propiedad de realizabilidad.
Este resultado sigue siendo verdad en el caso simétrico (ver prueba en
[3]). Los resultados anteriores, debido a R. Soto se pueden adaptar para
el caso simétrico (ver [9] y [11]). Para més detalles del problema espectral
inverso en el caso simétrico ver [3].
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Abstract

Brauer’s theorem (1952) describes a procedure to modify a spectrum’s
eigenvalue from a complex matrix and Rado extends it to modify a spe-
cific section of the spectrum. Later, in the 50’s Perfect makes use of these
results to give the conditions in which some collection of real numbers
are the spectrum of a non negative matrix [6], [7]. Suleimanova iniciated
the work [12] in which, along with these conditions, the inverse spec-
tral problem was first studied. Recently some sufficient conditions have
been described, all of them are based on Brauer’s and Rado’s theorems
for realizing matrixes of non negative real spectrum, a few of them are
nonnegative symmetrical matrixes. In this paper, these techniques are

Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 11-40 ISSN 1012-3938 39



Herndn Neciosup Puicdn

related in depth and a recompilation of known results is made for both,
the non negative real spectrum problem and the non negative symmet-
rical inverse problem which makes use of Brauer’s theorem.

Keywords: Inverse spectral problem.

Hernan Neciosup Puican
Universidad de Valladolid, Espana
hneciosup@agt.uva.es

40 Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 11-40 ISSN 1012-3938



	Aplicaciones del Teorema de Brauer al Problema Espectral Inverso no Negativo

	1. Introducción

	2. Resultados
	3. Algunas Técnicas Geomé
tricas
	4. Espectros Reales Realizables

	Referencias
	Abstract



