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Resumen

El objetivo en este trabajo es el estudio de ciertas propiedades de las
soluciones reales de un problema de valor inicial de la forma

Oru — Py (D) u + fi1 (u,v) Ozu+ f2 (u,v) 0zv =0

Otg —iPa (D) v+ f2 (u,v) Ozu + f3 (u,v) Ozu =0

u(z,0) = ¢ (z)

v(z,0) = (x),
en donde u=u (x,t) y v = (x,t) son funciones con valores reales,

(z,t) € R x [0, +00[, Pk (D) con k =1,2 son operadores pseudo-diferenciales
y fi conj =1,2,3 son funciones reales definidas sobre R?. Con mayor
precisidn, considerado el caso en el que los operadores Py (D) con k = 1,2
son definidos por Pﬁl)\)u(ﬁ) = (1)t (53 + %) (&), fi(u,v) = 3u® -2,
fa (u,v) = —2uv y f3 (u,v) = —u® + 302, es demostrado que el problema de
valor inicial que se obtiene es localmente bien formulado en los espacios de
Sobolev X° x X° con s > 3/2, usando regularizacion parabdlica para probar
la existencia local y unicidad, y las llamadas aprorimaciones de Bona-Smith
para mostrar la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial.
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Ademds, usando una propiedad dispersiva del grupo asociado con el pro-
blema lineal y las ideas desarrolladas por Kenig-Ponce-Vega, son probadas
las propiedades suavizantes del tipo Strichartz.
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de Ostrovsky; efecto suavizante local

1. Introduccion

El objetivo en este trabajo es el estudio de ciertas propiedades de
las soluciones reales de un problema de valor inicial de la forma

D U+f1 (U,U)azu+f2 (uvv)a:vv:()

0tu—iP1 )
D)U+f2 (va)azu-l-fg(u,v)azu:o

—~ —

3tv — ZPQ
u(2,0) = o () 1)
v (2,0) = v (x)

en donde u = wu(z,t) y v = v(x,t) son funciones con valores reales,
(z,t) € Rx[0, +oo[, Py (D) con k = 1, 2 son operadores pseudo-diferencia-
lesy f; con j = 1,2, 3 son funciones reales definidas sobre R?.

Observemos que el tercer sistema de la jerarquia AKNS [1] y [2] se
encuadra como caso particular del sistema en (1.1). Los sistemas de la
jerarquia AKNS pueden ser resueltos por el método del scattering inverso
para datos iniciales que decaen rapidamente en el infinito.

El problema de valor inicial que se obtiene de (1.1) considerando

PLu() = P, (D)u(8) = &), fi(wv) = w? fo(u,v) =0y

f3 (u,v) = u?v, es decir,

Opu + O2u + 0, (uvz)
Ov + 03v + 0, (u%)
u(z,0) = ¢ ()
v(z,0) =1 (2),

0
0
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fue estudiado en [3] usando la teorfa cuasi-lineal de Kato [9], consiguiendo
demostrar la buena formulacién local cuando los datos iniciales ¢ y ¥
pertenecen a los espacios de Sobolev H® con s > 3/2. Por otro lado,
Panthee [16] usé el método de los estimados lineales de Kenig-Ponce-
Vega para probar la buena formulacién local del mismo problema con
datos iniciales en los espacios H® con s > 1/4.

En este trabajo consideramos el caso en el que los operadores Py, (D)
con k = 1,2 son definidos por Pmu &) = (—1)Ft! (53 + %) u (§),
f1(u,v) = 3u® — 0%, fo(u,v) = —2uv y f3 (u,v) = —u? + 302, de modo
que el problema de valor inicial a ser estudiado tiene la forma

u+ Ou+ 0 u + 9, (u® — uv?) =0,
v — v — 07w — 9, (vPv —0?) =0,
u(x,0) =¢(z),
v(z,0) = (x).
Nuestros objetivos son obtener en los espacios adecuados, un resultado
de buena formulacién local similar al de [3] para el problema (1.2) y

(1.2)

las propiedades regularizantes del tipo Strichartz, presentes en el grupo
asociado con el problema lineal

Ou+ Bu+ 0, lu=0
0w —03v—0;lv =0
u(z,0) = (x)
v (z,0) =¥ (x).

Los espacios adecuados para nuestro estudio son los espacios de
Sobolev X*® de orden s € R definidos por Saut en [17] como los con-

juntos de funciones u € H* tales que d;'u € H® con las normas
1/2

1/2
lulle. = ([ @2 ©@©Fde)  qonder©) = (1+&)"" En
tonces, paraRdemostrar la buena formulacién local en los espacios de
Sobolev X* x X* con s > 3/2, usamos regularizacién parabdlica [7, 8]
para probar la existencia local y la unicidad, y para mostrar la depen-
dencia continua de la solucién respecto al dato inicial emplearemos las
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llamadas aproximaciones de Bona-Smith [5]. La ventaja de usar regula-
rizaciéon parabdlica consiste en la posibilidad de probar que el intervalo
de existencia de las soluciones locales puede ser asumido independiente
de s en un sentido apropiado. Por otro lado, la teoria cuasi lineal de Kato
da la dependencia continua respecto al dato inicial sin ningtin esfuerzo
adicional.

Antes del desarrollo de la exposicién, presentamos sin demostracion
algunos resultados necesarios.

Teorema 1.1. Sean u,v € S(R™) reales, s > 14+ & yt > 1. Entonces
existe C = C (s,t,n) > 0 tal que

[ v0%u), | < C IVl [[w?]], + IVoll,y ], lull,] (1.3)
donde |a| = 1.

Teorema 1.2. Siu,v € S(R"), s>0y1<p< oo, entonces

172 (uo)ll o < C (lull oy 17°0]| Loz + 1770l Los [10]] L) (1.4)

1%l ol < C (198l o 75750 o + 1700 o [0l a) (1)

1,1 _1_ 1
donde pa2,ps € |1,00[ y p1, pa son tales que ot == 0

+

1

P4’
La desigualdad (1.5) también se cumple si py = py = 00 y pa = p3 = p.
La siguiente desigualdad, llamada de Gagliardo-Nirenberg

Proposicion 1.3. Sean 1 < p,q,7 < 0o y sean j,m dos enteros, 0 <
7 < m.Si ]% -1 =4 (% — %) + 1%9 para algin 0 € [#,1], entonces
existe C = C(m,4,0,p,q,7) tal que para toda u € C§° (R™) se cumple
que
6 1-6
0%ull o < C > (0%l llullz:” (1.6)
[Bl=m

con |a] = 3.
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Cuando n =1 la desigualdad (1.6) es
] m 6 —0
[0l ,, < ClOTul gy [lullz: (1.7)
. -y j
con%—yz@(%—m)—i—%yee [L,1].

Proposicién 1.4 (Lema de Van der Corput). Sea f € C? ([a,b]) tal que
1" (&) # 0 sobre el intervalo [a,b]. Entonces

b .
/ PRAON /S

Proposicién 1.5. Sea f € C7 ([a,b]) para j € N con |f(j) (z)] > 1.

b
/ MO g

sij>20j5=1sif es mondtona.

—1/2
<4(r[{11}br]1|f (E)I) .

FEntonces,

<G

Recordemos que si 0 < # < 1, el potencial de Riesz de orden g,
denotado por Ig, es definido como

+oo f T
1§ =0y [ e
<1/208T( 8
donde Cpg = p(iijé(;)'

Proposicién 1.6 (Teorema de la Integral Fraccionaria). Si0 < 8 < 1
1_1 . )
yl<p<qg<oocon i B, entonces Ig es de tipo (r,q), es decir,

s fllLe < Crpllfllr- -
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2. Teoria Local del Problema no Lineal
Regularizado

Iniciamos nuestro estudio considerando el problema lineal asocia-
do con (1.2), el cual tiene la forma vectorial

u(t)+Au(t) =0, zeR, t>0
! R (2.1)
i(0)=¢
siendo 4 = (u,v), ¢ = (¢,%) y A el operador definido por
D(A)=Y*t3 5>0 (2.2)
At = (Bu+ 07 u, —02v — 0, '), 4= (u,v) € Y3, ’

No es dificil demostrar la proposicién siguiente.

Proposicion 2.1. Si s > 0 es un numero real cualquiera, el operador
lineal A :YSt3 CY® = Y es disipativo mazimal y antiadjunto en Y.
En particular, A y —A son operadores disipativos mazimales en Y=,

Asi obtenemos la siguiente caracterizacién de la solucién del proble-
ma (2.1).

Teorema 2.2. El operador —A genera un semigrupo de contracciones
{W (t)},>q sobre Y*, s >0, tal que
W (t) U= (W1 (t) Uy, W2 (t) UQ) B (23)

para todo @ = (u1,uz) € Y*, en donde para k = 1,2, los operadores
Wi (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por

—

We (D0 (&) = e O (€)  con éy (€) = (1)k+1i(€3+2)_

Ademds, {W (t)},~, se extiende a un grupo de operadores unitarios en
Y* y cualquiera sea @ € Y513 la funcién

W ()@ : [0, +oo[ — YV

es la dnica solucion del problema de valor inicial (2.1).
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Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de la proposicion
2.1 y el Teorema de Hille-Yosida-Phillips [6, teorema 3.4.4]. Para de-
mostrar (2.3), se toma la transformada de Fourier en la variable espacial
a las ecuaciones y los datos iniciales del problema lineal (2.1), se resuelve
el problema de valor inicial que resulta y se concluye por [6, teorema
3.1.1]. Finalmente, la proposicién 2.1 y [6, teorema 3.2.3] implican a la
dltima afirmacién. a

El grupo {W (t)},~, no tiene propiedades suavizantes que nos per-
mitan probar que el pr(_)blema (1.2) tiene solucidn, por ello, en esta sec-
cién demostraremos la buena formulacién local en Y* con s > % del
problema no lineal regularizado

-

{q @ (1) + Al (1) + 0, F (i () = 0 (2.4
7 (0) = &,
donde 0 < p < 1, @ = (u,v), @ = (p,v), A, es el operador definido por

D(A,) = Y™+, s> 0
At = (O3u+ 07 u — pd2u, —93v — 07 v — pd2v)

En esta secciéon estudiamos el problema lineal determinado por el
problema (2.4), a saber,

Ot (t)+ Auti(t) =0, z€R, t>0
{ i(0) = & (25)

El estudio del problema (2.5) se inicia con la siguiente caracteri-
zacién del operador A,,.
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Proposicién 2.3. El operador —A,, : Y3 C Y* — Y* es disipativo
maximal en Y?*, s > 0.

Demostracion. Aplicaremos el teorema de perturbaciéon de generadores
de semigrupos de contraccién [15, Teorema 3.2], para lo cual observamos
que para cualquier p > 0,

~A,=—-A+B,

en donde A es el operador definido en (2.2) y B, es el operador definido
por
D(B,) =Y s>0
{ B,i = (u@iul,uﬁgm) , 4= (uy,uz).
De la proposicién 2.1 sabemos que —A es disipativo maximal y es claro
que D (A) =Y*+3 C Y*™2 = D (B). Ademés B, es disipativo, pues para
@ = (u1,uz) € Y*2 cualquiera, integrando por partes tenemos

(Butl, @)y, = <,u83u1,u1>X5+<u8§u27u2>X5

2
= uz (<8§uk,uk>s + <8muk,8;1uk>s)

k=1

= M (<aacuk7 axuk>s + <uk7 axag;luk>s)

= Y (190l + s ?)

k=1

Bl
N N
—

< 0.

Por otro lado, por las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg y de Young,
tenemos

[Butlly. < allAdlly. + B dlly

endonde 0 < a <1y 3> 0. Porlo tanto, —A,, es disipativo maximal.O
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Teorema 2.4. Sip > 0, el operador —A,, es el generador de un semi-
grupo de contracciones {W, (t)},-, sobre Y*, s >0, tal que

WIJ (t) U= (Wul (t) U1, WMQ (t) UQ) , U= (ul, ’LLQ) cyY? (26)

en donde W, (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por

Wik (1w (€) = 4+ () con 6y (6) = &> +(~1) i (53 N ir) :
y cualquiera sea @ € Y?° la funcion
W, ()i :Rf —Y*

es la unica solucion del problema de valor inicial (2.5) en

C ([0, +o0[ : Y*) N C" ([0, 400 : Y77) .
Ademds, para cada t > 0 se tiene que W, (t) € L (Y5, Y*T") con

W @)l sr < Ko [14 il 2.7

(2ut)

para todor >0 yu € Y?s.

Demostracion. Las demostraciones de la primera afirmacion, de la ecua-
ci6n (2.6) y de la segunda afirmacién, son similares a las correspondientes
en el teorema 2.2. Por ello solamente probaremos la desigualdad (2.7).

Si @ = (uy,u2) € Y*, entonces

2

W @) @15 = Wt () w5 + (W (B ual 5. (28)

Pero, para k = 1,2 tenemos
s+r — 2~
Wit ()l = [ €74 X © 2 @ (0)
R
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entonces

2
Wk (&) ur |l o

IN

£ER

1
2 L 2
K2 (14 G )l

¢ (pf e <2ut>”> k%

IN

en donde C es una constante y K2 = mdx C’supez“gzt,CrTe’”}.
£ER

Por lo tanto, en (2.8) se obtiene la desigualdad (2.7), como se queria
demostrar. O

Notemos que si p > 0 es fijo, toda solucién @ del problema (2.4) es
solucién de la ecuacion integral

@(t) =W, (t)@‘—/o W, (t —7) 8, F (i (7)) dr. (2.9)

Nos interesa saber si toda solucién de (2.9) es solucién de (2.4), por
ello, la primera cuestién que aparece es saber si (2.9) tiene solucién
en alguna clase. Para responder a esta cuestion tenemos el siguiente
teorema, en cuya demostracién utilizaremos el teorema del punto fijo de
Banach para mostrar la existencia de una solucién de la ecuacién integral
y el argumento de Kato y Fujita [10] para mostrar la unicidad.

Teorema 2.5. Sipy >0y g € Y?® s > %, entonces existen T, =
Tu (”‘5”1/& 187,U/) >0 y una funcion

i, € C([0,T,]:Y*)
dnica solucion real de la ecuacion integral (2.9).

Demostracion. Laidea estd, esencialmente, contenida en la demostracion
del teorema 3.1 de [7], y por esto daremos a continuacién una idea de la
demostracién.
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que @ # 0, de lo contrario
4, = 0 es solucién de (2.9). Para T' > 0 cualquiera, definimos

E(T)={aeC((0,T]:Y"): [la(t) = W, () Blly. <l¢ly.,0<t<T}

con la métrica

d(i,5) = sup [[@(t)—T(t)|y., parad,ve&,(T).
0<t<T

Es facil ver que (& (T) , d) es un espacio métrico completo. Para g € Y*
fijo, definimos la aplicacion © por

@ﬁ(t):WM(t)cﬁ—/o W, (t =)0, F (it (7)) dr, t € [0,T],

cualquiera sea @ € & (T).

Observemos que cualquiera sea T" > 0, la aplicacién © estd bien
definida. En efecto, si @ € Y el teorema 2.4 implica que W, (t) § € Y'*.
Por otro lado, si @(7) € Y*, desde que X*® es un &lgebra, Fy (@ (7)),
F2 (@(r)) € X°. El teorema 2.4 también implica que W, (t) €

LY 1Y ) entonces W, (t — 7) 0, F (@ (7)) € Y ° y en consecuencia
/ W, ( F (@ (7)) dr € Y*. Por lo tanto, Ou (t) € Y* cualquiera
sea t € [0, T]

Ademds, tenemos que cualquiera sea T > 0, Ou € C ([0,T]:Y®)
siempre que u € & (T'). En efecto, para tg € |0,7T] y t < to tenemos

[©u () — Ou (to)lly-
< Wi (8) ¢ = Wi (to) Bl

# [ Wit == W0 - o F @] ar

Ys

It — tof sup ku to — ) amﬁ(ﬁ(T))‘ (2.10)
0,T

ys
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Por la continuidad de la aplicacién W, (-) @ : [0, +oo[ — Y*, teorema
2.4, el primer sumando en el tltimo miembro de (2.10) converge a cero
cuando t — ¢, . Por la misma razén y el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue, lo mismo sucede con el segundo sumando. El
ultimo sumando converge trivialmente a cero cuando t — ¢ . Esto de-
muestra la continuidad por la izquierda de tp, de manera analoga sigue
la continuidad por la derecha y de ahi la continuidad en %.

Observemos que existe T, = T, (|| @]l g. ,s, 1) € [0,T] tal que el
rango de O estd contenido en & (T;) En efecto, siT >0y @ € & (T),
entonces para 0 < ¢t < T, por la desigualdad (2.7), obtenemos

10 (1) = W, (1) &y, < / Wt - 7)o, F (@ ‘ dr
< Kl/ o1 dr.
(2.11)
Como
lo.F @, <v2la@ls. (2.12)
v, si @ € & (T)
1@ ()llye < () =W () lly. + W, (1) Gllys < 1Allye s (2:13)

de las expresiones (2.11), (2.12), (2.13) y el cambio de variable 7/ =
2u (t — ), conseguimos

Kz

2ut 1
104 (t) — W, (t) Flly. < n 1% is/o \/Idﬂ (2.14)

Pero
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2Nt 1
pues / A1+ —/dT/ <2 (ut + \/2/¢t), implica que existe
0 T

Ty =T, (I8]lys s, 1) tal que

t
1
O}LH@H?/'S\/(; \/IdT/SL 510<t<Tﬁ

Asi, en la desigualdad (2.14), para 0 < ¢t < T}, tenemos

1©a(t) — Wy () &l

ye <@y
es decir, Ou 6 & (T}}). Por lo tanto, existe T, = T}, (|| F]ly. , s, 1) € [0,T]
tal que R (©) C &, ( )

Ahora demostraremos que para algin T, € [O,Tl}] la aplicacién
©: & (T,) — & (T,,) es una contraccién. En efecto, si 4y, us € & (Tl})
tenemos

||(")U1 @’LLQ

< Kl dr.

0. F @),

(2.15)

Con un argumento semejante al utilizado para demostrar la desigualdad
(2.14), suponiendo que @; = (u1,v1) y Uz = (ug,v2), tenemos

L (i (7))~ 0:F (@ ()] < 818 I — ) ()
(2.16)

Por tanto, de (2.16) y un cambio de variable, obtenemos

t
— s 3|12 1
1 (t) — Otz (t)[|y. < K1 ||F]l5+ / 1+ u(t—r1)

i1 (7) — iz (7)|ly. dT
2ut
<C, H<p||y/ \/1—|— dT d (dy,ds) .
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Tomando el supremo en [O, T l}],

d (©11, O1z) < Cy ||F]

9 2Mt 1
YS/ \/1+*d’7’d(l_l:1 ﬁQ
0 T
2uT,
Como lim C,|&|? MM 1+1d7 = 0, existe T, € ]0,T}] que
T, >0+ M Y I T ’ " TTH

depende de ||F]|y-., s y u tal que

2Mt 1
is/ \1+—dr <1
0 T

d(@ﬁl,@ﬁg) < )\d(ﬁl,ﬁg) con 0 < A < 1,

0<A=Cullgl

Asi, concluimos que

y podemos afirmar que © es una contraccion.

Por el Teorema del Punto Fijo de Banach, existe una i, € & (T),) C
C ([0,T},] : Y*) solucién tnica de la ecuacién O, = i, en & (T},), es
decir,

01, (1) = W, ()5~ [ W, (t=)0,F (@(r)) dr = 7, (1)

para todo ¢ € [0,7),].

Para completar la demostraciéon necesitamos probar la unicidad
en C([0,7,]:Y?®). Sean @ y v dos soluciones en C ([0,T},]:Y?) de la
ecuacién integral (2.9). Para t € [0,T),] cualquiera, tenemos como en la
demostracién de (2.15),

(1) - /HW (t=m) 0. (F@m)-F@e))]|, . ar
< Cuye 113 /2’”\/1+ i s (i) =70l
<k() sup [@(r) =7y .
T€[0,T}]
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donde & (t) = 2Cs , || 7] 3/5 (ut + /2put). Como £ es continua y creciente
sobre [0,+o0[, k(0) =0y tliin K (t) = 400, por el Teorema del Valor
—+00

Intermedio, existe T* > 0 tal que & (T%) = % Sea Ty = min{7T,,T*},
entonces £ (t) < k (Ty) < K (T*) = % y para t € [0,T1] tenemos

S S 1 . S
1E(8) =T @lly. <5 sup [[@(r) =d(7)lly-,
T€[0,T1]

y tomando el supremo sobre [0, T}], obtenemos

" S 1 _ "
sup |[|d(7) =T (7)lly. < 5 sup [l@(r) =T (7)]y.. (2.17)
t€[0,T1] T€[0,T1]

Por tanto, sup |[@(t) — ¥ (t)|ly. <0y asi @ =¥ en [0,T}].

te[0,T4]
Si T = 7T, obtenemos la unicidad, pero si 77 = T™ definiendo
Ty = min{T},, 2T*} sigue que T1 < T5. Entonces, para t € [T7, T3] sigue
que
s [ 1
i) = @y < CUGI. [ (14 55 1) = @l dr

C =12 . 2M(t7T1) 1
< 2 sup jar) )l [ L+ —dr
H T€[0,t] 0 T
<k(t—T1) sup [u(r)—0(7)|y-
TE[O,TQ]

<k (Ty—=Ty) sup |lu(r)—0(7)lly- (2.18)
T€[0,T%]

Como Ty < 2T*, Ty = T*, tenemos « (T — T1) < T*. Luego de (2.18)
resulta

i@ (t) = (@) <w(T7) sup [Ji(r) = (7)]ly. =
T€[0,1%]

1 R -
5 swp (@)~ ().
Te[07T2]
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Tomando el supremo en [0, 7] obtenemos (2.17) en [0, 7], luego u = v en
[0,T5]. Si T> = T,, obtenemos la unicidad, en caso contrario repetimos
el proceso para T3 = min{7,,37*}. Como [0,T,] es acotado, existe
n € N tal que T, < nT*, de ahi que @ = ¥ en [0,T),] concluyendo asf la
demostracion. O

Probaremos que la funcién #,, solucién tnica de la ecuacién integral
(2.9) encontrada en el teorema 2.5 es la solucién tnica del problema
regularizado (2.4) en Y*. La demostracién se basa en los trabajos de
Iério [7, teoremas 3.2 y 3.3] y [8, teorema 2.1].

Ahora probaremos la existencia, unicidad y regularidad de la solu-
cién del problema regularizado (2.4).
Teorema 2.6. Sean p >0y G € Y®, s > 2,
del teorema 2.5 es la solucidn unica del problema regularizado (2.4) y

entonces la funcion ),

satisface
i, € C([0,T,]: Y*)NC* ([0,T,] : Y*7%).

Ademds, para todo r >0
i, € C (10,7, : Y*)nC ([0,T,] : Y*7247) .

Demostracion. Veamos la existencia de una solucién. Del teorema 2.4 y
la teoria de semigrupos tenemos,

6th (t) (ﬁ = _AMWH (t) 957

para t > 0 en Y*~3. Para u > 0, consideramos
t
G(t) = / W, (t —7) 0, F (@, (7)) dr
0

Para 0 <t <7, y h >0 tal que t + h € ]0,T},] sigue,

G(t+h)—G(t)
h

_ WH(Z)—I/OWu(t_7)8$ﬁ(ﬁ”(T))dT

FW, (t+h — c) 0o F (i@, (cp)) .
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Donde en la dltima igualdad se ha usado que W, (h) — I es un operador

lineal y el teorema del valor medio para integrales de Bochner en el
intervalo [t,t + h] con ¢;, € [t,t + h].

Como —A,, es el generador del semigrupo {W), (t)},-, tenemos

L Wu(h) -1 (* o
Jim S W (67 0, @ (7)) e

—AM/O W, (t —7) 0. F (4, (7)) dr.

Ademés, sigue de ¢, € [t,t + h] que si h — 0T entonces ¢, — ¢, por
tanto

Jim W (84 h = ) 0 F (@ (cn)) = Wy (0) 0 F (@, (1)) = 0a F (i1 (1))
Asi, obtenemos

GG = —A, /0 W (¢ — 1) 0, F (it () dr + 0, F (i1, (1)

= —A,G(t) + 0. F (i, (1)
Anélogamente, para h < 0 conseguimos
O G (t) = —AuG (t) + 0, F (i@, ()
AstOG (1) =0, G(t) =0, G(t)y
Qi (1) = =AW, (1)@ — G (1) — 0 F (i, (1)
- _Auﬁu (t) — O, F (ﬁ# (t)) :
Luego, 1, satisface el problema regularizado (2.4).
Para la unicidad, sea

7eC([0,T,]: Y*)nC ([0,T,,] : Y*3)
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otra solucién de (2.4), entonces la funcién ¥ satisface
T (t) + AT (1) + 0, F (T (1) =0,0<t <T, (2.19)

en Y73, Calculando 8, W, (t — 7) ¥'(7) y usando (2.19), para 0 < ¢t < T,
tenemos

OW, (t—71)0(r)

Il
=
~

|
2

|

b
=

<y
—~
2

|
P

My
—

<y
—

\]
N—

= W, (t—71)8,F(@(r)).

Integrando desde 0 hasta t y teniendo en cuenta que ¥ (0) = &, tenemos
t

T(t) =W, (t)F— / W, (t —7) 9, F (7(r)) dr (2.20)
0

en Y*73. Entonces del teorema 2.4, el segundo miembro de (2.20) esté en
Y*. Por lo tanto, 7 € C ([0,T,] : Y*)NC* ([0,7,,],: Y*~3) es solucién de
la ecuacién integral (2.9). Entonces la unicidad establecida en el teore-
ma 2.5 implica que ¥ = 1, en [0,7,] completando la demostracién de
unicidad. O

A continuacién mostraremos la existencia de un intervalo [0, 7] in-
dependiente de 4, en donde todas las soluciones i, del problema re-
gularizado (2.4) pueden ser definidas. Como veremos mds adelante, es-
to serd esencial para demostrar la existencia del limite de i, cuando
pu — 01 el cual serd la solucién local del problema (1.2).

Teorema 2.7. Sean p >0, g€ Y?® con s > % y U, la solucion del pro-
blema regularizado (2.4) encontrada en el teorema 2.6. Entonces, existe
T =T(||&llys,s) > 0 tal que 4, se puede extender al intervalo [0,T].
Ademds, existe p € C ([0,T],R) tal que

I, B3, <p(t), 0<t<T
Su%w(t) <C(|Alys,sT), (2.21)

)
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donde p satisface

"(t) =2Cp% (1), t
P () =200 (1), 1> 0 o)
p(0) =&y -
También, si @ € Y7 para r > 0, entonces para cada > 0 se tiene
- 2 -
sup @y Ollyesr < C(1Ellys,s,T), (2.23)

en donde C (-,-,-) es creciente en cada uno de sus argumentos.

Demostracion. Sea i, = (u,v) € C([0,T,]: Y*)NC* ([0,T,,] : Y*73) la
solucién de (2.4) dada por el teorema 2.6. Por la definicién del producto
interno en los espacios Y* y X?, integracién por partes y la desigualdad
triangular, tenemos

S0l O

= —p [ 0au ()12 = pllu @2 = 1020 )12 = pllv (112
—(u(t),0, (v (t) —u(t)v® (1)) xo — (v (1), 04 (v* (1) —u® (t)
< [u(t),0, (u? (t) —u(t)v? (t))>s| + {07 u (t) ,u? () — u ()
+ (v (t),0: (v* (&) —u? () v (1)), |+ [0 v (t),v* (t) —

Estimamos a continuacién cada sumando de (2.24). Para el primer
sumando usamos la desigualdad triangular, la desigualdad (1.3) con
t = s, la regularidad de la solucién 1, la definicién del conmutador, la
desigualdad de Cauchy-Schwartz y (1.5) con p1 = py = 00y p2 = p3 = 2;
asi obtenemos

[(u(t), 0, (u? (1) —u(t)v* (1)),| < Cu T (®)]ly- - (2.25)

Para estimar el segundo sumando, por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz y la desigualdad triangular tenemos

(07 M (t) ,u® (1) —u (t)v? (1)), | < Cs 1@ (t)lly

.. (2.26)
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Del mismo modo, para los términos tercero y cuarto tenemos

[(v(8),0: (v° (1) —u® (o (), < Clld @)y (2:27)
y
(07 0 (1), 0 (1) — w? () v (1), | < [lE@ (D)3 . (2.28)
Por lo tanto, combinando (2.24) con (2.25) — (2.28),
oI <20, (iR =2 (Jawid.).  @29)

donde ¢ (y) = Csy?, para y > 0.

Consideremos p (t) = %ﬁgﬁist’ definida en el intervalo [0, T*[ con
T = W, la solucién maximal del problema de valor inicial
NEES
() =2 t t
Pt =2(p(t), t>0 (2.30)
p(0) = I8y -

Entonces, de (2.29), (2.30) y de la teorfa de las ecuaciones diferenciales
ordinarias,

l@@I2. <pt), te.T[N0.T,.

Asi, para pu > 0, i, se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo
[0,T]. Esto prueba (2.21) como querfamos.

Los argumentos anteriores, escribiendo s + r en vez de s, prueban
la desigualdad (2.23). O

3. Teoria Local del Problema no Lineal

Esta seccion es dedicada a demostrar uno de los resultados princi-
pales del presente capitulo, a saber, que el problema de valor inicial (1.2)
tiene unica solucién local. La demostracion de este resultado estd basada
en las ideas de Iorio en [7].
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Teorema 3.1. Sean § € Y* ys > 3, entonces existe T =T (||@]ly. , s) >
0 y una
@eC(0,T]:Y*)nC" ([0,T7]: Y*7?)
solucion unica de (1.2) y
l@ (0l <p(t), 0<t<T
sup p (1) < O (@l 5. 7) (3.1)
0,

donde p satisface (2.21) y C (-,-,-) es creciente en cada uno de sus ar-
gumentos. Ademds, si g € YT con r > 0, entonces

sup 1@ (O)llyotr <CUPNye 8T IBlyorr - (3-2)

Demostracion. Si para cada p > 0, i, es la solucién de (2.4) con dato
inicial @ dada por los teoremas 2.6 y 2.7 en [0, 7], afirmamos que existe
i tal que
@(t)= lim @, (t) enY" (3.3)
u—0+

uniformemente en ¢ € [0, 7.

Para esto, probaremos que {u“}#>0 es una familia de Cauchy. En
efecto, sean p,v > 0 cualesquiera y 4, la soluciéon de los problemas
regularizados (1.2), con dato inicial ¢. Si W = 4, — U, con W = (w1, w2),
Uy, = (Up,vpu), Uy = (uy,v,) y las notaciones de la seccién 2, entonces W

satisface

Oywy + 03wy + 0, Ywy — pd2wy + (v — p) %u, + 0, P =0
Oywy — O3wy — O Ywy — pd2wy + (v — p) 8%v, — 0, Py =0

w1 (O) =0
w2 (O) = 07
en donde

P1 = h1w1 — h2w2 y PQ = h3w1 — h4w2
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con
2

hy = ui—kuuu,,—ku,% — v
ha = uy, (v, + vy)
hs = (u, + u) vy

_ .2 2 2
h4—vu+v#vu+vy—u

"

Luego, para t € [0,7T] tenemos

T30 < 2[p—v| [(Bwr, Do) ol + 2 |10 — v| [{Oxw2, Byvy) yol

+ |<w%,8zh1>xo| + 2 [(0zw1, hawsa) xol
+2 [{0zw2, haw1) yo| + |<w§,6xh4>xof

Estimando cada sumando de (3.4) tenemos,

(3.4)

{0z w1, Ozt) xo| < (|Bzwnllg |0ntunllo + llwrllg [luvllg < flwilly unlly < C,

|<81’LU2, aa:”u>x0| < C,

|<w%78$h’1>xo| S CS ||w1||§(0 9

(3.5)
(3.6)

(3.7)

|(Ozw1, haws) xol

INIANCINIA

[(Bzwr, howa)o| + (w1, 85" (haws)), |

10zw1 [l 1hawsalg + [|05 'wi |, he (v, — )l

(lewnlly gl + lwill xo llewllo) [0z =2,

¢ (3.8)

[(Bzw2, hawy) xo| < C (3.9)
[(w3, 8zha) yo| < Cs llwall ko, (3.10)

Luego, combinando (3.4) — (3.9) obtenemos

0| (D30 < Clu—v]+ Co |l (#)llyo
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Integrando de 0 a t, dado que i, (0) = 4, (0) = @ implica que || (0) ||2Y0 =
0, obtenemos

t
I (0 < CThe=sl +C. [ () dr
Aplicando la desigualdad de Gronwall, deducimos
t
||u7(t)H§,0 < CsT |u— v]exp (/ CSdT> <CT|p—ve“T te0,T].
0

Asf conseguimos (3.3) y @ € C ([0,T]: Y?).

Ahora probaremos que

4(t) = w-limd, (t) enY?, (3.11)

pn—0t

uniformemente en ¢t € [0, T]. Para esto, por el teorema de representacion
de Riesz-Fréchet, consideremos 77 = (11,72) € Y° cualquiera. Entonces,
por la densidad de Y2* en Y*, para cada € > 0 existe 7. = (11.¢,72.c) €
Y2 tal que ||77. — 7|y <e.Sean p,v > 0y i, = (uu,v,) y @y = (Uy,vy)
como antes, usando (2.21) con C' = C (s, T, ||F||y.) tenemos

< }<uu — Uy, M1 — 771,€>5|
61_1 (U — u), am_l (m — 771,6)>S‘

(G — T, Ty
+[(

+ [(up — J25n175>0|

+ ’<0;1 (up —uy), 8;1J23n1)5>0‘

+ [(vy = vy m2 — M2,e) |

+ [0 (v —v0), 05 (2 —m2c)) |
+[{
+[(

8_1 (Up, _ ,UV) 78;1J257’]27€>0’
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entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

< luw = wll e llm = mell e + Nl = wllxo llm,ell 5o
Fllvw = oullxa lInz = n2ellxe + llow = vullyo lm2.]l o
< (= wll . + llvw = ool ) 17 = 7elly»

+ (e = wll o + 1w = vullxo) 17y

| = T, )y

< (l@ullys +llallys) 17— Telly- (3.12)
+ @ — o llyo 177 2
<Ce+ ”ﬁu - ﬁu”yo Hﬁa”y% s (3.13)

para cada t € [0,T]. Como ¢ es arbitrario, de (3.13) y (3.3) obtenemos
(3.11).

Ademds, de (3.11) sigue que u € Cy, ([0,T],Y®), y por la proposicién
1.2 de [6] asi como la desigualdad (2.21)

. s . 1
1@ (t)ly» < Hminf [[@, (#)]ly. <p>(t), t€[0,T],
u—0+

por lo que @ (t) satisface (3.1).

Ahora mostraremos que % (t) satisface el problema (1.2) c.e.t. [0, 7]
en Y573, Para ello definamos

G (il (1)) = Auiiy () + F (i, (£) - (3.14)

Entonces, de (3.11) y porque la funcién (u,v) € H* x H® + uv € H® es
débilmente continua cuando s > %, sigue que

w-lim G, (@, (1)) = Ad (t) + F (@ (1)) = G (@ (t)) en Y*™3  (3.15)

u—0+

uniformemente en ¢ € [0, T]. Del teorema 2.6 y de (3.14) tenemos
Oty (t) = G, (U, (1)), t€[0,T7].

Integrando desde ¢’ hasta ¢, con 0 < ¢’ <t < T, obtenemos

t

T (0) = 0 () = | Gl (7)) dr. (3.16)

+
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Como @ € Cy ([0,7],Y®), de (3.14) y (3.15) la funcién G (@ (+)) :
[0,T] — Y*=3 es débilmente continua. Como las funciones débilmente
continuas son fuertemente medibles (Teorema de Pettis) y por lo tanto
integrables en el sentido de Bochner, de (3.15), A, € £ (Y*,Y*73) con
5 > %, y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, tenemos
que

w—1im G dT—/ G (@ (1)) dr en Y573,

u—0t  Jyur

para 0 < ¢’ <t < T. Tomando en (3.16) el limite débil cuando p — 0T
obtenemos

ﬂ(t)fﬁ(t/):/t G (@ (r)) dr en Y3

para t,t' € [0,T]. Por [6, Teorema 1.4.35], @ € AC ([0,T],Y*~?) y satis-
face (1.2) c.e.t. el intervalo [0, 7.

Para completar la demostracién de existencia mostraremos que 4 €
C ([0,T] : Y?®), pues esto y el hecho que # satisface (1.2) c.e.t. t € [0,T]
implican que @ € C* ([O,T] : YS*?’). Para esto probaremos antes la
unicidad en Cy, ([0,7]:Y*) N AC([0,T]:Y*"®). En efecto, si @,7 €
Cw ([0, 7] : Y*) N AC([0,T] : Y*=3) satisfacen (1.2) c.e.t. el intervalo
[0,T], definiendo @ = @ — ¢, @ = (u,v) y ¥ = (u1,v1), tenemos que
W satisface

Oywy + agwl + 8;1w1 + Oy (h1w1 - hgwg) =0
Oywy — (93’(1)2 — 8;1’11)2 — Oy (h3w1 — h4w2) =0
w2 (0) = O,

en donde

hy = u? 4+ uuy +u? — v?

hes =u(v+wv7)
hg,:(u—i—ul)vl
hy = v? 4+ vvy + v —

Como W € Y* y 0, € Y* 3, usando integracién por partes, la
desigualdad de Cauchy-Schwartz, inmersién de Sobolev y la desigualdad

Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 85-124, ISSN 1012-3938 109



A. Mendoza Uribe y J. Montealegre Scott

triangular, obtenemos
O ld (D30 < Colld Bllyo s (3.17)

ce.t. t € [0,7]. Integrando (3.17) de 0 a ¢ tenemos

510 < 0. [ 16l dr, t€ 0.7
de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall, sigue que
1 ()30 <0, ¢€[0,7T].
Luego @ (t) = ¥ (t) en Y para t € [0, 7).

Sea ahoradj: (11,12) € SX S, entonces si & = (u,v) y 7 = (u1,v1),

(@), 0) = (u(®)=u (), 7)),
+ (0, (u(t) = wr (1), 0,1 T ¢n)
+ (v (t) — v (1), J**2) o
+ <6;1 (U (t) — U1 (t)) ,5;1J251/)2>L2 )

luego, la desigualdad de Cauchy-Schwartz implica

(@), 3) < ul®)=w Ol (172012 + 1055701 )
1o @) = o1 Ol o (|70l 2 + 11071 T v2]] 1)

< @ Ollyo (I91llgze + [[07 1] 2.
@ (O)llyo (12ll e + (|07 02| o)
< Cld @llyo ([Pallxze + 192l x20)

< Clld(@)llyo

Como § xS es denso en Y*, obtenemos (t) =7 (t) en Y5 parat € [0,T],
y por tanto la unicidad en Cy, ([0, 7] : NAC ([0,T]: Y73).
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Probaremos ahora que @ € C ([0,T] : Y*®). Primero veamos que 4 es
continua a la derecha de 0 en Y®. En efecto, como @ € C,, ([0,T]: Y®)
es inmediato que
w-lim#(t) =@ en Y?, (3.18)
t—0+t

y de (3.1)

(3.19)

limsup [ (1)l < lm p* (1) =
t—0t

y la afirmacién sigue de (3.18) y (3.19) por [4, Proposicién II1.30].

Veamos ahora que @ es continua a la derecha de 7 € ]0,T[. En
efecto, deﬁmmos v( i (x, t—|— T) con t € [0,T — 7], entonces ¥ €

) =
Cw ([0, T — 7] : AC([0,T — 7] : Y*73) y satisface
T(t) + AT (t) + 0, F (T (t) =0, cet.t
=u(r

{()

que es “esencialmente” el problema estudiado, cuya solucién es tnica y
continua a la derecha de cero, asi, @ es continua a la derecha de 7.

Q’)

(3.20)

@1

\_/

Para la continuidad a la izquierda de 7 € |0, T}, definimos @ (z,t) =
@ (—x,7 —1t) con t € [0,7]. Asi, ¥ satisface (3.20). Asi, ¢ es continua a la
derecha de cero y por lo tanto  es continua a la izquierda de 7.

De esta forma @ € C ([0,T] : Y*), y como @ satisface (1.2) en Y73
entonces @ € C* ([0,T]: Y*73).

La Desigualdad (3.2) sigue inmediatamente de (3.11) y el estimado
(2.23). O

La dependencia continua puede ser establecida por la técnica de las
aprozimaciones de Bona-Smith [5]. Este método es considerado estdndar
por lo tanto omitiremos las demostraciones de las proposiciones 3.2, 3.3
y 3.4.

Proposicién 3.2. Sean s > %, 0<d<e<ly@s = (psts), Pe =
(pe,¥e) € Y™ las aproxzimaciones de Bona-Smith para @. Si iy y .
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son las soluciones del problema (1.2) con datos iniciales Gs y Pe Tes-
pectivamente, entonces para T € [0,T] eziste C = C (s,T,|||ly.) > 0
tal que

[Su% 175 (8) — @ (D)lly. < C (67 + 185 — elly-) (3.21)
0,7

dondeO§u<%.

Proposicién 3.3. Sean . y 4@ las soluciones del problema (1.2) en
[O,T con datos iniciales g y @ para 0 < € < 1, como en el teorema
3.2. Entonces lim i, =4 en C ([O,T] : Ys).
e—0t
Antes de demostrar la dependencia continua de u respecto a &, es
necesario aun la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4. Seane >0, s > % Y 11'111 Pn =@ en Y*. Entonces,
n—-+0oo

dado T € )0,T] existe Ng = No (T) tal que las soluciones e, y U. del
problema (1.2) en [O,T con datos iniciales P, Y P Tespectivamente,
estan definidas en [O,T sin > Ny. Ademds, cada vez que n > Ny se
cumple

sup ”ﬁem (t) — e (t)”ys <Cs (51%' + ”SBe,n - ‘Esnys) . (3.22)
te[0,T]

Con los resultados anteriores estamos listos para probar la depen-
dencia continua. Para esto consideraremos . ,, ¥ @ las aproximaciones
de Bona-Smith asociadas a @, y &, respectivamente, y las soluciones . ,,
y U del problema (1.2) con datos iniciales @, ,, y J. respectivamente.

Teorema 3.5. Sean §€Y* cons >3 yi e C([0,T]:Y*) la solucion
del problema de valor inicial (1.2) con dato inicial F que satisface (2.21).
Si{Pn},>, €s una sucesion en'Y* convergente a G en Y*® y {in},~, €s
una sucesion en C ([0,T,] : Y*) de soluciones de (1.2) con i, (0) = Gp.
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Entonces, para todo T € 0,T][ existe No = Ny (T)) tal que para n > Ny,
iy, estd definida en [077] Yy

lim sup ||, (t) — @ (t)]y. =0. (3.23)

Demostracion. Como los estimados para ||y, (t)||y-. son los mismos que
para ||, (t)]y., la existencia de No = Ny (T') tal que n > Ny implica
que u, estd definida en [O,T], se prueba como en el teorema 3.4. Sea
e €]0,1], entonces como en (3.21), tenemos

sup Ha&n (t) - ﬁs’n (t)”ys <C (51%' + ”Saén - ﬁs,n”ys)
[0.7]

con0<v<3yC=C/(sT,|d|y:)- Porlo tanto, si § — 0T obtenemos

[Su% |t (t) — tUe.n (t)”Ys <C (51%" + | Pn — ﬁs,nHys) .
0T

Pero tenemos que 1fI(IJl+ Pen = P, en Y?, uniformemente en n. Luego
E—r

sup ||y, (t) — e (t)|ly. — 0 cuando € — 0F (3.24)

[0.7]
uniformemente en n. Entonces, para n > Ny consideremos,

[dn (8) =@ (B)llys < Ntn () = Uen (D)3
+ |t (8) =tz ()lyo + l|te (8) — @ (@) ly- -
Asi, de (3.22) sigue que
[dn (8) =@ @)y < Ndn (8) = e ()3
+CS (Em + HSBE,” - SBEHYG) + ||1’_[€ (t) - /L_L'(t)HY'f' ?

tomando el limite cuando ¢ — 0%, de (3.24) y la proposicién 3.3 sigue

que

sup ||ty () — @ (@)[ly. < Cs |6 — Blly-
te[0,T]

de donde obtenemos (3.23) inmediatamente. O
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4. Propiedades Dispersivas y Efectos Suavi-
zantes

En esta seccidn se estudiard el problema lineal (2.1). En el teorema
2.2 vimos que si s > 0 es un numero real cualquiera, el operador lineal
—A Y CY® = Y? es el generador de un grupo de operadores
unitarios {W (t)},~, sobre Y tal que
W(t)d = Wy (t)ur, W (t) uz) (4.1)
para todo @ = (uj,us) € Y*, en donde para k = 1,2 los operadores
Wi (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por

—

Wi (Do (€) = O () con dp (€) = (—1)" (53 N 2) .

Ademds, cualquiera sea @ = (p,1) € Y**3 la funcién
() =W()¢:[0,+o0[ = Y"
definida por
ut)=wi(t) e
es la unica solucién del problema de valor inicial (2.1). De este modo, si
= (u,v) y = (p,9) tenemos
v v
w(t) = (¢93©) @ v ot)=("93©) @). @2

Como {W (t)},cg es un grupo de operadores unitarios sobre Y*,
para cualquier s € R se cumple que

W @) dlly. = lldlly- , (4.3)

en consecuencia, ningin efecto suavizante se puede esperar del grupo
{W (t)},cr en los espacios H*®, de ahf la necesidad de buscarlos en otros

espacios.

Veamos la propiedad dispersiva en los espacios L del grupo {W (t)},cp
definido por (4.1).
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Proposicion 4.1. Sea hy (o, &) = a€ + ¢i (§), k = 1,2, donde o € R
y o (&) = (=1)F (53 + %) Entonces parat >0 y k= 1,2 se cumple
que

sup
a€ER

[ e < e, (4.9
R
donde C = C (a).

Demostracion. Derivando dos veces a hy respecto de £ tenemos para
todo a € R

By (o, €) = a+ ¢}, (&) = a+ (—1)F <3§2 _ ;2)

W (0,€) = ¢ (6) = (-1 2 (35 N ;3) .

Por tanto, las proposiciones 1.4 y 1.5 implican

/ eithk(a@dg‘ < / eithe (6) ge | | / iths (1) g¢
R e<lel<1 €>1
" ~1/2
< Clt|~ —|—4(min thy )
i min 11 6)
< Ol (i <§)|>1/2
[€1>1
< ClV*.

d

Teorema 4.2. Si %‘F% =1y2<qg<ooyep e LP entonces para
k=1,2 se cumple que

Wi (8) @ll o < CE 2712 ) (4.5)

donde C = C (p) es una constante.
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Demostracion. Por la ecuacién (4.3) sigue que Wy (t) es un operador
lineal de tipo fuerte (2,2) y norma My = 1, es decir,

Wi () @ll2 = llell 2 - (4.6)

Ademis, para k = 1,2 podemos escribir,

We(t)e = (et%(%@))v ®
= g e g g
\/ﬂ/ S (— )it (53+§)< 127T e~ (y) )df

\_/%\
QU
<

_ 1 /zﬁ(m WFED(E ) ge ) o (y) dy
2r Jr \Ur

_ % Rw(y) (/R eit[é(“ﬂ)ﬂ1)k+1(£3+é)]d5> d

Por consiguiente, usando la desigualdad (4.4), obtenemos

weosl < 5 [lel|( [ Tl ) ay

< 1 —1/2/
< %Cltl le(y)\dy

—1/2
= CIt7"* el

de donde, W (t) es un operador lineal de tipo fuerte (1,00) y norma
M, <C \t|_1/2, esto es,

Wi (1) @l e < C Y el - (4.7)

Combinando (4.6) y (4.7) con el Teorema de Riesz-Thorin, obte-
nemos que Wy (t) es un operador lineal de tipo (pg, gg) con i + qie =1,

gzéf— 2 < qp < 0o y norma My < M3~ MY, Portanto
Wi (@) ¢

0
Tl < Mo < MM < () (cl™?) <o
PlliLre
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de donde obtenemos (4.5) después de escribir p y ¢ en vez de py y qp. O

Fl siguiente resultado describe la propiedades suavizantes globales
de tipo Strichartz del grupo {W (¢)},cp-

Teorema 4.3. Sip y q son numeros reales positivos tales que

2
2<p<o0 y -=
q

; (4.8)

N
h=R

+2L =1, entonces para k = 1,2 se cumplen las desiqualdades

1,1 _ 1
yp+p’ q q

1/q
IWe () flagez = ([ IWe@ 7 (i) <Clrl: 09)

/ka (= 7) g (art)dt

/ Wi (1) g (-ant) dt
R

en donde C = C (p) es una constante.

<Clgll o o (4.10)
LILE £

< Clgll (4.11)

’ ’
LYy

L2

Demostracion. Por el teorema de Fubini tenemos

//Wk g (@, t)dedt = /f (/Wk a;tdt)d

Usando dualidad y la definicién de supremo,

1A Cas o)l e

= ([ mceon @)

= sup{ h(z,t) w(x,t)de dt’ Tw € LglL’;/ y ||wHL§/Lg, = 1}
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podemos demostrar que (4.9) y (4.11) son equivalentes. Por el teorema de
Fubini, la desigualdad integral de Minkowski y la desigualdad de Holder
obtenemos

W (e) fllpare

_ W dt ) d
|muﬂL¢L/f (/) 9 (%) Q v
W d
Muup/f W/ g (1) dt
1 , 1/2
e d
muhg<4”@'x> (

1/2
dac)
/W@guwm
R

Un argumento debido a Tomas y el teorema de Fubini implican que

/ Wi (t t)dt
L3

:/ (/ Wk(t)g(m,t)dt> (/ Wk(T)g(l‘,T)dT>d.1‘
//Wk </ Wi (—7) g (z T)dT) (z,t) dtdx

:// (/Wk(tT)g(:c,'r)dT)g(z,t)dxdt
MMMP//hxt”M”ldﬁ

dxr

g (x,t)dt

= |f
ol g 122 p

2

donde

h(xz,t) = /]RWk (t—7)g(x,7)dr.
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Notemos que por dualidad

// |wﬂid“
Ssup{

= (1Al e

R

h(z,t)w(z,t) dxdt‘ tw € Lg/Lﬁl y Hw||Lg/L£/ = 1}

2
<llgllpor o N0l ape
L2 ¢

/W%u—fwﬂmﬂﬁ
R

= HQHL;{’U;/ Lar2 .

Entonces,
||Wk (t) f”Lng 1/2 ||f||L2
lallf7

Por lo tanto, el problema se reduce a probar (4.10).

/Wk (+ =7)G(g,7)dT

LiL?

Entonces

/ﬁmmf—ﬂgcmﬂdf
R

IN

LWt =75l
¢ [ 6=l llg (o)l dr

con o = % (1% — %) El Teorema de la Integral Fraccionaria implica

1/q
? 9z, »
0 SC/”(1)|1|Ld
R » R|t—T| (1-a)

Lz
<C|lgly

=Clyll

L

IA

/ﬁmxw—ﬂyc%ﬂdr
R

Ly

’
q
Lt

! ’
LYy
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1 _ 1 _ 1 _ 2 _ 1 _2
donde &; = o+ (1—a)y ; + 5 = 1, entonces 5 = 2( ).El

resultado ahora sigue.

1
q

En particular, (4.9) nos dice que si f € L2, entonces Wy (t) f € LP
para algin p € [2,00] para casi todo ¢ € R. Por ejemplo, si p = ooy
g =4, para f € L? tenemos

1/4
([mewniz) " <cisi.

lo cual implica que Wy, (t) f € L* para casi todo t € R.

Hemos probado el teorema 4.3 sobre el intervalo R, sin embargo,
el mismo argumento usado en la prueba muestra que los resultados son
vélidos para cualquier intervalo de tiempo [—T,T].

Corolario 4.4. Si los pares ordenados (po,qo) y (p1,q1) satisfacen la
condicion (4.8) del teorema 4.3, entonces para todo T > 0 tenemos

T q1 /a1 T , 1/q;,
{ )" e[ )
0 Lgl 0 L:co

con €= C (po, p1)-

/0 Wi (t =) g (2, 7) dr

Demostracion. Los puntos (p ,qlo) (pi qi) estan en el segmento de
(2,0), Q(0,1). En efecto, la recta

recta que contienen a los puntos P
que contienea Py Qes L:y = f% (zf %), entonces
1 1 _ _1(1 _ 1 2 _1_ 1
(;Do QU)€L<:> 2(170 2)<:>q0_2 Po
y
1 1 _ _1(1 1 2 _1_ 1
(Pl CI1)€L<:> o 2(;01 2)@11172 p1’

relaciones que satisfacen (4.8).
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Sin pérdida de generalidad, asumamos que py € [2,p1[, entonces
para 0 <t < T tenemos
1
q1 a1
dt>
it

(
- (/O;H/O:Owk(t—f)g(-x,T)X[o,t] (r)dr

oo qi p
= </ g C2s ™) X100 (7) 7| dt)

, BN
<o / g (onr) dr| ., dt
0 Lyt

Por otro lado, como Wy, (¢) es una isometria tenemos

‘/Otwm—ng(-mm

+oo
H —o00

/ Wi (t—7) g (-, 7) dr
0

1
q1 q1
dt

Lo

e

L3

Wi (8) g (-2, —5) X[=t,0] (5) ds

L2

oo J 1/a;
c (/ Hg (-:m _S) X[—t,0] (S)H;p’l ds)
o P
0 , 1/4;
= ¢ (/ ||g (.567 _S)qup/ dS)
—t Lzl
t , 1/q;
= o( [ Iatami ar)
0 Lt

IN

por lo que

sup
(0,7]

/ Wi (t—7) g (-ar7) dr
0

T , 1/q;
<e ( | lgtami, df) .
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Usando esas estimativas y la desigualdad de Holder tenemos

T q0 % T ,
/ dt) < / g Cor I, dr
0 Lho 0 Lt

Para terminar la prueba, un argumento de dualidad nos permite escribir

la desigualdad
q1 ﬁ T , 1/‘16
dt) <c ( | lgtami®, df)
L,Zl)‘l 0 Lmo

([

esto prueba el corolario. O

1/q;

/ Wi (t—7) g (-, 7) dr
0

/ Wi (t—7) g (-, 7) dr
0
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Abstract

The objective of this paper is to study certain properties of real solutions
of an initial value problem of the form

Oru — 1Py (D)u+ fi (u,v) Opu + fo (u,v) Opv =0

0rg — 1Py (D) v+ fao (u,v) Opu + f3(u,v) dpu=0

u(z,0) = ¢ ()

v(x,0) = (z),
where v = u (z,t) and v = v(x,t) are real-valued functions, (z,t) €
R X [0, +o0[, Px (D) with k = 1,2 are pseudo-differential operators and
fi, with j = 1,2,3 are real functions defined on R?. More precisely,
considering the case in which the operators Py (D) with k = 1,2 are

defined by P (D)u(§) = (~1)"* (& + 1) (), fi (wv) = 3u® = o2,
fa (u,v) = —2uv and f3 (u,v) = —u?+3v?, is shown that the initial value
problem obtained is locally well formulated in Sobolev spaces X*® x X*
with s > 3/2, using parabolic regularization to prove the local exis-
tence and uniqueness, and so-called Bona-Smith approaches to show the
continuous dependence of the solution with respect to initial data. Fur-
thermore, using a dispersive property of the group associated with the
linear problem and the ideas developed by Kenig-Ponce-Vega, are tested
softening properties of Strichartz type.

Keywords: Parabolic regularization; estimates of Bona-Smith; Ostrovsky equa-

tion; local smoothing effect.
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