
SISTEMA DE MONOMIOS PARA

UN CUERPO RESIDUAL

ALGEBRAICAMENTE CERRADO

Francisco Ugarte Guerra1,2

Noviembre, 2011

Resumen

En el presente art́ıculo demostramos que si el cuerpo

valorado es henseliano y su cuerpo residual es

algebraicamente cerrado, es posible construir un sistema de

monomios.
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1. Introducción

Para construir el desarrollo en serie de elementos de un cuerpo

valorado necesitamos fijar los monomios, es decir, las potencias de una

variable, lo cual no es posible en general. En este art́ıculo probaremos

que si el cuerpo residual del cuerpo valorado es algebraicamente cerrado,

esto es posible.

2. Sistemas de Monomios

Llamaremos sistema coherente de monomios a una familia de

monomios {fγ}γ∈Γ, de modo que la imagen de cada monomio, v́ıa la

valoración ν, cumpla que ν(fγ) = γ y fγfγ′ = fγ+γ′ . Estos monomios

jugaran el papel de los xα.

Si K es un cuerpo valorado con una valoración ν : K → Γ y kν ⊂ K

(ver[1]) y supuesto construido un sistema de monomios S = {xγi}i∈I ,
podemos construir el subespacio vectorial de K sobre kν generado por S.

Los elementos de este espacio son combinaciones lineales finitas

n∑
i=1

cix
γi

con coeficientes en kν . Este subespacio tiene estructura de álgebra sobre

kν , su cuerpo de fracciones al que llamaremos kν(x)S es un subespacio de

K. Observemos ahora que formalmente dada una expresión t =
n∑
i=1

cix
γi ,

como Γ es totalmente ordenado podemos suponer que γ1 < γ2 < . . . < γn

y escribir t = c1x
γ1
1

(
n∑
i=1

ci
c1
xγi−γ1

)
= c1x

γ1
1 · t∗.

Los exponentes de t∗ son todos no negativos y la forma inicial de t∗ para

el sistema de exponentes es 1,
1

t
=

1

c1
x−γ1 · 1

t∗
y

1

t∗
=
∑
n≥0

(−1)n(t∗−1)n.
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Es decir, formalmente,
1

t
es una serie reticulada generada por 1, γ2 −

γ1, . . . , γn − γ1. En consecuencia, los elementos de kν(x)S admiten un

desarrollo en serie reticulada con exponentes en el sistema S (ver [2]).

Caso de Cuerpo Residual Algebraicamente Cerrado

En lo que sigue consideraremos un cuerpo valorado completo (K, ν)

con ν : K → Γ y donde Γ es divisible, henseliano y de caracteŕıstica cero.

Además el cuerpo residual de la valoración kν es un cuerpo algebraica-

mente cerrado y es un subcuerpo de K

Sea L un cuerpo algebraicamente cerrado, definimos:

∀x ∈ L y ∀n ∈ N : Rn(x) = {α ∈ L/αn = x}.

Aśı Rn(1) denota al conjunto de las n ráıces enésimas de la unidad, que

sabemos que tiene estructura de grupo abeliano, multiplicativo y ćıclico

de orden n.

Lema 2.1.

1. Para cada n ∈ N y para cada t ∈ Rn(x) existe una biyección

φt : Rn(x) → Rn(1) dado por φt(α) =
α
t .

2. Para cada u, v tal que v|u, existe una aplicación φu,v : Ru(x) →
Rv(x) dada por φu,v(α) = α

u
v , que es sobreyectiva.

3. Si r|n|m, φn,rφm,n = φm,r.

4. ∀u, v ∈ N con v|u y ∀x ∈ L, ∀t ∈ Ru(x) el siguiente diagrama es

conmutativo:

Ru(x) Rv(x)

Ru(1) Rv(1)

-φu,v

?

φt

?

φ
t
u
v

-φu,v
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Demostración.

1. Obvio.

2. La aplicación φu,v está bien definida,pues v|u y
(
α

u
v

)v
= αu = x.

Veamos ahora que la aplicación es sobre. Sea β ∈ Rv(x), como v|u,
∃p | u = vp. Luego, las p ráıces p-ésimas de β que están en Ru(x)

son las preimágenes de β v́ıa φu,v, es decir, ♯
(
φ−1
u,v(β)

)
= p = u

v .

En particular φn,1 : Rn(x) → R1(x) es φn(α) = αn = x,∀α.

3. Obvio porque
(
α

m
n

)n
r = α

m
r .

4. El diagrama conmuta, pues si α ∈ Ru(x), entonces φt(α) =
α
t y

φu,v

(α
t

)
=
(α
t

)u
v

.

Por otro lado, φu,v(α) = α
u
v y φ

t
u
v

(
α

u
v

)
=
α

u
v

t
u
v

=
(α
t

)u
v

.

Por lo tanto, el diagrama conmuta. 2

Observemos que las aplicaciones φu,v no dependen de t.

Proposición 2.1.

Sea L un cuerpo algebraicamente cerrado.

i. Si n ∈ N : n = pr11 · . . . · prtt , con pi primo y pi ̸= pj para i ̸= j, en-

tonces

∀x ∈ L, la correspondencia ψn : Rn(x) −→
t∏
i=1

Rprii
(x), induci-

da por los φn,prii
: Rn(x) → Rprii

(x) es biuńıvoca.

ii. Si m|n, m =

t∏
i=1

psii con 0 ≤ si ≤ ri, pi primo, pi ̸= pj para i ̸= j,

entonces el siguiente diagrama es conmutativo:
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Rn(x)
t∏
i=1

Rprii (x)

Rm(x)
t∏
i=1

Rpsii (x)

-ψn

?

φn,m

?

t∏
i=1

φprii ,p
si
i

-ψm

Demostración.

i. Si x = 1 la correspondencia ψ
(1)
n : Rn(1) →

∏t
i=1Rprii

(1) coin-

cide con el isomorfismo de grupos ćıclicos: Z/(n) ≈
t∏
i=1

Z/(prii ) con

n =
t∏
i=1

prii , pi ̸= pj para i ̸= j y pi primo ∀i

Por otra parte, fijado un t ∈ Rn(x), por el lema 2.1 tenemos que

el siguiente diagrama es conmutativo:

Rn(x) Rn(1)

t∏
i=1

Rprii
(x)

t∏
i=1

Rpsii
(1)

-φn

?
ψn

?
ψ(1)

n

-

t∏
i=1

φprii

Como φn es biuńıvoca, ψ
(1)
n biuńıvoca y

t∏
i=1

φpri biuńıvoca, en-

tonces ψn es biuńıvoca.

ii. Se observa directamente. Sea α ∈ Rn(x), ψn(α) = (αn1 , . . . , αnt)

con ni =
n
pri , entonces

t∏
i=1

φprii ,p
si
i
ψn(α) = (αm1 , . . . , αmt) donde
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mi = n
pri

pri

psi = n
psi . Calculemos ahora φn,m(α) = α

n
m , entonces

ψmφn,m(α) = (αa1 , . . . , αan) con ai =
n
m

m
p
si
i

= mi. Luego, el dia-

grama conmuta. 2

Proposición 2.2.

Si L es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces ∀x ∈ L, x ̸=
0 : ∃ex : Q → L una aplicación inyectiva tal que:

i. Si r = m
n con m ∈ N y n ∈ N− {0}, entonces ex(r)n = xm.

ii. ex(r + s) = ex(r)ex(s).

Demostración.

Construimos una aplicación px : N → L de la forma siguiente: ∀q ∈ N,
q primo elegimos una ráız q-ésima de x, a la que llamaremos px(q), es

decir, ∀q ∈ N, q primo: elegimos px(q) ∈ Rq(x). Inductivamente y ∀n ∈ N
construimos px(q

n) del siguiente modo:

px(q
2) es una ráız q-ésima de px(q) elegida arbitrariamente, es de-

cir,

px(q
2) ∈ Rq2(x) y la aplicación φq2,q : Rq2(x) → Rq(x), defini-

da por φq2,q(α) = αq verifica que φq2,q
(
px(q

2)
)
= px(q).

Construido px(q
s) tomamos como px(q

s+1) una ráız q-ésima, elegi-

da arbitrariamente, de px(q
s), esto es px(q

s+1) ∈ Rqs+1(x). Además

φqs+1,qs
(
px
(
qs+1

))
= px (q

s).

Por 3. del lema 2.1, tenemos que ∀r, s ∈ N : φqr+s,qs (px (q
r+s)) = px (q

s).

Como para cada n ∈ N con n =

t∏
i=1

prii , Rn(x)
ψn≈

t∏
i=1

Rprii
(x), ex-

iste un único elemento de Rn(x) que se aplica, v́ıa ψn, en la t-upla

(px (p
ri
i )) ∈

t∏
i=1

Rripi(x), a dicho elemento le llamaremos pn(x).
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Si n|m, entonces por la proposición 2.1, el siguiente diagrama es conmu-

tativo:

Rm(x)
t∏
i=1

Rprii (x)

Rn(x)
t∏
i=1

Rpsii (x)

-ψm

?

φm,n

?

t∏
i=1

φprii ,p
si
i

-ψn

Luego, ψ−1
n

(
t∏
i=1

φprii ,p
si
i

)
ψm = φm,n y aplicando esta igualdad a px(m):

φm,n (px(m)) = px(m)
m
n

= ψ−1
n

[
t∏
i=1

φprii ,p
si
i
(ψm (px(m)))

]

φm,n (px(m)) = ψ−1
n

[
t∏
i=1

φprii ,p
si
i
((px(p

ri
i )))

]
= ψ−1

n [(px((p
si
i )))]

= px(n)

Por lo tanto, px(m)
m
n = pn(x).

De la igualdad anterior aplicada a m = nt y n se sigue que

∀t ∈ N : px(nt)
t = px(nt)

nt
n = φm,n (px(m)) = px(n) (1)

entonces

∀t ∈ N : px(nt)
mt = [px(nt)

t]m = px(n)
m (2)

Si mn = s
t , para m, s ∈ N y n, t ∈ N − {0}, entonces mt = ns y
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m
n = mt

nt = ns
nt =

s
t . Luego,

px(n)
m = px(nt)

mt por (2)

= px(nt)
ns

= [px(nt)
n]
s

= px(t)
spor (1)

y en consecuencia px(n)
m depende solo de x y del número racional mn y

no de la fracción que lo representa. Definimos la aplicación ex : Q → N,
como ex

(m
n

)
= px(n)

m y donde m ∈ N y n ∈ N − {0}, es decir,

ex(n) = px(1)
n = xn y ex

(
1
n

)
= px(n), ex es obviamente inyectiva y

ex(r)
n =

[
ex

(m
n

)]n
= ([px(n)]

m
)
n

= ([px(n)]
n
)
m

= xm

Con lo cual queda establecida la parte i. de la proposición.

A continuación probaremos la parte ii. de la proposición. Si r, s ∈ Q,

podemos elegir fracciones r = m
t , s =

n
t y

ex(r + s) = ex

(
m+ n

t

)
= px (t)

m+n

= px(t)
mpx(t)

n

= ex(r)ex(s)

Usando como notación ex(r) = xr, lo que hemos hecho es elegir ∀r ∈ Q
una única potencia r-ésima de x: xr, entonces para que fórmulas como

xryr = (xy)r o (xr)s = xrs tengan sentido, hay que elegir de modo

coordinado las aplicaciones ey, ∀y ∈ L para la segunda fórmula elegimos

ey, ∀y : y = xr, r ∈ Q.

La construcción de ey depende de la construcción de la aplicación py :
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N → L y esta a su vez depende de la elección de la ráız p-ésima de y,

esto es, de py(p) para p primo, pero esta última elección ya vimos que es

arbitraria y la elección de los py(p
n) que está sujeta a la única condición

de ser tales que py(p
n)p = py(p

n−1).

Para dar sentido a la fórmula (xr)s = xrs construimos:

∀n ∈ N y ∀m ∈ N : ppx(n)(m) = px(nm). Esta construcción es co-

herente con el algoritmo de construcción de ppx(n) ya que proviene

de la elección ∀q primo de ppx(n)(q) como ppx(n)(q) = px(qn) y ∀q
primo, ∀m ∈ N:ppx(n)(qm) = px(q

mn).

Ahora, ∀r ∈ Q : r = m
n definimos pxr (t) =

[
ppx(n)(t)

]m
, ∀t ∈ N.

Esta elección proviene también de la función pxr construida para

cada primo p por la misma fórmula.

De este modo se garantiza claramente que si r = m
n , s =

t
u ,

(xr)
s
= exr (s)

= pxr (u)t

=
[
ppx(n)(u)

]mt
= px(nu)

mt

= x
mt
nu

= xrs

El que xryr = (xy)r no es claro y, en principio, dados dos elementos x, y

podemos elegir xri , r ∈ Q de modo que xrix
r
j = (xixj)

r, pero no podemos

afirmar que se pueda hacer la misma elección en todo L.

En resumen, hemos visto que si L es un cuerpo algebraicamente cerrado

y x ∈ L, se puede elegir ∀r ∈ Q (los números negativos no son problema)

un elemento xr único al que llamaremos potencia racional principal de

modo que:

xn coincida con la potencia enésima usual.(
x

1
n

)n
= x
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x
m
n =

(
x

1
n

)m
xrxs = xr+s

(xr)
s
= xrs

Proposición 2.3.

Sea K un cuerpo valorado, con una valoración ν : K → Γ, tal que

K es de caracteŕıstica cero, completo respecto a ν, kν ⊂ K, Γ un grupo

divisible y kν algebraicamente cerrado,

1. ∀x ∈ K y ∀n ∈ N: x tiene n ráıces enésimas diferentes.

2. Podemos elegir ∀x ∈ K,x ̸= 0 y ∀r ∈ Q : xr ∈ K de modo que:

i. Si r = m
n , (x

r)
n
= xm

ii. xrxs = xr+s

iii. (xr)
s
= xrs

Demostración.

Si probamos 1., como el argumento utilizado para demostrar la existencia

de xr, en un cuerpo algebraicamente cerrado, solo usa la existencia de n

ráıces enésimas distintas, entonces lo podemos aplicar a K y el punto 2.

queda probado. Pero 1. es consecuencia del lema de Hensel. Veamos,

i. Si ν(x) = 0, entonces la ecuación zn−x = 0 verifica que zn−x = 0

con x = x+mν , tiene n ráıces simples distintas, luego por el lema

de Hensel, zn − x = 0 también las tiene.

ii. Si ν(x) ̸= 0, tomando y ∈ K con ν(y) = ν(x)
n , entonces ν

(
x
yn

)
= 0.

Luego, x
yn tiene n ráıces distintas: α1, . . . , αn y x tiene n ráıces

distintas α1y, . . . , αny, como el número de ráıces es n, entonces

son exactamente las ráıces enésimas de x con independencia de y.

2
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Teorema.

Sea K un cuerpo valorado, con una valoración ν : K → Γ, tal que K

es de caracteŕıstica cero, completo respecto a ν, kν ⊂ K, Γ un grupo

divisible y kν algebraicamente cerrado, podemos elegir una familia de

elementos {xγ}γ∈Γ tal que:

i. ν(xγ) = γ

ii. xγxβ = xγ+β

iii. ∀r ∈ Q : (xγ)
r
= xγr con (xγ)

r
la potencia r-ésima principal.

Demostración.

Como Γ es divisible, Γ tiene una estructura de Q-espacio vectorial y

eligiendo una base {γi}i∈I de Γ, tenemos que

∀γ ∈ Γ : ∃ri ∈ Q | γ =
∑
i∈I

riγi con ri ̸= 0 si y solo si i ∈ F ⊂ I finito.

Para cada i elegimos xi de modo que ν(xi) = γi. Y ∀γ ∈ Γ: definimos

xγ =
∏
i∈I

xrii . Claramente, se verifican las siguientes propiedades:

i. ν(xγ) = γ, pues ν(xγ) =
∑
i∈I

riν(xi) =
∑
i∈I

riγi = γ.

ii. xγxβ = xγ+β , pues xγxβ =
∏
i∈I

xrii
∏
i∈I

xsii =
∏
i∈I∪I

xri+sii = xγ+β .

iii. ∀r ∈ Q : (xγ)r = xγr, pues (xγ)r =

(∏
i∈I

xrii

)r
=
∏
i∈I

xriri = xγr.

2
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Abstract

In this paper we proof that if the Henselian valued field with residue field

associated is algebraically closed, then the construction of monomial sys-

tem will be possible.

Keywords: Henselian valued fields, algebraically closed field, monomial sys-

tem.
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