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Resumen

En el presente articulo demostramos que si el cuerpo
valorado es henseliano y su cuerpo residual es
algebraicamente cerrado, es posible construir un sistema de
MOnomMIOS.
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1. Introduccion

Para construir el desarrollo en serie de elementos de un cuerpo
valorado necesitamos fijar los monomios, es decir, las potencias de una
variable, lo cual no es posible en general. En este articulo probaremos
que si el cuerpo residual del cuerpo valorado es algebraicamente cerrado,
esto es posible.

2. Sistemas de Monomios

Llamaremos sistema coherente de monomios a una familia de
monomios {fy}~ver, de modo que la imagen de cada monomio, via la
valoracién v, cumpla que v(f,) = vy fvfy = fy+. Estos monomios
jugaran el papel de los z¢.

Si K es un cuerpo valorado con una valoraciéon v : K - T'y k, C K

(ver[l]) y supuesto construido un sistema de monomios S = {z% },¢y,

podemos construir el subespacio vectorial de K sobre k, generado por S.
n

Los elementos de este espacio son combinaciones lineales finitas E c;r
i=1

con coeficientes en k,. Este subespacio tiene estructura de algebra sobre

k,, su cuerpo de fracciones al que llamaremos k, (x)s es un subespacio de
n

K. Observemos ahora que formalmente dada una expresion t = Z e,
i=1
como I es totalmente ordenado podemos suponer que y; < y2 < ... < Yp

n
ibi Ci i
y escribir ¢t = Clxih (E v 'h) — clelu s
€1
i=1

Los exponentes de t* son todos no negativos y la forma inicial de t* para

1 1 1 1
1 sist d t l,-=—a™ M- —y— = )"t -1)".
el sistema de exponentes es 1, - Clx el e nz>0( )™( )
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1
Es decir, formalmente, 7 ©s una serie reticulada generada por 1,7, —

Y1,y — 71- En consecuencia, los elementos de k,(z)s admiten un
desarrollo en serie reticulada con exponentes en el sistema S (ver [2]).

Caso de Cuerpo Residual Algebraicamente Cerrado

En lo que sigue consideraremos un cuerpo valorado completo (K, v)
conv: K — T' y donde I' es divisible, henseliano y de caracteristica cero.
Ademis el cuerpo residual de la valoracion k, es un cuerpo algebraica-
mente cerrado y es un subcuerpo de K

Sea L un cuerpo algebraicamente cerrado, definimos:

Vee LyVneN:R,(z)={aeL/a" =z}

Asi R, (1) denota al conjunto de las n raices enésimas de la unidad, que
sabemos que tiene estructura de grupo abeliano, multiplicativo y ciclico
de orden n.

Lema 2.1.

1. Para cada n € N y para cada t € R,(z) existe una biyeccién
¢t : Ry(z) — Rp(1) dado por ¢i(a) = %'

2. Para cada u,v tal que v|u, existe una aplicacién ¢, , : Ry(xz) —
R,(z) dada por ¢, ,(a) = a¥, que es sobreyectiva.

3. Sirnm, ©nrPmn = Pmr-
4. Yu,v € N con v|lu y Vo € L, Vt € Ry(x) el siguiente diagrama es
conmutativo:

Ru(z) 2% Ry(2)

¥t wt%
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Demostracién.

1.

Obvio.

2. La aplicacién ¢, , estd bien definida,pues vju y (a%)v =a" =ux.

Veamos ahora que la aplicacién es sobre. Sea 3 € R, (x), como v|u,
Jp | u = vp. Luego, las p raices p-ésimas de 8 que estdn en R, (x)
son las preimégenes de 8 via @, es decir, § (¢, 1,(8)) =p = 2.
En particular ¢, 1 : R,(2) = Ri(2) es pn(a) = a™ =z, Va.

3. Obvio porque (a%)? =av.
4. El diagrama conmuta, pues si o € R, (), entonces () = ¢y
@ a\ v
e (7)=(5)" u
w w Qv a\ v
Por otro lado, py,»(a) = avy ¢, u (av) =z = (?)
Por lo tanto, el diagrama conmuta. O
Observemos que las aplicaciones ¢, , no dependen de .
Proposicién 2.1.
Sea L un cuerpo algebraicamente cerrado.
i. SineN:n=pi*-...-pi*, con p; primo y p; # p; para i # j, en-

ii

172

tonces .

Vz € L, la correspondencia ¢, : R,(z) — HRpm (x), induci-
i=1

da por los ¢, ri : Ry(z) = R, () es biunivoca.

t

. Sim|n, m = prl con 0 <'s; <7y, p; primo, p; # p; para ¢ # j,

i=1
entonces el siguiente diagrama es conmutativo:
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t
Pn
=1
t
Frm H Pplipit
i=1

t
"/)m
Ropla) = T[ Ry
=1

Demostracion.

i.

ii.

Si = 1 la correspondencia 5" : R,(1) — [I'_, R,ri (1) coin-
t

cide con el isomorfismo de grupos ciclicos: Z/(n) =~ H Z/(p;*) con
i=1

t
n=1]pi", pi # pj parai # j y pi primo Vi

i=1
Por otra parte, fijado un t € R, (z), por el lema 2.1 tenemos que
el siguiente diagrama es conmutativo:

R, (z) on R, (1)

hn t wSLl)

t 1:[1 Ppit t
H Ryri(x) — H Ry (1)

i=1 i=1

t
. 1) . C
Como ¢,, es biunivoca, ¢£L) biunivoca y Hgopw biunivoca, en-

i=1
tonces v, es biunivoca.
Se observa directamente. Sea o € R, (), ¥ (a) = (a™,...,a™)
t
con n; = i, entonces H @i pein(a) = (@™, ..., a™") donde
i

i=1
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o _ npt _ n o
mi = g7 o = 3o Calculemos ahora On,m(@) = am, entonces
Ym@n,m(a@) = (@™, ..., a%) con a; = %pm = m;. Luego, el dia-
i
grama conmuta. O

Proposicion 2.2.

Si L es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces Vo € L, x #
0:de, : Q — L una aplicacion inyectiva tal que:

m

i. Sir="conmeNyneN-{0}, entonces e,(r)" = z™.
. ex(r+s) =ex(re(s).

Demostracion.

Construimos una aplicacién p, : N — L de la forma siguiente: Vq € N,
g primo elegimos una rafz g-ésima de z, a la que llamaremos p.(q), es
decir, Vg € N, g primo: elegimos p,(q) € Rq(x). Inductivamente y Vn € N
construimos p,.(¢") del siguiente modo:

= p.(q?) es una rafz g-ésima de p,(q) elegida arbitrariamente, es de-
cir,
po(q?) € Rp2(z) y la aplicacion @2, @ Rpe(z) — Ry(x), defini-
da por gy 4(a) = af verifica que @2 4 (p2(¢%)) = Pa(q)-

» Construido p,(¢®) tomamos como p,(¢5*!) una rafz g-ésima, elegi-
da arbitrariamente, de p,(¢®), esto es p,(¢° ') € Rys+1 (). Ademés

Py g (2 (1)) =22 (4°).
Por 3. del lema 2.1, tenemos que Vr, s 6 N: @gris g (Pa (q”s)) = . (¢°).
Como para cada n € N con n = Hp % HR i (), ex-
iste un l’mico elemento de R, (x) que be aplica, via wn, en la t-upla

(pe (P%)) € H R” , a dicho elemento le llamaremos p, (z).
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Si n|m, entonces por la proposicién 2.1, el siguiente diagrama es conmu-
tativo:

z) HR ()
= t
];Tl@p:i’pji
t
2 = T] Ry
=1

Pm,n

t
Luego, 1! <H Ppri ,pfi> Ym = ©m,n y aplicando esta igualdad a p,(m):
i=1

m

Pm,n (pm (m)) = Ps (m)?

- [_H ot i (U (pz(m)))]

©mn (pz(m)) = [pr pii (02 (P} )))]
=0, (2 ((P5)))]

= pz(n)

Por lo tanto, p,(m)» = p,(x).
De la igualdad anterior aplicada a m = nt y n se sigue que

VteN: pm(nt)t = px(nt)%t = Pm,n (Pz(m)) = pz(n) (1)
entonces

Vt € N: p,(nt)™ = [p(nt)!]™ = py(n)™ (2)
Si =3, param,s € Nyn,t € N— {0}, entonces mt =nsy
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m _ mt _ ns _ s
n T nt _nt_t'Luego7

Pa(n)™ = pa(nt)™ por (2)

= po (nt)ns

= [pz(nt)"]®

= pa(t)°por (1)
y en consecuencia p,(n)™ depende solo de x y del niimero racional 2* y
no de la fraccién que lo representa. Definimos la aplicacion e, : Q — N,
como ey (ﬂ) = py(n)™ y donde m € Ny n € N— {0}, es decir,

n

ex(n) =pa(1)" = 2" y €z (1) = pa(n), e, es obviamente inyectiva y

Con lo cual queda establecida la parte i. de la proposicién.
A continuacién probaremos la parte ii. de la proposicién. Si r,;s € Q,
podemos elegir fracciones r = 7, s = ¥ y

calr+5) = e (m”‘)

Il
o
8
3
3=
>
8
—
»
NP

Usando como notacién e, (r) = x”, lo que hemos hecho es elegir Vr € Q
una unica potencia r-ésima de x: x”, entonces para que férmulas como
2"y" = (zy)" o (z")® = z"° tengan sentido, hay que elegir de modo
coordinado las aplicaciones e,, Vy € L para la segunda férmula elegimos
ey, Vy:y=2",re€Q.

La construccién de e, depende de la construccién de la aplicacién p,, :
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N — L y esta a su vez depende de la eleccion de la raiz p-ésima de v,
esto es, de p,(p) para p primo, pero esta tltima eleccién ya vimos que es
arbitraria y la eleccién de los p, (p™) que estd sujeta a la tinica condicién
de ser tales que p, (p™)? = p,(p"~1).

S

Para dar sentido a la férmula (2")® = 2" construimos:

= Vn € Ny Vm e N:p, y(m) = p.(nm). Esta construccién es co-
herente con el algoritmo de construccién de p,, () ya que proviene
de la eleccién Yq primo de p,, (»)(q) como p,_ n)(q) = p=(qn) y Vq
primo, ¥m € Nip, ,)(¢™) = pz(q¢™n).

= Ahora, Vr € Q : 7 = ™ definimos p,-(t) = [pp. ()], Vt € N.
Esta eleccién proviene también de la funcién p,- construida para
cada primo p por la misma férmula.

De este modo se garantiza claramente que si r =

(z")" = ear(s)

m _
wr ST w

mt
= I nu

— xT’S

El que z"y" = (zy)" no es claro y, en principio, dados dos elementos z, y
podemos elegir z;, 7 € Q de modo que zjz} = (x;x;)", pero no podemos
afirmar que se pueda hacer la misma eleccién en todo L.

En resumen, hemos visto que si L es un cuerpo algebraicamente cerrado
y z € L, se puede elegir Vr € Q (los niimeros negativos no son problema)
un elemento z" tnico al que llamaremos potencia racional principal de
modo que:

x™ coincida con la potencia enésima usual.
1 n
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Proposicion 2.3.

Sea K un cuerpo valorado, con una valoracién v : K — T, tal que
K es de caracteristica cero, completo respecto a v, k, C K, I' un grupo
divisible y k, algebraicamente cerrado,

1. Vx € K y Vn € N: z tiene n raices enésimas diferentes.
2. Podemos elegir Vz € K,z #0y Vr € Q : 2" € K de modo que:

. . n

iLSir=2 (2")" =™
n

i, a"x® ="t

iii. (27)° = 2"

Demostracion.

Si probamos 1., como el argumento utilizado para demostrar la existencia
de z", en un cuerpo algebraicamente cerrado, solo usa la existencia de n
raices enésimas distintas, entonces lo podemos aplicar a K y el punto 2.
queda probado. Pero 1. es consecuencia del lema de Hensel. Veamos,

i. Siv(x) =0, entonces la ecuacién z"™ —x = 0 verifica que 2" —T =0
con T = x + m,, tiene n raices simples distintas, luego por el lema
de Hensel, 2™ — x = 0 también las tiene.

ii. Siv(z) # 0, tomandoy € K conv(y) = ng) , entonces v (ﬁ) =0.
Luego, ﬁ tiene n raices distintas: aq,...,a, y x tiene n raices
distintas a1y, ..., a,y, como el nimero de raices es n, entonces
son exactamente las raices enésimas de x con independencia de y.

O
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Teorema.

Sea K un cuerpo valorado, con una valoraciéon v : K — T', tal que K
es de caracteristica cero, completo respecto a v, k, C K, I un grupo
divisible y k, algebraicamente cerrado, podemos elegir una familia de
elementos {z7},er tal que:

i) =xy
i, 2728 = g7+h
iii. Ve € Q: (27)" = 27" con (27)" la potencia r-ésima principal.
Demostracién.

Como T' es divisible, I' tiene una estructura de Q-espacio vectorial y

eligiendo una base {7;}ier de T', tenemos que

V’yEF:EriGQ|7:Zri%conm#OsiysolosiiGFCIﬁnito.
il

Para cada i elegimos x; de modo que v(z;) = ;. Y Vy € T': definimos

Ty = sz” Claramente, se verifican las siguientes propiedades:

i€l
i. v(zY) =+, pues v(z7) = E riv(z;) = g T = .
iel i€l
ii. 2728 = 278 pues 172f = Hac: Hmf = H xS = g HB,
iel el ieIul

T
ili. Vr e Q: (27)" = 27", pues (z7)" = (H xf) = Hmfr ="
iel iel -
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Abstract

In this paper we proof that if the Henselian valued field with residue field
associated is algebraically closed, then the construction of monomial sys-
tem will be possible.

Keywords: Henselian valued fields, algebraically closed field, monomial sys-

tem.
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