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1. Introduccion

Los entrelazamientos o también llamados productos tensoriales
torcidos de algebras, fueron introducidos de manera independiente por
Daisuke Tambara y Shahn Majid a inicios de los 90’s bajo el nombre
de estructuras de factorizacion de algebras. El término factorizacion de
dlgebras fue rebautizado como producto tensorial torcido por Andreas
Cap, Herman Schichl y Jiri Vanzura [3], donde también surge la idea
de considerar la estructura de factorizacién de un algebra como repre-
sentante de una variedad producto, de esta manera muchos autores la
consideran como una definicién apropiada para el representante del pro-
ducto cartesiano de dos variedades no conmutativas, asi como anédlogos
no conmutativos de la nocién de fibrado principal estudiada por Tomasz
Brzezinski y Shahn Majid.

Por otro lado, el problema de clasificacién concerniente a estos temas
es determinar todos los posibles productos tensoriales torcidos de A con
B. El primer trabajo que ataca este problema es dado por C. Cibils [2]
quien estudia y soluciona completamente el caso B = k x k. En [6] se
extienden los métodos desarrollados por Cibils y se cubre el caso B =
kx---xk (n-veces). Por otro lado, en [4] se obtienen algunos resultados
parciales para los casos donde B = k[z] es el anillo de polinomios y
B = k[z] el anillo de series formales. En [1] se estudia el caso en que
B = k[y™!] es el anillo de polinomios de Laurent.

En este articulo respondemos de manera parcial a la siguiente pre-
gunta: jCudndo es posible extender un entrelazamiento de A con kly]
a uno de A con k[y*!]? Mostramos ademés una dualidad entre los en-
trelazamientos triangulares superiores y los inferiores. Adicionalmente
encontramos dos estructuras de dlgebras de Hopf sobre algunos entre-
lazamientos de k[z] y k[y*].
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2. Nociones Basicas

A lo largo de este articulo reservamos el término algebra para
referirnos a las k-algebras asociativas con unidad sobre un cuerpo k, las
aplicaciones lineales son siempre k-lineales, y los productos tensoriales
van a ser siempre sobre k.

2.1. Generalidades y Nociones Basicas

Un entrelazamiento o producto tensorial torcido de dos dlgebras
Ay B, es cierta estructura de dlgebra asociativa con unidad sobre el
espacio vectorial A ® B, tal que las aplicaciones candnicas de inclusién

tpa:A—>A®RB yi1g:B—A®B

son morfismos de dlgebras y se satisface po (14 ® tp) = idagn, donde u
es la multiplicacién del producto tensorial torcido.

Si consideramos un producto tensorial torcido de A y B, podemos definir
la aplicacién lineal

s=po(ip®a):BA—A®B
la cual satisface las siguientes propiedades:
1. sb®1)=1®by s(1®a)=a®1.
2. so(idp @ ua) = (pa®idg)o(ida ®s)o(s®ida).
3. so(up®idy) = (ids ® pp) o (s®idg) o (idp ® s).

Una aplicacién que satisface estas tres condiciones es llamada aplicacion
de entrelazamiento o, en inglés, twisting map.

Reciprocamente, si s : BRA — A®B es una aplicacion de entrelazamien-
to, entonces A® B se convierte en un entrelazamiento, con multiplicacién
definida por la siguiente aplicacion

s = (pa @ up)o (ida ® sQidg).
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El entrelazamiento asociado a la aplicacién s es denotado por A ® B.

Los entrelazamientos de A y el dlgebra de polinomios en una variable
kly] son estudiados en [4], bajo el nombre de extensiones polinomiales
no conmutativas. En este caso la aplicacién de entrelazamiento

s:klyl ® A — A® k[y| se escribe

s(y" @a) =) Ajla) @y, (2.1)
70

y las propiedades que definen a s como aplicacién de entrelazamiento
se traducen en condiciénes sobre la familia {7]1 }jeny, como muestra la
proposicién 2.1, que puede encontrarse en [4], theorem 2.1.

Antes de enunciar dicho resultado fijemos las siguientes notaciones:
Dada una familia de aplicaciones lineales (a; : A = A);>0 y un conjunto
de indices nq,...,n, > 0, denotemos:

ny,.co,ne ]l =n1+ ...+ 0 Y Quyn, = Qpy 0.0y,
y escribamos:

ry;.) =djoid y v} = Z Qny..n, Darar >0, (2.2)

[n1,.ne [=]

donde dg; denota, como es usual, el stimbolo de Kronecker. Ademéds con-
. 1 _
viene observar que 7; = a;.

Proposicién 2.1. Sea A un élgebra y s : kly] ® A - A ® k[y] una
aplicacion de entrelazamiento. La ecuacion:

sly®a) =Y a;(a) @y,
j=0

define una familia de aplicaciones «; : A — A que satisface las siguientes
propiedades:

a) Para cada a € A existe jo > 0, tal que a;(a) = 0 cuando j > jo.
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b) a;(1) = d;1.
c¢) Para todo j > 0y todo a, b € A,

aj(ab) =) ar(a)yj (b) (2.3)

Mas atun,
sy @a) =3 @) @y
j=0

para todo r > 0 y a € A. Por otro lado, dadas aplicaciones a; : A — A
(j > 0) satisfaciendo a), b) y ¢), esta tltima férmula define un entrelaza-
miento poniendo s(1®a) =a® 1.

Observacion 1. La aplicacién de entrelazamiento s via la familia de
aplicaciones {'yjZ }i.jen, permite asociar a cada elemento a € A una matriz
infinita M*(a) donde M*(a);; = v}(a) (comparar con [5, Th. 1.10]), es

decir:
a 0 0

Ya(@) 71 (@) 23 () -
M#(a) = | %@ 7@ 3 .

Yo (a) v (a) ¥3(a) .

Si 7§ = 0, tenemos:
a 0 0 0
0 1 (a) v2(a) v3(a) -
M(a)=1]0 0 7)) .
0 0 0 ~3(a) .

De esta manera la representacién matricial suguiere la siguiente
definicién:
Definicién 2.2. Los entrelazamientos tales que ¢ = 0 serdn llamados

entrelazamientos triangulares superiores y aquellos tales que v} = 0 para
i > 2 seran llamados triangulares inferiores.
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Ejemplo 1. [Extensiones de Ore] Si a: A — A es un endomorfismo
de algebras y 6 : A — A es una a-derivacién, es decir,

d(ab) = 6(a)b + a(a)i(b),
entonces existe un tnico entrelazamiento s : k[y] ® A — A ® k[y] tal que
s(y®a)=906(a)®1+ a(a) ®y para todo a € A.

Es decir, 74 = § y 74 = a. El producto tensorial torcido A ®; k[y] es
isomorfo a la extensién de Ore Aly; «, §]

3. Entrelazamientos de Ay k[yﬂ]

En esta seccién presentamos los entrelazamientos de un algebra A
y el dlgebra de polinomios de Laurent k[y*!]. En este caso la aplicacién
de entrelazamiento

s klyT @A = A® klyH

puede ser determinada por los morfismos 77 : A — A definidos por la
siguiente ecuacién:

s(y"®@a) =Y j(a) @y (3.1)
JEZL

De esta manera las condiciones impuestas sobre s se traducen en las
siguientes condiciones sobre las aplicaciones 77, donde 7, j € Z:

Proposicién 3.1. Un conjunto de aplicaciones 7 : A — A define un
entrelazamiento si y solamente si las siguientes propiedades son satis-
fechas:

a) ’y;-) = (5j0id.

b) 75 (1) = Gjr.
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c) Para todo r, j € Z, se tiene:

7] (ab) Z Y (a

kEZ

d) Para todo 7, k € Z se tiene:

k
T+ Z,}/l OFY_] l

IeZ

e) Para cada a € A y r fijos existen N = N(a,r) y M = M(a,r) tal
que
7j(a) =0 paratodo j> N(a,7)o0j < M(a,r).

Prueba. Para los detalles ver [1].

]

Observacién 2. El item d) sugiere que podemos obtener las aplica-
ciones 7; a partir de composiciones de las aplicaciones:

’y} cuando 7 > 0 7]-_1 cuando r < 0.

Definamos o :=~] y f;:= 7:} para j € Z, entonces
=Y aila) @y, sty @a)=> Bila) oy
i€Z JEL

Asi, para todo a € A se tienen las siguientes igualdades:

a®1=Zal(6j( ’J—Zﬁlo@ @yl

i, JEL i, JEZL

Esta igualdad muestra que las familias {c; }icz y {5} ez satisfacen
las siguientes relaciones de compatibilidad:

Zak 0 Br41 = 60,id 4, paratodo | € Z (3.2)
keZ
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Z Br o s = 00,sida, paratodo s € Z. (3.3)
re’l

Para dos familias de aplicaciones
aj: A=A 1€l y Bj:A—=A jeEL
e indices ni,...,n, € Z; consideremos las siguientes notaciones:

|n1, sy nr| =nm+...+nyp, ﬂnl...nr = 5n1o- . -OBnTOlnl...nT = Qp,0...0Qp, .

Con estos datos podemos construir aplicaciones 7] : A — A. Para esto
. . 0 _ .
escribamos: vj = dojid A,

'7;7‘ = Z Bnlu.nr parar > 0, ’V; = Z Qny..n, Parar > 0.
N1,y | =5 [n1,.csnn| =7
(3.4)
Observemos que 'y;l =08y 'yjl = o;.

En resumen obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.2. Sea A un algebra y s : k[y™!] ® A — A ® k[y*™!] una
aplicacién de entrelazamiento. Las ecuaciones:

slyoa) =Y a;(a)@y, sy @)= o)y

JEL JEZ

definen dos familias de aplicaciones «;,3; : A — A que satisfacen las
siguientes propiedades:

a) Las condiciones de compatibilidad 3.2 y 3.3

b) Paracadaa € Aexistenip < 0y jo > 0, tal que aj(a) =0, 5,(a) =
0 cuando j <9y j > jo-

¢) a;(1) =61 = B;(1).
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d) Para todo j > 0y todo a, b€ A,

aj(ab) =Y ar(a)yj(b), y B(ab) = Br(a)y; " (b),

reZ rez
donde 7j se definen en (3.4).

Ma3s atn,

s(y"®a) =Y (@) @y

3=0

paratodor € Zy a € A.
Por otro lado, dadas aplicaciones «a;,3; : A — A (j € Z) satisfacien-
do a), b), ¢) y d), esta tltima férmula define un entrelazamiento.

Ejemplo 2. Sea q € k* y A = k[z] el dlgebra de polinomios en una
variable, entonces las aplicaciones

aq(z) = qz, ﬁl(x):q_lx vya=0=08, 1#1

definen un entrelazamiento de k[x] y k[y*!], via el corolario 3.2. Por otro
lado, H = k[z] ®, k[y*!] puede ser considerada como el algebra generada
por y, y~ ', x, sujeta a las relaciones: yzr = qzy, yy '=1=y"ly.

Observacion 3. En el ejemplo 2 conviene resaltar que las aplicaciones
{ai}iz0 ¥ {B;};>0 via la proposicién 2.1 definen entralazamientos de A
con kly] y de A con k[y~!], respectivamente.

La siguiente definicién recoge a los entrelazamientos con esta propie-
dad.

Definicién 3.3. Un entrelazamiento de A y k[y™!] seré llamado sepa-
rable, si las aplicaciones {a; }icz ¥ {5} ez asociadas via el corolario 3.2,
satisfacen las siguientes condiciones:

1. Sii <0, entonces o; = 3; =0,

Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 181-201 ISSN 1012-3938 189



Jack Denne Arce Flores

2. Las aplicaciones {a;}i>0 y {B;};>0, via la proposicién 2.1, definen
entralazamientos de A con k[y] y de A con k[y~!], respectivamente.

Observacién 4. Si las aplicaciones {a;}icz y {5;};ez definen un en-
trelazamiento separable de A y k[y*!] via el corolario 3.2, entonces las
ecuaciones de compatibilidad (3.2) y (3.3) se convierten en las siguientes:

> a0 By =0b0,idaV L€ L (3.5)
k>0
> Broapy =060idaV 1 € Z. (3.6)
k>0

Como puede observarse, ambas ecuaciones pueden ser presentadas de
manera matricial, por ejemplo la ecuacién 3.5 se escribe de la siguiente

forma:

Qp &1 G Q3 . 50 0 0 0 . id 0 0 0
0 Qp a1 Q9 . 51 ﬁo 0 0 . 0 id 0 0
0 0 a ar -|olB B B 0 .|=|0 0 id o

0 0 0 (67 63 52 61 ﬂo . 0 0 0 id

El siguiente resultado muestra una especie de dualidad entre los en-
trelazamientos triangulares inferiores y los triangulares superiores, pero
antes recordemos que una aplicacién § : A — A es localmente nilpotente,
si para cada a € A existe n, € N tal que 6" (a) = 0 para todo n > n,.

Teorema 3.4. Supongamos que las aplicaciones ag y a; definen un en-
trelazamiento triangular inferior de A y k[y], con oy un automorfismo de
algebras y tal que la aplicacién § := —ag o al_l es localmente nilpotente.
Entonces las aplicaciones:

Bo=0, Br=a;', Bjy1=PB10od, j>1,

definen un entrelazamiento triangular superior de A y k[y~!] via las
ecuaciones (3.4) y la aplicacién ¢ : kly~!] ® A — A® k[y~!] definida por
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la ecuacion

ty " @a) =Y @y

J<0
Maés aun, las aplicaciones {c;}; v {B;}; satisfacen las ecuaciones de

compatibilidad y de esta manera definen un entrelazamiento de A y
kly™].

Observacion 5. Poniendo )} := 7:;, se satisfacen las siguientes propie-
dades:

1. Bi(ab) = Br(a)ni (b),

Jj+1—r

1 r—1
E M onNi—i»
=1

3. —ar oo By = Bry1.

Antes de probar el teorema veamos el siguiente lema:

Lema 3.5. nj,; = aj 07]; '—ajtom onj.
Prueba.
Jj+2—r j+2—r
T _ r—1
Ni+1 = E 771 077]+1 1= E 771 077]+1 l+771 on;
=2
j+2—r
1 r—1 —1 1 r—1
°n; - E Qp 0QpOM_10M; 11y
=2

J+1—1r
—1 r—1 r—1
=a; o, -y oaoo E 771 o1,

_ — —1 r
=a; on; T —ay omon;
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Veamos ahora que las aplicaciones {3;}; definen un entrelazamiento:

Prueba del Teorema 3.4.
a) Tenemos: (1) = —ag o a; (1) = 0, por lo tanto: B;(1) = ;1.

b) Debido a que la aplicacién ¢ es localmente nilpotente, tenemos
satisfecha la siguiente condicion: Dado a € A existe n, de manera
que:

Biv1(a) = frod’(a) =0, si j>n,.

c¢) Debemos verificar que para todo a, b € A se satisface:

= Br(a);(b)

r>1

En efecto, para j = 0 la igualdad es trivial y ademads la observacion
anterior muestra que es valida para 7 = 1. Para j > 1 se procede
por induccién:

Bis1(ab) =—ay'oagoBiab) =—a; ooy | Y Br(a)

r>1

_Z 0‘1 o (ag o Br(a)n;(b) + ay o Br(a)ag o nj (b))

r>1

=3 B(@)ar o B) + 3 Brla)(—art o ag o (B))

r>2 r>1

= Bu(a)(—ag " o ag o ; (b))

+Y Brla)art oniH(b) — art o ag o (b))

r>2

= Bi(a 773+1 “V‘Zﬁr 77]+1

r>2
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De esta manera las aplicaciones {3;}; definen un entrelazamiento.

Bajo las hipétesis sobre las aplicaciones {c;}; y {8;}; las condiciones de
compatibilidad se reducen a verificar:

agofotarofr=id, a10fy=0, agofi+aiofiy1 =0, [>1
Booag+ Proar =id, Bsoapg+ feyr1oar =0, fooar =0, s=>1
lo cual es un calculo directo. Por ejemplo

Bsoag+ feproar=p1o6 To(ap+doar) =0

apofj+aiofBjtt =apoBiodt+ajopiod!

=(agof1+6)od~1=0.
(]

Consideremos ahora el entrelazamiento triangular superior de A y
k[y] asociado a las aplicaciones {a;}i>0, (2o = 0) y supongamos que ag
es un automorfismo. Adems4s, si denotamos 6 := oy 16 ay y suponemos
que se satisface la siguiente condicion:

Qg1 =y 08, i>2. (3.7)

Se obtiene que la aplicacién & es localmente nilpotente y ademads satis-
face:

0(ab) = d(a)ar(b) + ad(b).
Entonces encontramos el siguiente resultado reciproco al teorema 3.4:
Teorema 3.6. Si las aplicaciones {«;};en, definen un entrelazamiento

triangular superior de A y k[y] y la aplicacién § := al_l o ap satisface las
ecuaciones (3.7), entonces las aplicaciones :

Bo:=—0o0 al_l y B = al_l
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definen un entrelazamiento triangular inferior de A y k[y~!]. M4s atin, las
aplicaciones {a;}; y {B;}; satisfacen las condiciones de compatibilidad
y de esta manera definen un entrelazamiento de A y k[y*1].

El siguiente resultado muestra otra forma de obtener entrelazamien-
tos entre A y k[y*!]. Ademds, cabe resaltar que estos nuevos entrelaza-
mientos en su mayoria no provienen de entrelazamientos triangulares
superiores ni inferiores.

Teorema 3.7. Sea s un entrelazamiento de A y k[y] definido por
(’Y;-)i,jeNoo Supongamos que existe n > 1 tal que 7} = 0y, jida, Vj € No.
Entonces se tiene:

a) Para todo i, j >0
% =Yin (3.8)

b) Si definimos:

0, cuandoi > 0, j <0,

n=y
’y;i’,zz, cuando ¢ < 0, para algin k tal que i+ kn > 0,
(3.9)
entonces las aplicaciénes {'y;}, jez definen un entrelazamiento 5 de
Ay kly*™]

En particular, si definimos 3; := fys:; para j € Z, entonces § es separable
si y solo si §; = 0 para j < 0.

Antes de iniciar la prueba del teorema veamos la siguiente obser-
vacién que ayudard a la prueba.

Observacién 6. Las aplicaciones (7})ijez v (7))ijen, satisfacen
7i=0sij<n o (3.10)
J n
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Prueba. Veamos:

i) Para todo 4, j > 0 se tiene:

Jj+n Jj+n j+n
i+n __ § : no i _ E . % _ E i _
’ijrn ] o’ijrnfl - 6n,l7’dAo’7j+nfl - 5n,l7j+n7l =7

ii) Debido al item i) y la ecuacién 3.10 se safisfacen a) y b) de la
proposicién 3.1. Ahora reescribamos las leyes de composicién y
producto para (’7;‘)1',]'61\10 con ayuda de la ecuacion 3.10:

a) Ley de composicién

j+kn+pn
r+s _ . rtstkntpn _ E: r+kn s+pn
7j - lj+kn+pn - 'Y 07j+kn+pn l
j+kn—n[[%]]
_ 2 : 7+kn s+pn
- ’Yl ’Yj+kn+pn l
I=n]£]+kn

i—n[#]
r4+kn s+pn
Z ’warkn ’yj +pn—w*

=[]

b) Ley de producto

vi(ab) =~ T (ab)

Y @)k (D)

sZn[[iTth"]]

= Y (@) k(D)

san[%]]+kn

k k
= > i)
w>n L]]

n
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De aqui se deducen facilmente las leyes de composiciéon y producto
para 3, es decir ¢) y d) de la proposicién 3.1

Por dltimo, para cada a € Ay r > 0 fijos existe N := N(a,r) tal que
vj(a) =0 paratodo j> N(a,r).

Esto, conjuntamente con la ecuacién 3.10 y el item i), muestran que se
satisface el item e) de la proposicién 3.1.

Por lo tanto las aplicaciones ('Y;')i,jEZ definen un entrelazamiento de A
+1
y kly™]

O

Ahora construiremos ejemplos para este tipo de entrelazamientos.
Para este fin es conveniente mencionar el siguiente resultado que puede
encontrarse en [4], teorema 4.1, concerniente a los entrelazamientos entre

Ay klyl/(y?).

Teorema 3.8. Sea A un &lgebra y s : éfy[g]) QKA AR fy[g]) un entre-
lazamiento. Entonces las aplicaciones 6y y 61 asociadas satisfacen:

i) 61 es un morfismo de algebras.
ii) Op(ab) = 0o(a)b + 61(a)by(b), es decir, Oy es una 6;-derivacion.
111) 98 :90090 :0y90091 = —91 090.

Reciprocamente, si las aplicaciones 6y, 61 satisacen i) - iii), entonces
determinan un entrelazamiento entre A y k[y]/(y?).

Ahora, consideremos el entrelazamiento triangular inferior entre A
y k[y] asociado a estas aplicaciones 6y, 01, que satistacen las hipétesis
del teorema 3.8, se tienen los siguientes resultados:
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Corolario 3.9. Si #; es un automorfismo de A y denotamos
§:= —0y 00, " entonces

§=0"06y y 6°=0.

Més atin, el entrelazamiento triangular superior de A y k[y~!] aso-
ciado, via el teorema 3.4, es definido por las aplicaciones:

Bo=0, Br=07", Ba=p106, B;i=0,i>3.
Corolario 3.10. Si §? = id, entonces
Bo=0, 1 =01, B2=10p, B;i=0,1>3.

Por otro lado, cuando 6? = id, las propiedades de las aplicaciones
0y y 01 permiten definir entrelazamientos de la siguiente manera:

Sea I = {i1,d2,...,i} C 2NU{0} y C = {a1,...,ax} C k, entonces
definamos las aplicaciones a; : A — A, por:

91, sii = 1,
o = a;0p, cuandoi € I,
0, i¢l

Observacion 7. Si i # 1, entonces se cumple:
a;(ab) = aq(a)a;(b) + a;(a)b, para todo a, b € A.

Ademés las aplicaciones 7} asociadas a {«; }; satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Sii € 2N U {0}, entonces:

’)/; = 5ijid.
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2. Si i ¢ 2N, entonces:
0, sij+1<i,

i
i aj_iy1, cuandoj+1>4

Proposicion 3.11. Las aplicaciones «; verifican la siguiente ecuacion:
a;(ab) = Zaj (a)’yg(b), para todo a, b € A.
Jj=0
Prueba. Los detalles se pueden encontrar en la proposicién 4.2.13 en
[1].
O

En resumen tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.12. Las aplicaciones {«;}; definen un entrelazamiento
de Ay k[y].

Por ejemplo, si consideramos n = 2 e I = {0,2}, las siguientes
aplicaciones definen un entrelazamiento entre A y k[y®!]:

- ag =0y, aq =01, g =0,

- Bo =00, B1 =01, P2 =0,
que, expresado como matriz, se escribe:
‘900190 00
.0 0id 0 0
(,31)0 0 60p601 6 0 0 O
.0 00040 00
00 0 0661600
0 0 id 0
0 0909100.

- (aq)
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4. El Caso A = k[z] y Algebras de Hopf

En esta seccién volvemos al ejemplo 2, es decir, consideramos
q € k* y H el &lgebra generada por y, y~!, = sujeta a las siguientes

relaciones:

1

yr=quy, yy '=1=y'y.

En muchos textos se define una estructura de dlgebra de Hopf sobre H,
de la siguiente manera:

Alz) = z@y+1®x, ez) = 0, Sk) = —ay!
Aly) = y®uy, ey) = 1, Sy = y!

n

Como vimos en la seccién anterior, el dlgebra subyacente H es en
realidad un entrelazamiento de la forma k[z] ®, k[y*!].

El dltimo resultado de este trabajo, corresponde a construir dos estruc-
turas de algebras de Hopf sobre k[z] ®, k[y*!]
considerar la aplicacién de entrelazamiento

para lo cual debemos

s kly™) @ klz] — k[z] ® k[yT!]

definida por las aplicaciones {a;}; y {8;}; asociadas a los conjuntos
I cNU{0} y C Ck y las aplicaciones

Oo(z) =1, b1(z) = —x.

Teorema 4.1. El dlgebra k[r]®,k[yT!] tiene una estructura de &lgebra
de Hopf si definimos:

a) Para I = {m} C 2NU {0}, C = {a,, = 1},
la comultiplicacién:

m— m— 17?’7.— m—
Alz)=zy™ ' +y 1®x—§y toy™ ™ Aly) =y®y,
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la counidad y antipoda:
e(x)=1/2, e(y) =1, S(x)=y*"ay™™", Sy) =y "
b) Para I = {n,m} C 2NU{0},n #m, C = {a, = aym = 1},
la comultiplicacion:
Alg)=zey" ' +y" @ —y" Ty Aly) =y,

la counidad y antipoda:

Prueba. Los detalles pueden encontrarse en teorema 4.3.1 en [1].
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Abstract

We will study the twisted tensor product of unital associative algebras
and the algebra of Laurent polynomials k[y™!]. Moreover, we will estab-
lish conditions to extend the polynomial extensions of A to a twisted
tensor product with k[y®!]. Finally, we present two families of Hopf al-
gebras on some twisted tensor products of k[x] with k[y®1].
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