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Introducciéon

Una categoria de modelos cerrada, tal como la define Quillen [3], es una
categoria con tres clases especificas de morfismos: fibraciones, cofibra-
ciones y equivalencias débiles, los cuales cumplen cinco axiomas, éstos
tienen su base en algunas propiedades que cumplen los espacios topoldgi-
cos. Pero no solamente la categoria de los espacios topolégicos es una
categoria de modelos cerrada. Existen muchas otras y entre ellas esta la
categoria C'hg de complejos de cadenas de R-mdédulos.

Este articulo desarrolla, de la manera mas detallada posible, la de-
mostracién de que en efecto Chg es una categoria de modelos cerrada
[Teorema CMC:Chp|.Estd basada en una demostracién hecha por Dwyer
and Spalinski [1, Teorema 7.2].

Empezamos definiendo lo que es una categoria de modelos cerrada y
enumeranos los axiomas por CM1,CM2,CM3,CM4 y CM5.

Antes de demostrar CM1 desarrollamos algunos resultados referidos a
la categoria de R-médulos. Luego continuamos con las demostraciones
de CM4 y CM5 por ser mas rapidas de demostrar. La demostracién de
CM2 es un poco mas extensa y la demostracion de CM3 utiliza el llamado
argumento del objeto pequeno y la construccién del Gluing infinito.

Empezaremos definiendo lo que es una categoria de modelos cerrada.

Categorias de Modelos Cerradas

Una categoria de modelos cerrada(CMC) es una ca-
tegoria C con tres clases distinguidas de morfismos : equivalencias débiles,
fibraciones, y cofibraciones, cada una de las cuales es cerrada bajo com-
posicién y contiene a los morfismos identidad. Estas clases de morfismos
son denotadas por W, Fib y Cof respectivamente.
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Se requiere ademds que C satisfaga los siguientes axiomas (ver[3]).

CM1 Limites y colimites finitos existen en C.

CM2 Fib C r(Cof NW) y Cof C I(FibN W), donde r(Cof N W) es
el conjunto de morfismos de Cof N Wque tienen la propiedad del
levantamiento a derecha y I[(FibN W) es el conjunto de morfismos
de FibN'W que tienen la propiedad del levantamiento a izquierda.

CM3 Vf € Mor(C): f=poi=yp oi donde p € Fib,
1€ CofNW,p' € FibNn W, € Cof.

CM4 Si un tridngulo conmutativo dos de tres morfismos son equivalen-
cias débiles entonces el tercero también lo es.

CM5 W, Fib y Cof son estables por retractos.

Antes de demostrar que Chg, la categoria de complejos de cadenas de
R-médulos, es una categoria de modelos cerrada daremos algunos pre-
liminares referidos a Modg la categoria de R-mddulos [2].

Colimite en Modg
Sea F': D — Modg un funtor donde D es una categoria pequena.
En @ F(d) = {(za)aeob(p) : Ta € F(d), g =0 a.c}
deob(D)
definimos la relacién de equivalencia generada por (z4)aep ~ (Yd)dep <
Vd,d' € D,3f : d — d’ talque yo = F(f)(zq).

Proposicion 1
®deob(D) F(d)

~

colimF' =

Demostracion
Es evidente que colimF es un R-mddulo con las operaciones inducidas

por las de €D ¢ py £'(d).
Para cada d € ob(D) definimos :

tq: F(d) — colimF, tq(z) = [(Td)acob(D));
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donde x4 = z,z4 = 0, para todo d’ # d. Se demuestra facilmente que
tq es un homomorfismo de R-mdédulos. Se cumple que Vf : d — d’ el
siguiente diagrama es conmutativo

F(d)
iF(f) §

F(d) . colimF

En efecto: Sean x € F(d),y = F(f)(z) € F(d).
Entonces

(tar o F(f))(2) = tar (F(f)(2)) = tar(y) = [(ya)acobp],

donde yg = y,yqa =0 Vd #d'.
Por otro lado
ta(r) = [(xa)deobD]
donde x4 = z, x4 = 0 para todo d’' # d.
Pero yo = F(f)(zq) para f : d — d' y para los otros casos existe
0:d — d"” tal que ygr = F(0)(zq).
Luego (Ya)acobp ~ (Td)deobD-
Es decir tg F(f)(z) = tq(x).
Ahora supongamos que existen

Sd:F(d)—>X, SdIIF(d,)—)X

tales que sqg o F(f) = sq4.

F(d)
K Sd
F(f) colimF > X
tgr
Sqr
F(d)
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Definimos

o colimF > X, o)) = 3 salza).
deob(D)

i) ¢ estd bien definida:
Sean (24)aep ~ (Yd)dep elementos de colimF, entonces para todo
d,d" € D, existe g : d' — d tal que 4 = F(g9)(ya)-
Luego s4(za) = 5a(F(9)(yar)) = sar(yar), dedonde >~ sq(zq) =

deob(D)
Z sar(Yar)-

d’€ob(D)
Por lo tanto (p([(xd)deob(D)]) = ¢©([(ya)aep])-

ii) ¢ es un homomorfismo de R-mddulos.
Sean (2q)dep, (Ya)aep € Dacopp) F(d), A € R.

o2+ ) = ez +y) = e([(Ta+Ya) seonim))) = D Sa(Ta+ya)

deob(D)
= Z Sd(xd)+ Z Sd(yd):SD([(md)deob(D)])—’_So([(yd)deob(D)])
deob(D) deob(D)
Luego

e([z] + y]) = o([z]) + ([y))-

Por otro lado:

p(Aa2]) = o([(A2d) sery) = D sa(Aza)

deob(D)

)\ Z Sd(l’d)

deob(D)
Ao ([]).

iil) ¢ cumple p oty = sq4.
En efecto:
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(90 o td)(m) = <p([(xd)deob(D)]) , donde (xd) =T, Ta = 07Vd, #d.

(pota)(@) = Y sa(za) = sa(x).

d€ob(D)
iv) ¢ es unico

Supongamos que existan dos homomorfismos de R-médulos o1, ¢a :
colimF — X tales que 1 oty = 84, p2 0ty = Sq.

Demostraremos que ¢1 = @o. En efecto : Sea [(xq) € colimF,x =

dEob(D)]
(Zd) seonipy € Dacon(p) F'(d), se cumple : 24 = 0 excepto en un nimero

finito de d € 0b(D).

Asumamos que %4, , Zd,, " " Td,_,,Td, son diferentes de cero.

r—1)

Hacemos x1 = () = 0 excepto cuando 6 = d,

scob(D)? g
T2 = (T6) sy Ts = 0 excepto cuando § = da,

y asi hasta llegar a definir x,, = () x5 = 0 excepto cuando § = d,,
Luego x =21 + a2+ -+ + xp.

Como ¢1, 2 son homorfismos de R-mdédulos entonces

s5c€ob(D)?

e1([z]) = prl(@1 + @2+ +20)] = or[(z)] + - + or[(zn)] =

= (prota)(@) + -+ (pr1ota)(zn) = (p20ta)(@1 + 22+ +3n) =
= (p20tq)(x) = (p2 o ta)(z) = @2([z])
Luego 1 = o.
Limite en Modg
Proposicion 2
Sea F': D — Modg un funtor donde D es una categoria pequena.

Entonces limF = {(za)acob(p) € [laconpy F'(d) : xa € F(d),
Viird—d zg = F(f)(za)}

Demostracion
Sean (x4)dep, (Ya)aep elementos de limF, A\ € R entonces (24 + Yd)deD,
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)\(xd)deD € limkF.

En efecto: Sea f : d — d’ tales que 24 = F(f)(xq),ya = F(f)(ya) ,
entonces

za +ya = F(f)(za) + F(f)(ya) = F(f)(@a + ya), Axar = AF(f)(xq) =
F(f)(Aza).

Por tanto limF es un submédulo de J[ ;¢ 4 p) (d). Definimos
tg: limF — F(d), td((xd)deob(p)) =4

(proyeccién natural). Se cumple que Vf : d — d’ el siguiente diagrama
es conmutativo.

F(d)
” lF(f)
limF e F(d')

En efecto:

(F(f)ota)((za)aep) = F(f)(za) = var = ta((¥d)aeD)-

Supongamos que para todo d,d’ € ObD existen sq : X — F(d),
sq: X — F(d') tales que F(f)osq = sq.

F(d)
Sd
=
X " limF F(f)
Tqt
Sq/
F(d)

Definimos

Y X = limF, (x) = (d)acon(D); Ta = sa(x),Vd € 0b(D)

i) 1 estd bien definida.
En efecto:
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Vi:d = d :zg = sa(x) = (F(f) o sq)(z) = F(f)(sa(z)) =
F(f)(@a)-

ii) 9 cumple t4 01 = s4.
(ta o ¥)(x) = ta(v(x)) = ta((xa)decobpn), donde x4 = x,24 =
0,Vd + d.
(tao)(z) = xa = sa(z), Vo € X.

iii) Es evidente que ¢ es un homomorfismo de R-mdédulos.

iv) 1 es tnico.

Supongamos que existen 1,12 : X — limF tales que t4 0 ¥y = sgq,

tgo g = s4,Vd € Ob(D)

Demostraremos que ¥ = 1.

Sea x € X y supongamos que ¥1(x) = (Zq)dcopjp € imF y Va(x) =
(Yd)deobjp € limF.

Entonces t4(¢1(z)) = ta(2(x)),Vd € ob(D).

Luego ta((zd)aeobjp) = ta((Ya)deobin), Vd € ob(D).

Por lo tanto xq = yq4, Vd € 0b(D) Es decir ¢ (z) = 2(x),Vz € X.

Colimite en Chpr
Sea F': D — Chp un funtor donde D es una categoria pequena. Para
cada f:d — d tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

F(d): - ——Fy(d) —2>F,_1(d) — -
F(f)l iFn(f) an_lm
F(d): oo Fy(d) —> Fyy (d) ——> -

Fi(d) —2> Fy(d) —0

\LF1(f) iFo(f)

Fi(d') —5= Fo(d) —=0

Para cada n > 0 tenemos el funtor

F, :D — Chg, d— F,(d), d—d — F,(d) — F,(d).
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Por lo anterior, para cada n > 0 existe colimF,.

Definimos el complejo de cadenas : colimF = (colimF,, dy)n>0 donde
Oy, @ colimF,, — colimF,,_1 es el morfismo inducido por los morfismos
borde de los complejos F(d).

Es decir,

5n([($3)deob(D)]) = [5n($3)de(;b(m]~

Proposiciéon 3
colimF cumple las condiciones de colimite de F.

Demostracién.

Para cada d — ob(D) definimos t4 : F(d) — colimF como el morfismo
de complejos de cadenas tq = (t1),>0 donde t7 : F,,(d) — colimF,, es el
homomorfismo de R-médulos definido como antes para cada n > 0.
Usando el hecho de que colimF,, cumple las condiciones de colimite de
F, : D — Modg para cada n > 0 se demuestra que colimF' cumple las
condiciones de colimite para F' : D — Chg.

Limite en Chp

Sea F': D — Chpg un funtor donde D es una categoria pequena.
Similarmente al caso de colimite de F' para cada n > 0 tenemos un fun-
tor F, : D — Modg para el cual sabemos que existe limF,.

Definimos el complejo de cadenas limF = (limF,,dn)n>0 donde
O : limFy,, — limF,, 1 es el morfismo 0, ((2]})geob(D)) = (On(2]}))dcob(D)-

Proposicién 4
limF cumple las condiciones de limite de F'.

Demostracion.
Anéloga a la de colimF'.
Un morfismo f = (fu)n>0: M — N en Chpg es

1. Una equivalencia débil si f induce isomorfismos

H,(f): H,(M) — H,(N)
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para cada n > 0.

2. Una cofibracién si para cada n > 0 el homomorfismo f,, : M,, — N,
es un monomorfismo y Conuc(f,) es un R-médulo proyectivo.

3. Una fibracién si para cada n > 0 el homomorfismo f,, : M,, — N,
es un epimorfismo.

Entonces, con estas flechas distinguidas construimos los conjuntos W,
Cof,y Fib de equivalencias débiles, cofibraciones y fibraciones respecti-
vamente.

Teorema(CMC: Chg)
(Chg, W, Fib,Cof) es una categoria de modelos cerrada. (Ver[l, Teore-
ma 7.2]).

Demostracion
Es evidente que W, F'ib son estables por composicién y contienen a los
isomorfismos.
Para el caso de Cof, supongamos que f,g € Cof. Demostraremos que
gofeCof.
En efecto:

f

M ——

Para cada n > 0, es evidente que (go f),, = gn © fr €s un monomorfismo

pues f, ¥ gn lo son.
Por otro lado se cumple que las sucesiones

=

g

-~

)

0 M, o Ny, Conuc(fn,) —=0

P, Conuc(gn,) —=0
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son exactas cortas y parten para cada n > 0. Luego
N, 2 M, @ Conuc(f,), Pn = N, ® Conuc(g,).
En consecuencia,

P, = M, ® Conuc(f,) ® Conuc(gy,)-

De donde P

ﬁ" = Conuc(fn) ® Conuc(gn)
es proyectivo, pues Conuc(f,) y Conuc(gy,) lo son.
Es decir

% = Im(;%;f)n = Conuc(go f)n
es proyectivo.
También se cumple que si f : M — N es un isomorfismo entonces f es
una cofibracion.
En efecto: es obvio que f, es un monomorfismo para n > 0.

Ademsés, paran >0

Conuc(fy) = = =0
m
es proyectivo.

Demostracion de CM1
Por las proposiciones anteriores ya sabemos que para todo funtor
F: D — Chg, donde D es una categoria pequena, existen limF, colimF'.

Demostracién de CM4
En el tridngulo conmutativo

f

M —
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a) Supongamos que f,g € W.Demostraremos que go f € W.
En efecto: para cadan >0

H,(f): H,(M) — H,(N), H,(g): H,(N) — H,(P)

son isomorfismos. Luego H,(g o f) = H,(g9) o Hy(f) : H,(M) —
H, (P) también es un isomorfismo.

b) Supongamos que g,g o f € W.Demostraremos que f € W.
En efecto: para cada n >0
H,(go f) = Hn(g) o Hy(f) suryectiva y H,(g) inyectiva implican
que H,(f) es suryectiva.
Por otro lado, H,,(g o f) inyectiva implica H,(f) inyectiva.
Por lo tanto H,,(f) es un isomorfismo.

¢) Supongamos que f,go f € W.Demostraremos que g € W.
En efecto: para cadan >0
H,(go f) = Hn(g) o Hy(f) suryectiva implica H,(g) suryectiva.
Por otro lado, H,(g o f) inyectiva y H,(f) suryectiva implican
H,(g) inyectiva.
Por lo tanto H,,(f)es un isomorfismo.

Demostraciéon de CM5

a) W es estable por retractos.
En efecto: sea f : M — N una equivalencia débil.
Sig: M — N’ esun retracto de f demostraremos que g es una
equivalencia débil.
Para cada n > 0 existe el diagrama conmutativo

i T
/ n n /
M/, —"> M, —> M,

ign \Lfn \Lgn
N — > N, — N/

In qn
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Ademds 7y, 0 ip = 1p17, qn © i = In7 .
Del diagrama anterior se obtiene el diagrama conmutativo

Hy (M) 2L, o) 22 (o

\LHH(Q) iHn(f) \LHTL(Q)

Ho(N') = Ho(N) —— Ho(V)
Hy,(q)

Ademds se cumplen H,(r) o Hy(i) = 1g, ), Ha(q) o Hn(j) =
1m, (N7, por la funtorialidad de H,,.

Por otro lado sabemos que 3H,,(f)~! pues f € W.

Afirmamos: 3H,,(g)" 'y

Hn(9>_ = H,,(r)H,(f)"

Hy (7).
En efecto: H,(g )oH (g)’1 :Hn(g)Hn(r)H () H,.(j)=
=H,(qoj) = 1Hn(N’)~

Por tanto H,(g) es un isomorfismo y asi g € W.

b) F'ib es estable por retractos. En efecto: sea f : M — N una fi-
bracién.
Sig: M — N’ esun retracto de f demostraremos que g es una
fibracién.
Si g es un retracto de f , para cada n > 0, existe el diagrama
conmutativo

i T

7 n n 7
M) —— M,, — M,

N

In dn

Ademds ry, 0 ip = 1p17, qn © jn = In7 .

Se cumple: para cada n > 1, f, : M, — N, es un epimorfismo.
Demostraremos que para cada n > 1, g, : M, — N/ es un epimor-
fismo. Sean h,,, k!, : N/ — Z, tales que h og,, = hpog, : M|, — Z,
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216

en el siguiente diagrama conmutativo

/ in Tn /
M) —— M,, — M,

hn,

/ ] >
Ny N = N 2 2
’

tal que 7y 0 4p = 17, qn 0 jn = 1n: .
Se cumple:

h;ognorn:hnognorn

h;LOQnofn:hnOQnOfn

pero f, es epimorfismo, entonces h., o g, = hy © gp.
También ¢,, es epimorfismo ya qué g, o j, = 1n7. Luego h;, = hy,.
Por lo tanto g, es un epimorfismo.

Cof es estable por retractos.
Supongamos que f € Cof. Demostraremos que g € Cof.
En efecto: si g es un retracto de f , existe un diagrama conmutativo

i T
! n n !
M) —— M, —— M,

In an

tales que 1y, 04y = 1y, qn © Jn = Inv .

c1) Sean > 0, demostraremos que f, : M,, — N,, es un monomor-
fismo.

Sean k,, k! : Z, — M/ tales que f, ok, =gn,okl, : M/ — Z, en
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el siguiente diagrama conmutativo

kn .
] in Tn
zZ M} —"> M, —"> M

K,
i 9n l fn J/ gn

In qn

tales que r,, 0 ip = 1p17, @ © jn = 1n7. Se cumple:

Jn © Gn okn = Jn 0 gn ok;
N—— ——

fnoinokn - an’LnOk;

pero f, o i, es monomorfismo, entonces k, = k/,.

Por lo tanto f, es un epimorfismo.

¢2) Sean > 0, demostraremos que Conuc(f,) es un médulo proyec-
tivo.

En efecto: haciendo C,, = Conuc(f,),C), = Conuc(g,) se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo

7 T
M}, —"> M, —"> M,

N

/ /
Ny ——> Np ——= N,

In
’ ’
\Lﬂ'n \L Tn lﬂ-n

! !
cl——=C,——>C
J n q’!l

donde 7, y m/, son las proyecciones naturales.
Consideremos el siguiente diagrama

A,——B,——=0

ﬂ’ﬂ
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donde 8, : A, — B, es un epimorfismo y a, : C/, — B, es
cualquier homomorfismo.

Para demostrar que C/, es proyectivo basta demostrar la existencia
de un homomorfismo ¢, : C!, — A, tal que B, o @, = a,.
Consideremos el siguiente diagrama

Como C, es proyectivo entonces existe @, : C,, — A, tal que

Bnoan :O‘nOQ:V
Definimos ¢,, = ¢, 0 j;

©n cumple: B, 0 p,, = B, 0 Py 0Jk = v, 0 ¢ 0fF = .
N—— N—_——

Demostracién de CM2a)
Sea el diagrama de complejos de cadenas conmutativo

g
—_—

S

e —
S

<~

—_—
h

~

donde i € Cof,p € FibNW . Demostraremos que existe un levantamiento
f:B— X talque foi=g,pof=h.
Si p € Fib entonces p,, : X,, — Y, es un epimorfismo para todo n > 1.

Afirmacion 1.
po : Xog — Yp es un epimorfismo.
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En efecto:
Dado el diagrama

oF . oF
e X - X

X: -

\LP ipl lpo

Y : e —YT —Y)
a5 oy

Construimos el diagrama:

X
OHImafﬁXOHWHO

lﬁo Po l(?o)*

Y Yo
_— _— _— _—
0 Imal YE) Im@}/ 0

donde las filas son exactas, los cuadrados son conmutativos, py es la
restriccién de pg a Imd;X y (po)« es el homorfismo inducido por py.

En seguida demostramos que pg es un epimorfismo.

En efecto: Sea z € ImdY , existe y € Y3 tal que 87 (y) = 2.

Como p; es epimorfismo existe x € X; tal que p1(z) = y.

Luego 0 (z) € Imd;X cumple:

Po(9f () = 0 (p1()) = 01 (y) = = € ImdY,

pues p es morfismo de cadenas,y asi pg 0 X = 97 o p;. Luego py es un
epimorfismo.

Ahora (pg). es epimorfismo pues p € W.

Aplicando el lema de los cinco (ver[2]) :

Como py y (po)s« son epimorfismos entonces pg es un epimorfismo.

Por lo tanto p, : X,, — Y, es un epimorfismo para todo n > 0 Como
consecuencia de la afirmacién 1 obtenemos la sucesién exacta corta

J p

0 K X Y 0

donde K = Nucp y j es la inclusion.
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Afirmacién 2.

K es aciclico.

En efecto, una parte de la sucesién exacta larga de homologia correspon-
diente a la sucesién exacta corta anterior es la siguiente

Hpr (X) 255 Hy (V) 25 H(K) " o (X) " 1, (1)
Como p;; ,; es epimorfismo ypj, es monomorfismo entonces H,(K) = 0,
para todo n > 0.Por tanto K es aciclico.

Ahora construiremos el morfismo requerido f = (fn)n>0, fn : Bn — X
por induccién sobre n.
Para n = 0, consideremos el diagrama

03! o'
A 2 s A —1s A
zl ili iOJ/
B: - ——> B ——= B
oy o7

Como i : A — B es una cofibracién, entonces iy : Ag — By es un

monomorfismo y Conuc ig = 15130 es proyectivo.

Luego la sucesiéon

00— Im ’L'O BO Igoio 0

es exacta corta y parte.

Por tanto By & Ay & Py donde Ay = Imig, Py = Conuc ig = Iﬁ‘;o es

médulo proyectivo.
Por otro lado se tiene el diagrama conmutativo

A()L'XO

10 l ipo
Jo

—_—
Py<—By—Y)
™0 hO
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donde jg es la inclusién tal que jp oo = 1p,.
Luego en el diagrama

P

k:o - )
lho °jo
v

Xo == Yo —>0

existe kg : Py — X tal que pg o kg = hg o jo pues Py es un médulo
proyectivo.
Ahora consideremos el diagrama

By =Ayd Py

TR
\/

Existe un tinico morfismo fy = (go, ko) tal que cumple:

i) fo oi0 = (g0, ko) o io = go,

il)poo fo = poo(go, ko) = (Poogo,pooko) = (hooig, hoojo) = hoo(io, jo) =
h’Ov

pues (ho o (io,jo))(ao0,bo) = ho o (i0(ao), jo(bo)) = ho(ao,bo),

V(ao, bo) S Bn

entonces hg o (ig, jo) = ho. Ademds se tiene el cuadrado conmutativo.

BOL>XO

ol lo
0—5—>0
Asumamos que para 0 < k < n han sido construidos homomorfismos

fr : By — X} con las siguientes propiedades:
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oy

A 2> X, By —— Br 1
ikl V ipk f}cl \Lfkl
By T>Yk X —— Xk 1

k 9:X

k

DX o fr = fr1008,1 <k <m,

ii)pr o fx = hi, 0 <k <m,

lll)fk 01 = gg,0 < k<n.

Construiremos entonces f,, que cumpla i), ii) y iii). Para ello repetimos
el mismo argumento que para n = 0.

Es decir, consideramos el digrama conmutativo

9n
An Xn

Bu = Y

y obtenemos la sucesion exacta corta que parte

P B,
Imiy,

0 Imiy, ’ B,

Por tanto B,, = A,, ® P,, donde A,, = Imi,,, P, = Conuc i, = 22 es

Imai,
modulo proyectivo.

Por otro lado se tiene el diagrama conmutativo

gn
An XTL
in \Lpn
j’n
Py <= B, —=Y,
n n
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donde j,, es la inclusién tal que j, o p, = 1p,. Luego en el diagrama

P,
kn l
hnojn
A
X,—Y,——0

existe k, : P, — X, tal que p, o k, = h, o j, pues P, es un médulo
proyectivo.
Ahora consideremos el diagrama

A @ P,
Existe un tnico morfismo fn = (gn, kn) tal que cumple:
ii)pn o fn =pPno (gnakn) = (pn © gn,Pn © kn) = (hn 0 ip, by 0 ]n) =
by © (iny jn) = hn,
iii) fp ©in = (gnskn) © in = gn,
pues (hn, © (in, jn))(@n, bp) = hn 0 (in(an), jn(bn)) = hp(an, bn),
Y(an,bn) € By
entonces hy, 0 (in,jn) = hy-
En conclusién hemos construido un morfismo ﬁl que cumple ii) y iii)
pero no necesariamente cumple i).

Mejoraremos la construccion de f para que ello ocurra.
Definamos el homomorfismo ¢, : B,, — X,,_1 mediante

En :z@foﬁszn_loaf.
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Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo

9B 9B 9B 9B
n+1 oy n—1 n—2
B . “e Bn anl Bn72
~ En En—1
fl fnl/ \ lfnl lfnz
X: T x X X
: n 59X n—1 85_1 n— 85_2

Afirmacién 3.

€n cumple

i) 90X j0e, =0

En efecto:

Oy 0en =05y 0 (97 OJ?n ~ fn1007) =

=0 100X ofu—0p 1 0 frn100F =0~ fn_200F 100 = —f,_500 =
0 —— —_——— ———

ii) pp—10e, =0.

En efecto :

Pn—-10¢€n =DPn-10 (ar}f Ofn _fn—l 087?) =

% ~
= Pn—10° 6n Ofn — Pn—19° fn—l 087]13 = 3}; O Pn © fn —hp_q0 87? = a}; o
———— —_————— ———

hn — hn—1 0 02 = 0/iii)e, 0 i, = 0.

En efecto:

5noin = (ar)fofn*fn—loaf)oin :ar)fofnoinffn—loé)foin =
:ar)fogn_fnfl Oinfloa;? :ai(ogn_gnfloa;—? =0.

Por otro lado, del diagrama conmutativo

9K
Kn Hﬂ Kn—l

Jnl ijnl

Xy < Xn—1

n

se deduce que ImdX = j,,_1(0%) C ImdX.
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Afirmacion 4.
Sea b € B. Entonces &,,(b) € Z,_1 = NucdX ,
En efecto:

oK e, (b) € ImdE | c ImdX |

Luego 0% e, (b) = 0:X 1, (b)

Pero 9;X_1£,(b) = 0 por la propiedad i) que cumple e.

En consecuencia e(b) € NucdX | = Z,,_1(K).

Por la afirmacién 4 podemos garantizar que &,, induce el homomorfismo

¢/ estd bien definida pues €, (b) € ZK | y adem4s
g'(b) = €,(¢) = b—c € Imi, C Nuce, = e,(b—c) = 0= £,(b) = n(c)

. s !
Relacién entre ¢, y €,
Del diagrama conmutativo

B,
En
Tn
_ _Bn K
Bo= iy > 2o 50 KXo

se deduce que €, = j,_10¢,, om,

Como K es aciclico entonces H,(K) = 0 y como P, es proyectivo
en el diagrama

Kn—> 25 —>0

n
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" /!

existe €], : P, — K, tal que 0 ol =¢/,.

Finalmente en el diagrama

Tn

B,~ P

E/,
n ’
E’VL

. K
" Kn K Zn71

n . n
’ ljn \Ljnl
X

Xn 7 Xn-1

€

"
n

: B, — X, mediante ¢!/ := j, oell om,,.

Definimos &

Afirmacién 5.
El morfismo f, = f,—¢
buscando.

"

es el levantamiento f,, : B, — X,, que estamos

En efecto f, cumple las propiedades i) , ii) y iii)

i) Se sabe que &, := 0X o f, — fn_1 0 9B.
Luego fu_1 008 =X o fu — 2.
Por otro lado f,, = fr — €/ = fr. = fu + .
Asi,
fnfloaf:ar)fofn_gn:ar)fo(fn'i'gzl)_gn
=0y o fat 0y oy —en =07 0 fu+ 05 0(jnoeyomy) —en =
=0Xof,+0X0j0elom, —e, = 0X o fr+in_100K 0! om, —e, =
=0Xofu+jn_10€,0my —En =00 fn+en—cn.
Por lo tanto

fnfl Oaf = 87)1( Ofn~

ii)
Pn© fn :pno(fnfelyil) :pnofn*PnOEZ/ =hp —pnojn OEZOﬂn.
0
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Por lo tanto
Dn © fn = hy.
iii)
fnoin = (fn—EZ/)OZ'n:fnoin—E;;IOin:gn—jnOEZOﬂ'noin,
——

0

Por lo tanto

fn oy = 9n-
Antes de continuar con la demostraciéon del teorema daremos algunos
resultados previos.

Sea A un R-médulo, paran > 1 definimos el objeto D,,(A) de Chr como
el complejo de cadenas

(Da(A)x ::{ O sikgnn-l

, sik=nn-—1

donde el operador borde 0, = 14 : A — A, para k = n y Jp = 0, para
k # n. A este complejo se le suele llamar el disco de A.

Lema 1
Sea A un R-médulo, M un objeto de Chg.
Entonces el morfismo

©: Homep,(Dn(A), M) — Hompsean (A, My,)
f = (fn)nzo = fn

es un isomorfismo en la categoria de Conjuntos (biyeccién).

Demostraciéon

Inyectividad
Sean f = (fn)nz() Yyg= (gn)ZO elementos de HomChR (D’IL(A)7M) tales
que ©(f) = ¢(g).
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Entonces f,, = g,. Resta demostrar que f,,_1 = gn_1.
Consideremos el siguiente diagrama

Dn(A): - 0 A—2 oy 0.
T A e
M HMH+1 Onia Mn 63[ n—1 87]:{1 Mn72~'

Como el diagrama es conmutativo se sigue
fnfl = fnfl oly= (924 o fn = a»i\t/[ Ogn =gn-1°1l4 = gn_1.

Por tanto f = g.

Suryectividad
Sea h,, : A — M, un homomorfismo de R-mddulos . Definimos el mor-
fismo de complejos h : D, (A) — M

0, sik=n
hp =X 0Moh,, sik=n-1
0, stk #n,n—1

h cumple p(h) = hy,.

Observaciéon 1

El lema implica que si A un R-médulo proyectivo entonces D,,(A) es lo
que podriamos llamar un complejo de cadenas proyectivo. Esto significa
que si p: M — N es un epimorfismo de complejos de cadenas(o atin un
epimorfismo en grados mayores 6 iguales que 1) entonces cualquier apli-
cacién f : D, (A) — N levanta sobre p una aplicacién g : D, (A) — M.
En efecto: supongamos que A un R-médulo proyectivo y sea el diagrama
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donde p : M — N es un epimorfismo de complejos de cadenas. En el
grado n se tiene el diagrama:

A
§n " lf
L

M, —> N, ——>0

donde p,, es un epimorfismo y A un R-médulo proyectivo. Luego existe
gn + A — My tal que p, 0 g, = fu.
En el grado n — 1 definimos :

gn—1: A— Mn—la In—1 = 87]2/[ O dn-

Luego definimos g = (gx)k=0 , con g = 0 si k # n,n — 1. Se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

1
D,(A): .- 0 A—"—4 0
fl/ gn+1l gn,i gnll \L
M 0 BVI,VV{H Mn 35,,” n—1 (9%_1 Mn—2
g cumple

Pnogn = fnapn—logn—l = pn—loayjyogn = 8yjzvopnogn = ayjyofn = fn—l-

Observemos que para n = 0 se tiene el diagrama

A

groj lfo
P

MO?NOHO
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Supongamos que py no fuera epimorfismo, construiremos gy de la si-
guiente manera:

Nﬁ

No Ny 0

My 0

9y’ o

donde g; ya ha sido construido cuando n = 1. Definimos gy = 9 o g,
se cumple pgo gy =popo M ogr =N oprogr =N o f1 = fo.
Similarmente, cualquier suma de complejos de cadenas de la forma
@D, Dn,(A;) es un complejo de cadenas proyectivo si cada A; es un R-
modulo proyectivo.

Lema 2

Supongamos que P es un objeto aciclico de Chg tal que cada Py es un
R-mddulo proyectivo.Entonces cada médulo Zx(P)(k > 0) es proyectivo
y P es isomorfo, como complejo de cadenas a @)+, Di(Zi—1(P)).

Demostracion.
Sea
91 o G- o7
P PkJrlHPkHPk 1 P1 P0—>0 tal

que Ima,Hl = Nucdf y que Py es proyectivo para todo k > 0 , es
decir, P es aciclico.
Para cada k > 1 definimos el complejo P*) de la siguiente manera:

P; sij>k
(P®); ={ B 1(P)=Imdf sij=k—1
0 sij<k-—2
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Es decir,

P P P
Okt Okt O

P(k) M Pk+2 Pk+1 Pk Imc‘)k 0

el cudl es aciclico y ademas P! = P.
Sean el morfismo inclusién

k oy
p+1) . . Ppis —> Py — > Imdf, 0 0
i \L 81’ \L 81’ i ap l
PR Py~ Py o Py Y~ Imdf —0
y el complejo cociente correspondiente:
=P
O] p Ok
%5"'_)04>1m8%+1 [malf 0.

Por otro lado:

1z
Dk(Zk_l(P)) e —— () —— Zk_l(P) E—— Zk_l(P) —0.
Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

of
P — o Imar

y

Py

s
I'mak_Jrl

R

Pero Zy_1(P) = Nucdx—1 = Imoy.

Luego Zy_1(P) = Im};’ZPH.

Por lo tanto
p(k)

Es evidente que Zy(P) = Py es proyectivo.Por la nota del Lema 1 si
Zo(P) es proyectivo entonces D1 (Zy(P)) es proyectivo.
Por lo tanto
pA)
PO = D1(Zo(P))
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es proyectivo.
Esto implica que

P =PW = p® g D (7,(P)).

Se sabe que un sumando directo de un proyectivo es proyectivo, entonces
se sigue que P es proyectivo y al ser también aciclico cumple las condi-
ciones del lema 2 pero se anula en el grado cero.

Repitiendo el argumento anterior para

oy 5 o5

P(2) : P4 P3 P2 Imaf 0

se logra el isomorfismo
P® = pB) g Dy(Z,(P)).

P®) es proyectivo (sumando directo de pP® proyectivo) pero se anula
en el grado 1. Reemplazando en el isomorfismo anterior se obtiene

P = P® @ Dy(21(P)) & Di(Zo(P)).

Continuando con este argumento para P y asf sucesivamente para P(¥)
(k > 1) se obtiene

P=P® @Dy 1(Z—2(P))® - ® Da(Z1(P)) ® Di(Zo(P))
donde P®*) es proyectivo y se anula en el grado k — 2.

Por lo tanto
“+o0

P =D Di_1(Zk_2(P)).
k=1

Observacién 2

a) En el tltimo paso de la demostracién hemos usado el siguiente
resultado para complejos de cadenas.
Sean A, B dos complejos de cadenas, se cumple:

A=B& AN = B=N
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para todo N ntmero natural y donde el complejo X<V se define
como

af—;-z 81}1( 1
XN, XN+2 Xyt —> Xy —>0.

En el caso de la demostracion anterior hemos hecho

ASk=1 = pk), Bk — .

b) El Lema 2 afirma que si P es un objeto aciclico de Chpr con la
propiedad que cada Py es un R-médulo proyectivo, entonces P es
un complejo de cadenas proyectivo en el sentido del Lema 1.

Ahora estamos en condiciones de realizar la

Demostracién de CM2b)
En efecto, sea el diagrama de complejos de cadenas conmutativo

HX

A
| )
BT>Y

donde ¢ € Cof NW,p € Fib.

Demostraremos que existe un levantamiento ¢ : B — X tal que pog =
h,poi=g.

Por definiciéon de cofibraciéon i es monomorfismo y el coniucleo P =
(B/(Imi)) es un complejo de cadenas con P, =
todo n > 0.

Construimos la sucesion exacta corta de complejos

Im proyectivo para

i T

0 A B P 0.

Una parte de la sucesion exacta larga de homologia correspondientes es:

Hyo(A) 2= Hy(B) —= H,(P) —2= H,_1(A) ——= H,_,(B)
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Como i € W entonces i}, es isomorfismo Vn > 0.
Luego H,(P) =0, para todo n > 1.
Para n = 0 se tiene

- *
7 T

Hy(A) —> Ho(B) —= Ho(P) = 1% —=0.

Imify = Hy(B) = Nucr§, es decir n§ = 0. Por tanto,Hy(P) = Imn§ = 0.
Por la observacién 2b) se concluye que P es un complejo de cadenas
proyectivo en el sentido del Lema 1.

De manera que B = A @ P en el diagrama

7 -

™

0 A

B P 0

donde ¢ es el split tal que po g =14 oidp. Sea el diagrama

f J/hoq
yE

X—>Y—>0

Existe ¢ : P — X tal que po ¢ = h o q. Luego se tiene el diagrama :

B=A®P

N
S

Existe ¢ = (g,9) : B = X tal que
poi=g,  poqg=¢

@ es el levantamiento que estabamos buscando.
En efecto, poyp =po(g,p) = (pog,pop) = (hoi,hogq) =ho(i,q) = h.
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Ademas, por lo anterior poi=g.

La demostracion de CM3 la daremos usando un argumento llamado
argumento del objeto pequeno, el cual es debido a Quillen D.G.

En lo que sigue asumiremos que C es una categoria con todos los colimites
pequenos.

Dado un funtor B : Z+ — C y un objeto A de C, los morfismos naturales
t, : B(n) — colim(B) inducen morfismos

Home (A, B(n)) — Home(A, colim(B)),

los cuales son los suficientemente compatibles para los diversos n para
dar un morfismo candnico

colimp, Hom¢ (A, B(n)) — Home (A, colimB(n)).

En efecto, el diagrama

colimB B(a)

Ytn\

B(n+1)

es conmutativo Vn € Z7.
Vn € Z7T definimos

tr : Hom¢(A, B(n)) — Home (A, Colim(B)), t:(f) =ty o f.

Sea el funtor

Home(A,B(-)): ZT — Set
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colim, Home¢ (A, B(n)) existe y ademds se tiene el diagrama

Hy
ty, /
Home/(A, colim(B)) <~ colim, Home (A, B(n)) B*(a)
‘N
o
" Hn+1

donde H,, = Hom¢(A, B(n)),Hy11 = Home(A,B(n+1)) y

B*(a) = Home(1la, ), con «: B(n) = B(n+1).

Los t}, cumplen : (¢, ,0B%(a))(f) = 5,11 ((B*(a)of)) = tns10B(a)of =
tnr1B(a)o f=t,of =t.(f).

Luego existe un tnico

¢ : colimpHome(A, B(n)) — Home(A, Colim(B)).

En este caso

_ Udisjunta HO?’TLC (A7 B(n))

~

colim, Home (A, B(n))

Luego ¢ estd definida mediante ¢([f]) = t, o fn, donde f,, : A — B(n).
Un objeto A de C es secuencialmente pequeno si para todo funtor
B : Z% — C la aplicacién candnica ¢ anterior es una biyeccién.

Observacion 3

Un conjunto es secuencialmente pequeno si y sélo si es finito.

Un R-médulo es secuencialmente pequetio si tiene una presentacion fini-
ta, es decir, es isomorfo al conticleo de un morfismo entre dos R-médulos
libres finitamente generados.

En particular, R es secuencialmente pequeno. (Basta considerar
h:R— R, h =0 pues en este caso conuc(h) = 2 = % =~ R.)

Un objeto M de C'hp es secuencialmente pequeno si y sélo si un nimero
finito de los médulos M,, son diferentes de cero y cada M, tiene una pre-
sentacion finita.(En este caso se usa el hecho de que colim,, Hom¢ (A, B(n))

2 colim, B(n) = Home (A, colimB(n))

236 Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 203-250 ISSN 1012-3938



CMC Complejos de Cadenas de R-Mddulos

Construccién del Gluing Infinito

Sea F = f; : A; — Bj;cr una familia de morfismos en C.

Supongamos que p : X — Y es un morfismo en C.Deseamos factorizar p
de la siguiente manera:

X —2sx
N
Y

de tal modo que el morfismo X — X' tenga la propiedad de levantamien-
to a derecha (RLP) con respecto a todas las aplicaciones de F.

Por supuesto que podrianos elegir X’ =Y, pero la segunda meta es en-
contrar una factorizacién en la cual X’ esté tan préximo a X como sea
razonablemente posible.

Para cada ¢ € I consideremos el conjunto S(i) de todas los pares de
morfismos (g, h) tales que el siguiente diagrama (*) conmuta

Para cada ¢ € I existe el siguiente diagrama conmutativo

U A,

(g:h)€S(2)
\ g
+g

X

Luego, haciendo variar ¢ € I se obtiene el diagrama conmutativo

I

i€l (g,h)ES(7)

g
+icr+g

X
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Del mismo modo se obtiene el diagrama conmutativo

|_| I_l Bi<—Bi

i€l (g,h)ES(4)

h
-‘riel-‘rx\ L

Y

Definimos la construccién del gluing G*(F, p) como el objeto de C dado
por el diagrama pushout

LI L Avtoms

i (g,h)

U'—'fz‘l i1
LI L] B S GV(F,p)

i (g,h)

En realidad G (F, p) es el coproducto fibrado de +; +gn) 9y Uifi y se
denota por

GH(F,p) = X Ua (Wier Uggnyes) Bi),

donde A = [ |;; U(g,h)eS(z‘) A;.

Esto nos recuerda la construccién de un complejo singular, estamos pe-
gando una copia de B; a X por medio de los A; para cada diagrama
conmutativo (*).

Como se indica, existe un morfismo natural

i1: X = GYF,p)
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Aplicamos la definicién de coproducto cartesiano al diagrama

L] L] arctems o

i (g,h)

UUfi\L

i (g,h)

Se cumple que po(++g) = (++h)olf; . Luego existe p; : GL(F,p) - Y
tal que p; o iy = p. También se puede obtener p; considerando que
G(F,p) es el colimite de + + g y UL f;. Luego se tiene el diagrama

X —% GN(F,p)
épl

v
Y

p

Ahora repetimos el proceso: para k > 1 definimos objetos G*(F,p) y
aplicaciones py, : G*(F,p) — Y inductivamente haciendo

Gk(]‘—,P) = Gl(fvpk—l)a Pe = (Pr—1)1-
Asi obtenemos el diagrama conmutativo:

i i3 ik Gk41

{li lpl ipz pkl

1y 1y 1y 1y ly

Definimos G*(F, p) = colimG*(F,p) donde G°(F, p) = X y lo llamare-
mos la construccién gluing infinito.
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Se tiene el siguiente diagrama

G°(F,p)

Por propiedad universal de colimite existe po : G®(F,p) — Y tal que
Poo Ol = Pp. donde i = tg

Proposicion 5

En la situacién anterior, supongamos que para cada i € I el objeto A;
de Ces secuencialmente pequeno.

Entonces el morfismo py, : G=(F,p) — Ytiene la propiedad RLP con
respecto a cada uno de los morfismos de la familia F.

Demostracion.
Consideremos un diagrama conmutativo que proporciona uno de los
problemas de levantamiento en cuestién:

flg | lpm

D ——
i 3 Y

Puesto que A; es secuencialmente pequeno, significa que la funcién
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@ : colimpHome (A;, GF(F,p)) — Homp(A;, G=(F,p))
[9k] > tr © gk

es una biyeccién, donde gy : A; — G*(F,p), ti, : GF(F,p) — G=(F,p).
Luego para cada g € Homc(A;, G*®(F,p)) existe [gr] con

gr : Ay — GF(F,p) tal que ty o gp = g.

Llamemos g = ¢'.Por lo tanto el diagrama anterior se puede extender
al siguiente diagrama:

A —> GH(F, p) 55 GH(F, p) =2 G(F, p)

A I e ]

Bi h Y 1y Y 1y Y

en el cual la compuesta de la fila superior es g. Ademaés el diagrama es
conmutativo.

En efecto, sabemos que po, 0 g = h o f;.

Pero peo ©9 = poc ©tr 0 g’ = pr o g'. Por lo tanto pp o g’ = ho f;.
Ahora el par (¢',h) contribuye como un indice més en la construccién
de GFT1(F,p) a partir de GF(F,p) de la siguiente manera:
Construccién de G*(F,p)

S@): Ay —3>G*(F,p)

BZ-TY

para todo (g, h) tal que el diagrama es conmutativo.
Para cada i se tienen los diagramas conmutativos

LA ~— 4 |_|Bi<LBi

RN N

G*(F,p) Y
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|_| |_| A, ++g .

i Gk ]:’
R (F.p)
ul-’fiJ/ Tk+1

L |_|) )

i (g;h

Pero el cuadrado conmutativo
A
fll
B

contribuye en la construccién de GFT1(F, p).

Se tiene el morfismo B; : B; — | || | Bicorrespondiente al par (¢’, h),lo
cual, a su vez, da lugar al morfismo B; — G*T1(F, p).

Finalmente, el morfismo ¢ = tx1 0qo f; : Bi — GT(F,p) es el
levantamiento deseado.

’

Y

v h

En efecto

En realidad q o 3; es la restriccion de ¢ a B;.
Por otro lado, go WU f; = tgy1 0+ + g.

Si restingimos + 4 g a A; se obtiene

qoBiofi=qoUU fi=ips10++gla,=ig10o++g.
Por lo tanto
SOOfi=tk+10q0ﬁi0fi:tk+1oik+1og’:g

Poo OP = Poo Olpt10q0 Bi =pry10qoBi =++hofBi=h

correspondiente al par (¢, h).
Antes de demostrar la condicién CM3 desarrollaremos unos resultados
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previos adicionales.
Para n > 1 definimos el complejo de cadenas llamado n-disco:

Ons1=0 0, — 1=
D" = Dy(R) - 0 j 2ir gm0y

Para n > 0 definimos el complejo llamado n-esfera:

Ont1=0 __ 9,=0 Hn—1=0
ST R 0 0

Existe una inclusién obvia j,, : S"~! — D" paran > 1

gn=1) . ... 0 R 0 0
| Lo

la cual viene a ser la identidad de la copia de R en el grado n-1.
Ademi&s convenimos que D y S~ son los complejos nulos y el morfismo
jo : 871 — DO es el morfismo cero.

Observacion 4
Los complejos de cadenas D™ y S™ son secuencialmente pequenos.

Proposicion 6

Un morfismo f: X — Y en Chpg es

a) una fibracién < tiene la RLP con respecto a los morfismos 0 — D™
paratodon > 1,y

b) una fibracién aciclica < tiene la RLP con respecto a los morfismos
jn 8"t — D" paratodon >0y

Demostracién de a)

Suficiencia

Sabemos que R es proyectivo entonces, por la observacién 1, D"(R)
también es proyectivo.

Por otro lado, si f es una fibracién entonces f es un epimorfismo (ain
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considerando los grados n > 1.
Luego en el diagrama conmutativo

0—X

existe el levantamiento [ : D"(R) — X que cumple f ol = h.

Necesidad

Supongamos que f : X — Y cumple la propiedad RLP con respecto a
los morfismos 0 — D™ para todo n > 1.

Demostraremos que f, : X,, — Y, es un epimorfismo para todo n > 1.
En efecto: para n > 1 se cumple que f tiene la propiedad RLP con
respecto al morfismo 0 — D™.

Es decir en todo diagrama conmutativo de la forma

0—X
T
!

existe el levantamiento [ : D"(R) — X que cumple f ol = h.
Sea y € Y, definiremos un morfismo h : D™ — Y de la siguiente manera.
En el grado n se tiene el diagrama correspondiente

0—— X,

B

RTn>Yn

Definimos h,, : R — Y,, mediante h, (1) = y.
El cuadrado es conmutativo y entonces existe [, : R — X, tal que
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fn o ln = hn

Luego f(In(1)) = hn(1) =y

Hacemos = = [,,(1) € X y se cumple f,(x) = y y por lo tanto f, es
epimorfismo.

Demostracién de b)

Necesidad
Sea el diagrama

Snfl 94> X

L]

D"(R) —Y

Es evidente que S™~! es un complejo aciclico tal que en cada grado se
tiene un médulo proyectivo entonces por la observacién 2b) se sigue que
S"~1 es un complejo de cadenas proyectivo.

Por otro lado f es un epimorfismo en el sentido de complejos de cadenas
pues por definicién f, : X,, — Y,, es epimorfismo para n > 1 y, ademas,
como f es equivalencia débil | fo : Xg — Yy es epimorfismo ya que
(fo)« : Ho(X) — Hp(Y) es un isomorfismo(Afirmacién 1).

Luego el diagrama anterior se puede extender a

Finalmente usando la observacién 2)b) se concluye que existe el levan-
tamiento [ : D"(R) — X tal que fol=h
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Suficiencia

Supongamos que f : X — Y cumple la propiedad RLP con respecto a
los morfismos j,, : S"~! — D™ para todo n > 0. Demostraremos que
feFibNW.

Primero demostraremos que f € F'ib.

Consideremos el diagrama conmutativo

00— X,

0

RH

Igual que en la demostracién de a) usando el hecho de que f tiene la
RLP entonces f,, es epimorfismo.

Demostraremos ahora que f = (f,) es una equivalencia débil, es decir
it Hp(X) = Hp(Y) es un isomorfismo.

Demostraremos primero que f es suryectivo.

Sea [ym] € Hp[Y]

Usamos el diagrama

Dm+1 T> Y

haciendo a = 0, Bn—1 = 0yBm (1) = ym se tiene que el diagrama es
conmutativo y, por hipétesis, existe el morfismo I : D™+ — Xtal que
fol=h

Dmtt: R R 0
\L ihn#»l \le ilm 1
8i+1 37},{1 ai—l
X : T Xm+1 Xrn Xm—l —_—

En el grado m
fm ©lm = B . Por lo tanto fi, (1 (1)) = B (1) = Ym.-

246 Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 203-250 ISSN 1012-3938



CMC Complejos de Cadenas de R-Mddulos

Haciendo z,, = l,,(1) se cumple

OX () = X (lm(1)) = ln—1(OR"" (1)) = 0.

m m

La clase [zy,] € Hp(X) cumple fr ([zim]) = [fm(2m)] = [ym].

Para la buena definicién se demuestra que fo, (%) — Ym € IMmOY,.
En efecto 0% (Fou(2m) — ym) = O (fon (@) — O (ym) —

= fm—1(00% (xm)) = 0%, (Ym) = frn-1(0) = Oy (ym) — Oy, (ym) € Imy,.
Demostraremos ahora que f es inyectivo.

En efecto supongamos que [z,,] € H,(X) es tal que

f;;([xm]) = [fm(l’m)] =0.

Debemos demostrar que z,, € 9; ;.
En efecto, se cumple y,, = fn(2n) € Imdy,,,. Entonces existe
Um+1 € Y1 tal que 8};_‘_1(ym+1) = Y. Para esto usaremos el diagrama

D™t T> Y

Construimos los morfismos «, 3, de manera que en el grado m + 1,
Amt1 =0, ﬁm+1 =0y, en el grado m, am(l) =T, f= 6}7/1+1 OBm«H s€
tiene que el diagrama es conmutativo y por hipdtesis existe el morfismo
l: D™ 5 X tal que fol =h.

En el grado m + 1 se tiene el homomorfismo ;41 : R — Xyt1-

Se cumple fr41 0 lny1 = By

Luego frm+1(lm+1(1)) = Bm+1(1) = Ym1.

Haciendo 2,41 = lLina1(1) se cumple

87)71(+1(xm+1) = 8£+1(lm+1(1)) =l (1) = Tm.

Es decir @,,, € 0% ;.

Demostracién de CM3a)
Sea f: X — Y debemos demostrar que se puede factorizar en la forma
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f=p ot dondep’ € FibNnW, 4 € Cof.
En efecto, sea la familia F = {j, : S"~1 — D"},,>.
Por el argumento del objeto pequeno existen homomorfismos

X —=e=F sy,
Usando las proposiciones 4) y 5) se demuestra de inmediato que fo, es
una fibracién aciclica. Resta demostrar que i, es una cofibracion.
En efecto en cada grado n, X,, — GS°(F, f) es la inclusién (por lo tanto
un monomorfismo) pues en este caso G (F, f) = @yso GE(F, f)
Por otro lado sabemos que por construccién
G (F, [)
= R
=D
el cual es proyectivo.
Pero X,, = Imis,. Por lo tanto
: G=(F,[)
C =1~ R
ONUCT o Tmie EB

es proyectivo.

Demostracién de CM3b)

Sea f: X — Y debemos demostrar que se puede factorizar en la forma
f=poidondepe Fib, i’ € Cof NW

La demostracién es muy parecida a la anterior.

En efecto sea la familia 7/ = {0 — D" },,>¢.

Por el argumento del objeto pequeno existen homomorfismos

x —saxF, n—y
Usando las proposiciones 4) y 5) se demuestra de inmediato que fo, es
una fibracién . Resta demostrar que i, es una cofibracién aciclica.
Repitiendo el argumento en la demostracién de CM3a) se tiene que en ca-

da grado n , X,, = G2 (F', f) es la inclusién (por lo tanto un monomor-
fismo). También se cumple

GOO F/
]mzoo @ k.
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Entonces se tiene la sucesién exacta corta que parte

loo

0 X

G—>@PR 0

donde G = G>*(F/, f)
La sucesion exacta de homologia correspondiente es

(i%)n

Hy (@R Hy(X) = B (6) — T Ho (@D R). .

Pero H,+1( R) = H,( R) = 0. Entonces
(i%)n « Hn(X) = Ho(G*(F', f))

oo

es un isomorfismo y, por lo tanto, i, es una equivalencia débil.
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Abstract

Chpg category of R-modules chain complexes is a closed models catego-
ry. We develop as detailed as possible a proof by W.G., Dwyer and J.
Spalinski.
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