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La categoŕıa de complejos de cadenas de R-módulos es una
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Introducción

Una categoŕıa de modelos cerrada, tal como la define Quillen [3], es una

categoŕıa con tres clases espećıficas de morfismos: fibraciones, cofibra-

ciones y equivalencias débiles, los cuales cumplen cinco axiomas, éstos

tienen su base en algunas propiedades que cumplen los espacios topológi-

cos. Pero no solamente la categoŕıa de los espacios topológicos es una

categoŕıa de modelos cerrada. Existen muchas otras y entre ellas está la

categoŕıa ChR de complejos de cadenas de R-módulos.

Este art́ıculo desarrolla, de la manera más detallada posible, la de-

mostración de que en efecto ChR es una categoŕıa de modelos cerrada

[Teorema CMC:ChR].Está basada en una demostración hecha por Dwyer

and Spalinski [1, Teorema 7.2].

Empezamos definiendo lo que es una categoŕıa de modelos cerrada y

enumeranos los axiomas por CM1,CM2,CM3,CM4 y CM5.

Antes de demostrar CM1 desarrollamos algunos resultados referidos a

la categoŕıa de R-módulos. Luego continuamos con las demostraciones

de CM4 y CM5 por ser más rápidas de demostrar. La demostración de

CM2 es un poco más extensa y la demostración de CM3 utiliza el llamado

argumento del objeto pequeño y la construcción del Gluing infinito.

Empezaremos definiendo lo que es una categoŕıa de modelos cerrada.

Categoŕıas de Modelos Cerradas

Una categoŕıa de modelos cerrada(CMC) es una ca-

tegoŕıa C con tres clases distinguidas de morfismos : equivalencias débiles,

fibraciones, y cofibraciones, cada una de las cuales es cerrada bajo com-

posición y contiene a los morfismos identidad. Estas clases de morfismos

son denotadas por W, Fib y Cof respectivamente.
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Se requiere además que C satisfaga los siguientes axiomas (ver[3]).

CM1 Ĺımites y coĺımites finitos existen en C.

CM2 Fib ⊂ r(Cof ∩W ) y Cof ⊂ l(Fib ∩W ), donde r(Cof ∩W ) es

el conjunto de morfismos de Cof ∩Wque tienen la propiedad del

levantamiento a derecha y l(Fib∩W ) es el conjunto de morfismos

de Fib∩W que tienen la propiedad del levantamiento a izquierda.

CM3 ∀f ∈Mor(C) : f = p ◦ i = p′ ◦ i′ donde p ∈ Fib,

i ∈ Cof ∩W,p′ ∈ Fib ∩W, i′ ∈ Cof.

CM4 Si un triángulo conmutativo dos de tres morfismos son equivalen-

cias débiles entonces el tercero también lo es.

CM5 W, Fib y Cof son estables por retractos.

Antes de demostrar que ChR, la categoŕıa de complejos de cadenas de

R-módulos, es una categoŕıa de modelos cerrada daremos algunos pre-

liminares referidos a ModR la categoŕıa de R-módulos [2].

Coĺımite en ModR
Sea F : D →ModR un funtor donde D es una categoŕıa pequeña.

En
⊕

d∈ob(D)

F (d) =
{
(xd)d∈ob(D) : xd ∈ F (d), xd = 0 a.e

}
definimos la relación de equivalencia generada por (xd)d∈D ∼ (yd)d∈D ⇔
∀d, d′ ∈ D, ∃f : d→ d′ talque yd′ = F (f)(xd).

Proposicion 1

colimF =

⊕
d∈ob(D) F (d)

∼
Demostración

Es evidente que colimF es un R-módulo con las operaciones inducidas

por las de
⊕

d∈ob(D) F (d).

Para cada d ∈ ob(D) definimos :

td : F (d) → colimF, td(x) = [(xd)d∈ob(D)],
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donde xd = x, xd′ = 0 , para todo d′ ̸= d. Se demuestra fácilmente que

td es un homomorfismo de R-módulos. Se cumple que ∀f : d → d′ el

siguiente diagrama es conmutativo

F (d)

F (f)

��

td

$$I
IIIIIIII

F (d′)
td′

// colimF

En efecto: Sean x ∈ F (d), y = F (f)(x) ∈ F (d′).

Entonces

(td′ ◦ F (f))(x) = td′(F (f)(x)) = td′(y) = [(yd)d∈obD],

donde yd′ = y, yd = 0 ∀d ̸= d′.

Por otro lado

td(x) = [(xd)d∈obD]

donde xd = x, xd′ = 0 para todo d′ ̸= d.

Pero yd′ = F (f)(xd) para f : d → d′ y para los otros casos existe

0 : d′ → d′′ tal que yd′′ = F (0)(xd′).

Luego (yd)d∈obD ∼ (xd)d∈obD.

Es decir td′F (f)(x) = td(x).

Ahora supongamos que existen

sd : F (d) → X, sd′ : F (d
′) → X

tales que sd′ ◦ F (f) = sd.

F (d)

F (f)

��

sd

&&

td

$$J
JJJJJJJJ

colimF
φ // X

F (d′)

td′

::ttttttttt sd′

88
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Definimos

φ : colimF → X, φ([(xd)d∈ob(D)
]) =

∑
d∈ob(D)

sd(xd).

i) φ está bien definida:

Sean (xd)d∈D ∼ (yd)d∈D elementos de colimF, entonces para todo

d, d′ ∈ D, existe g : d′ → d tal que xd = F (g)(yd′).

Luego sd(xd) = sd(F (g)(yd′)) = sd′(yd′), de donde
∑

d∈ob(D)

sd(xd) =∑
d′∈ob(D)

sd′(yd′).

Por lo tanto φ([(xd)d∈ob(D)
]) = φ([(yd)d∈D]).

ii) φ es un homomorfismo de R-módulos.

Sean (xd)d∈D, (yd)d∈D ∈
⊕

d∈ob(D) F (d), λ ∈ R.

φ([x]+[y]) = φ([x+y]) = φ([(xd+yd)d∈ob(D)
]) =

∑
d∈ob(D)

sd(xd+yd)

=
∑

d∈ob(D)

sd(xd)+
∑

d∈ob(D)

sd(yd) = φ([(xd)d∈ob(D)
])+φ([(yd)d∈ob(D)

])

Luego

φ([x] + [y]) = φ([x]) + φ([y]).

Por otro lado:

φ(λ[x]) = φ([(λxd)d∈ob(D)
]) =

∑
d∈ob(D)

sd(λxd)

= λ
∑

d∈ob(D)

sd(xd)

= λφ([x]).

iii) φ cumple φ ◦ td = sd.

En efecto:
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(φ ◦ td)(x) = φ([(xd)d∈ob(D)
]) , donde (xd) = x, xd′ = 0,∀d′ ̸= d.

(φ ◦ td)(x) =
∑

d∈ob(D)

sd(xd) = sd(x).

iv) φ es único

Supongamos que existan dos homomorfismos de R-módulos φ1, φ2 :

colimF → X tales que φ1 ◦ td = sd, φ2 ◦ td = sd.

Demostraremos que φ1 = φ2. En efecto : Sea [(xd)d∈ob(D)
] ∈ colimF, x =

(xd)d∈ob(D)
∈
⊕

d∈ob(D) F (d), se cumple : xd = 0 excepto en un número

finito de d ∈ ob(D).

Asumamos que xd1 , xd2 , · · ·xdr−1 , xdr son diferentes de cero.

Hacemos x1 = (xδ)δ∈ob(D)
, xj = 0 excepto cuando δ = d1,

x2 = (xδ)δ∈ob(D)
, xδ = 0 excepto cuando δ = d2,

y aśı hasta llegar a definir xn = (xδ)δ∈ob(D)
, xδ = 0 excepto cuando δ = dn

Luego x = x1 + x2 + · · ·+ xn.

Como φ1, φ2 son homorfismos de R-módulos entonces

φ1([x]) = φ1[(x1 + x2 + · · ·+ xn)] = φ1[(x1)] + · · ·+ φ1[(xn)] =

= (φ1 ◦ td)(x1) + · · ·+ (φ1 ◦ td)(xn) = (φ2 ◦ td)(x1 + x2 + · · ·+ xn) =

= (φ2 ◦ td)(x) = (φ2 ◦ td)(x) = φ2([x])

Luego φ1 = φ2.

Ĺımite en ModR

Proposición 2

Sea F : D →ModR un funtor donde D es una categoŕıa pequeña.

Entonces limF = {(xd)d∈ob(D) ∈
∏
d∈ob(D) F (d) : xd ∈ F (d),

∀f : d→ d′, xd′ = F (f)(xd)}

Demostración

Sean (xd)d∈D, (yd)d∈D elementos de limF, λ ∈ R entonces (xd+ yd)d∈D,
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λ(xd)d∈D ∈ limF.

En efecto: Sea f : d → d′ tales que xd′ = F (f)(xd), yd′ = F (f)(yd) ,

entonces

xd′ + yd′ = F (f)(xd) + F (f)(yd) = F (f)(xd + yd), λxd′ = λF (f)(xd) =

F (f)(λxd).

Por tanto limF es un submódulo de
∏
d∈ob(D) F (d). Definimos

td : limF → F (d), td((xd)d∈ob(D)) = xd

(proyección natural). Se cumple que ∀f : d → d′ el siguiente diagrama

es conmutativo.

F (d)

F (f)

��
limF τd′

//

τd

;;wwwwwwwww
F (d′)

En efecto:

(F (f) ◦ td)((xd)d∈D) = F (f)(xd) = xd′ = td′((xd)d∈D).

Supongamos que para todo d, d′ ∈ ObD existen sd : X → F (d),

sd′ : X → F (d′) tales que F (f) ◦ sd = sd′ .

F (d)

F (f)

��

X
ψ //

sd′ ,,

sd
22

limF

τd′ ##H
HH

HH
HH

HH

τd
;;vvvvvvvvv

F (d′)

Definimos

ψ : X → limF, ψ(x) = (xd)d∈ob(D), xd = sd(x),∀d ∈ ob(D)

i) ψ está bien definida.

En efecto:
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∀f : d → d
′
: xd′ = sd′(x) = (F (f) ◦ sd)(x) = F (f)(sd(x)) =

F (f)(xd).

ii) ψ cumple td ◦ ψ = sd.

(td ◦ ψ)(x) = td(ψ(x)) = td((xd)d∈obD), donde xd = x, xd′ =

0,∀d′ ̸= d.

(td ◦ ψ)(x) = xd = sd(x),∀x ∈ X.

iii) Es evidente que ψ es un homomorfismo de R-módulos.

iv) ψ es único.

Supongamos que existen ψ1, ψ2 : X → limF tales que td ◦ ψ1 = sd,

td ◦ ψ2 = sd,∀d ∈ ob(D).

Demostraremos que ψ1 = ψ2.

Sea x ∈ X y supongamos que ψ1(x) = (xd)d∈objD ∈ limF y ψ2(x) =

(yd)d∈objD ∈ limF.

Entonces td(ψ1(x)) = td(ψ2(x)),∀d ∈ ob(D).

Luego td((xd)d∈objD) = td((yd)d∈objD),∀d ∈ ob(D).

Por lo tanto xd = yd,∀d ∈ ob(D) Es decir ψ1(x) = ψ2(x),∀x ∈ X.

Coĺımite en ChR
Sea F : D → ChR un funtor donde D es una categoŕıa pequeña. Para

cada f : d→ d
′
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

F (d) :

F (f)

��
F (d′) :

· · · // Fn(d)

Fn(f)

��

∂ // Fn−1(d)

Fn−1(f)

��

// · · ·

· · · // Fn(d′)
∂

// Fn−1(d
′) // · · ·

· · · // F1(d)

F1(f)

��

∂ // F0(d)

F0(f)

��

// 0

· · · // F1(d
′)

∂
// F0(d

′) // 0

Para cada n ≥ 0 tenemos el funtor

Fn : D → ChR, d 7→ Fn(d), d→ d′ 7→ Fn(d) → Fn(d
′).
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Por lo anterior, para cada n ≥ 0 existe colimFn.

Definimos el complejo de cadenas : colimF = (colimFn, ∂n)n≥0 donde

∂n : colimFn → colimFn−1 es el morfismo inducido por los morfismos

borde de los complejos F (d).

Es decir,

∂n([(x
n
d )d∈ob(D)]) = [∂n(x

n
d )d∈ob(D)].

Proposición 3

colimF cumple las condiciones de coĺımite de F.

Demostración.

Para cada d → ob(D) definimos td : F (d) → colimF como el morfismo

de complejos de cadenas td = (tnd )n≥0 donde tnd : Fn(d) → colimFn es el

homomorfismo de R-módulos definido como antes para cada n ≥ 0.

Usando el hecho de que colimFn cumple las condiciones de coĺımite de

Fn : D → ModR para cada n ≥ 0 se demuestra que colimF cumple las

condiciones de coĺımite para F : D → ChR.

Ĺımite en ChR
Sea F : D → ChR un funtor donde D es una categoŕıa pequeña.

Similarmente al caso de coĺımite de F para cada n ≥ 0 tenemos un fun-

tor Fn : D →ModR para el cual sabemos que existe limFn.

Definimos el complejo de cadenas limF = (limFn, ∂n)n≥0 donde

∂n : limFn → limFn−1 es el morfismo ∂n((x
n
d )d∈ob(D)) = (∂n(x

n
d ))d∈ob(D).

Proposición 4

limF cumple las condiciones de ĺımite de F .

Demostración.

Análoga a la de colimF .

Un morfismo f = (fn)n≥0 :M → N en ChR es

1. Una equivalencia débil si f induce isomorfismos

Hn(f) : Hn(M) → Hn(N)
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para cada n ≥ 0.

2. Una cofibración si para cada n ≥ 0 el homomorfismo fn :Mn → Nn
es un monomorfismo y Conuc(fn) es un R-módulo proyectivo.

3. Una fibración si para cada n > 0 el homomorfismo fn :Mn → Nn
es un epimorfismo.

Entonces, con estas flechas distinguidas construimos los conjuntos W ,

Cof , y Fib de equivalencias débiles, cofibraciones y fibraciones respecti-

vamente.

Teorema(CMC: ChR)

(ChR,W, F ib, Cof) es una categoŕıa de modelos cerrada. (Ver[1, Teore-

ma 7.2]).

Demostración

Es evidente que W,Fib son estables por composición y contienen a los

isomorfismos.

Para el caso de Cof , supongamos que f, g ∈ Cof . Demostraremos que

g ◦ f ∈ Cof .

En efecto:

M

g◦f   B
BB

BB
BB

B
f // N

g

��
P

Para cada n ≥ 0, es evidente que (g ◦ f)n = gn ◦ fn es un monomorfismo

pues fn y gn lo son.

Por otro lado se cumple que las sucesiones

0 // Mn
fn // Nn // Conuc(fn) // 0

0 // Nn
gn // Pn // Conuc(gn) // 0
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son exactas cortas y parten para cada n ≥ 0. Luego

Nn ∼=Mn ⊕ Conuc(fn), Pn ∼= Nn ⊕ Conuc(gn).

En consecuencia,

Pn ∼=Mn ⊕ Conuc(fn)⊕ Conuc(gn).

De donde
Pn
Mn

∼= Conuc(fn)⊕ Conuc(gn)

es proyectivo, pues Conuc(fn) y Conuc(gn) lo son.

Es decir
Pn
Mn

∼=
Pn

Im(g ◦ f)n
= Conuc(g ◦ f)n

es proyectivo.

También se cumple que si f : M → N es un isomorfismo entonces f es

una cofibración.

En efecto: es obvio que fn es un monomorfismo para n ≥ 0.

Además, para n ≥ 0

Conuc(fn) =
Nn
Imfn

=
Nn
Nn

= 0

es proyectivo.

Demostración de CM1

Por las proposiciones anteriores ya sabemos que para todo funtor

F : D → ChR, donde D es una categoŕıa pequeña, existen limF, colimF .

Demostración de CM4

En el triángulo conmutativo

M

g◦f   B
BB

BB
BB

B
f // N

g

��
P
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a) Supongamos que f, g ∈W .Demostraremos que g ◦ f ∈W .

En efecto: para cada n ≥ 0

Hn(f) : Hn(M) → Hn(N), Hn(g) : Hn(N) → Hn(P )

son isomorfismos. Luego Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦ Hn(f) : Hn(M) →
Hn(P ) también es un isomorfismo.

b) Supongamos que g, g ◦ f ∈W .Demostraremos que f ∈W .

En efecto: para cada n ≥ 0

Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f) suryectiva y Hn(g) inyectiva implican

que Hn(f) es suryectiva.

Por otro lado, Hn(g ◦ f) inyectiva implica Hn(f) inyectiva.

Por lo tanto Hn(f) es un isomorfismo.

c) Supongamos que f, g ◦ f ∈W .Demostraremos que g ∈W .

En efecto: para cada n ≥ 0

Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f) suryectiva implica Hn(g) suryectiva.

Por otro lado, Hn(g ◦ f) inyectiva y Hn(f) suryectiva implican

Hn(g) inyectiva.

Por lo tanto Hn(f)es un isomorfismo.

Demostración de CM5

a) W es estable por retractos.

En efecto: sea f :M → N una equivalencia débil.

Si g : M ′ → N ′ es un retracto de f demostraremos que g es una

equivalencia débil.

Para cada n ≥ 0 existe el diagrama conmutativo

M ′
n

gn

��

in // Mn

fn

��

rn // M ′
n

gn

��
N ′
n jn

// Nn qn
// N ′

n
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Además rn ◦ in = 1M ′
n
, qn ◦ jn = 1N ′

n
.

Del diagrama anterior se obtiene el diagrama conmutativo

Hn(M
′)

Hn(g)

��

Hn(i) // Hn(M)

Hn(f)

��

Hn(r) // Hn(M
′)

Hn(g)

��
Hn(N

′)
Hn(j)

// Hn(N)
Hn(q)

// Hn(N
′)

Además se cumplen Hn(r) ◦ Hn(i) = 1Hn(M ′),Hn(q) ◦ Hn(j) =

1Hn(N ′), por la funtorialidad de Hn.

Por otro lado sabemos que ∃Hn(f)
−1 pues f ∈W .

Afirmamos: ∃Hn(g)
−1 y

Hn(g)
−1 = Hn(r)Hn(f)

−1Hn(j).

En efecto: Hn(g) ◦Hn(g)
−1 = Hn(g)Hn(r)Hn(f)

−1Hn(j)=

= Hn(q)Hn(f)Hn(f)
−1Hn(j) = Hn(q)Hn(j) =

= Hn(q ◦ j) = 1Hn(N ′).

Por tanto Hn(g) es un isomorfismo y aśı g ∈W .

b) Fib es estable por retractos. En efecto: sea f : M → N una fi-

bración.

Si g : M ′ → N ′ es un retracto de f demostraremos que g es una

fibración.

Si g es un retracto de f , para cada n ≥ 0, existe el diagrama

conmutativo

M ′
n

gn

��

in // Mn

fn

��

rn // M ′
n

gn

��
N ′
n jn

// Nn qn
// N ′

n

Además rn ◦ in = 1M ′
n
, qn ◦ jn = 1N ′

n
.

Se cumple: para cada n ≥ 1, fn : Mn → Nn es un epimorfismo.

Demostraremos que para cada n ≥ 1, gn :M ′
n → N ′

n es un epimor-

fismo. Sean hn, h
′
n : N ′

n → Zn tales que h′n◦gn = hn◦gn :M ′
n → Zn
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en el siguiente diagrama conmutativo

M ′
n

gn

��

in // Mn

fn

��

rn // M ′
n

gn

��
N ′
n jn

// Nn qn
// N ′

n

hn //

hn′
// Zn

tal que rn ◦ in = 1M ′
n
, qn ◦ jn = 1N ′

n
.

Se cumple:

h′n ◦ gn ◦ rn︸ ︷︷ ︸ = hn ◦ gn ◦ rn︸ ︷︷ ︸
h′n ◦ qn ◦ fn︸ ︷︷ ︸ = hn ◦ qn ◦ fn︸ ︷︷ ︸

pero fn es epimorfismo, entonces h′n ◦ qn = hn ◦ qn.
También qn es epimorfismo ya qué qn ◦ jn = 1N ′

n
. Luego h′n = hn.

Por lo tanto gn es un epimorfismo.

c) Cof es estable por retractos.

Supongamos que f ∈ Cof . Demostraremos que g ∈ Cof .

En efecto: si g es un retracto de f , existe un diagrama conmutativo

M ′
n

gn

��

in // Mn

fn

��

rn // M ′
n

gn

��
N ′
n jn

// Nn qn
// N ′

n

tales que rn ◦ in = 1M ′
n
, qn ◦ jn = 1N ′

n
.

c1) Sea n ≥ 0, demostraremos que fn :Mn → Nn es un monomor-

fismo.

Sean kn, k
′
n : Zn → M ′

n tales que fn ◦ kn = gn ◦ k′n : M ′
n → Zn en

216 Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 203-250 ISSN 1012-3938



CMC Complejos de Cadenas de R-Módulos

el siguiente diagrama conmutativo

Z
kn //

k′n

// M ′
n

gn

��

in // Mn

fn

��

rn // M ′
n

gn

��
N ′
n jn

// Nn qn
// N ′

n

tales que rn ◦ in = 1M ′
n
, qn ◦ jn = 1N ′

n
. Se cumple:

jn ◦ gn︸ ︷︷ ︸ ◦kn = jn ◦ gn︸ ︷︷ ︸ ◦k′n
fn ◦ in︸ ︷︷ ︸ ◦kn = fn ◦ in︸ ︷︷ ︸ ◦k′n

pero fn ◦ in es monomorfismo, entonces kn = k′n.

Por lo tanto fn es un epimorfismo.

c2) Sea n ≥ 0, demostraremos que Conuc(fn) es un módulo proyec-

tivo.

En efecto: haciendo Cn = Conuc(fn), C
′
n = Conuc(gn) se obtiene

el siguiente diagrama conmutativo

M ′
n

gn

��

in // Mn

fn

��

rn // M ′
n

gn

��
N ′
n

π′
n

��

jn
// Nn

πn

��

qn
// N ′

n

π′
n

��
C ′
n j∗n

// Cn
q∗n

// C ′
n

donde πn y π′
n son las proyecciones naturales.

Consideremos el siguiente diagrama

C ′
n

φn

~~
αn

��
An

βn

// Bn // 0
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donde βn : An → Bn es un epimorfismo y αn : C ′
n → Bn es

cualquier homomorfismo.

Para demostrar que C ′
n es proyectivo basta demostrar la existencia

de un homomorfismo φn : C ′
n → An tal que βn ◦ φn = αn.

Consideremos el siguiente diagrama

Cn

φ̃n





q∗n
��

C ′
n

φn

~~
αn

��

j∗n

OO

An
βn

// Bn // 0

Como Cn es proyectivo entonces existe φ̃n : Cn → An tal que

βn ◦ φ̃n = αn ◦ q∗n.
Definimos φn = φ̃n ◦ j∗n
φn cumple: βn ◦ φn = βn ◦ φ̃n︸ ︷︷ ︸ ◦j∗n = αn ◦ q∗n︸ ︷︷ ︸ ◦j∗n = αn.

Demostración de CM2a)

Sea el diagrama de complejos de cadenas conmutativo

A

i

��

g // X

p

��
B

h
// Y

donde i ∈ Cof, p ∈ Fib∩W . Demostraremos que existe un levantamiento

f : B → X tal que f ◦ i = g, p ◦ f = h.

Si p ∈ Fib entonces pn : Xn → Yn es un epimorfismo para todo n ≥ 1.

Afirmación 1.

p0 : X0 → Y0 es un epimorfismo.
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En efecto:

Dado el diagrama

X :

p

��
Y :

· · ·
∂X
2 // X1

p1

��

∂X
1 // X0

p0

��
· · ·

∂Y
2

// Y1
∂Y
1

// Y0

Construimos el diagrama:

0 // Im∂X1

p̃0

��

// X0

p0

��

// X0

Im∂X
1

(p0)∗

��

// 0

0 // Im∂Y1
// Y0 // Y0

Im∂Y
1

// 0

donde las filas son exactas, los cuadrados son conmutativos, p̃0 es la

restricción de p0 a Im∂X1 y (p0)∗ es el homorfismo inducido por p0.

En seguida demostramos que p̃0 es un epimorfismo.

En efecto: Sea z ∈ Im∂Y1 , existe y ∈ Y1 tal que ∂Y1 (y) = z.

Como p1 es epimorfismo existe x ∈ X1 tal que p1(x) = y.

Luego ∂X1 (x) ∈ Im∂X1 cumple:

p̃0(∂
X
1 (x)) = ∂Y1 (p1(x)) = ∂Y1 (y) = z ∈ Im∂Y1 ,

pues p es morfismo de cadenas,y aśı p0 ◦ ∂X1 = ∂Y1 ◦ p1. Luego p̃0 es un

epimorfismo.

Ahora (p0)∗ es epimorfismo pues p ∈W .

Aplicando el lema de los cinco (ver[2]) :

Como p̃0 y (p0)∗ son epimorfismos entonces p0 es un epimorfismo.

Por lo tanto pn : Xn → Yn es un epimorfismo para todo n ≥ 0 Como

consecuencia de la afirmación 1 obtenemos la sucesión exacta corta

0 // K
j // X

p // Y // 0

donde K = Nucp y j es la inclusión.
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Afirmación 2.

K es aćıclico.

En efecto, una parte de la sucesión exacta larga de homoloǵıa correspon-

diente a la sucesión exacta corta anterior es la siguiente

Hn+1(X)
p∗n+1 // Hn+1(Y )

δn+1 // Hn(K)
j∗n // Hn(X)

p∗n // Hn(Y )

Como p∗n+1 es epimorfismo yp∗n es monomorfismo entonces Hn(K) = 0,

para todo n ≥ 0.Por tanto K es aćıclico.

Ahora construiremos el morfismo requerido f = (fn)n≥0, fn : Bn → Xn

por inducción sobre n.

Para n = 0, consideremos el diagrama

A :

i

��
B :

· · ·
∂A
2 // A1

i1

��

∂A
1 // A0

i0

��
· · ·

∂B
2

// B1
∂B
1

// B0

Como i : A → B es una cofibración, entonces i0 : A0 → B0 es un

monomorfismo y Conuc i0 = B0

Imi0
es proyectivo.

Luego la sucesión

0 // Im i0 // B0
// B0

Im i0
// 0

es exacta corta y parte.

Por tanto B0
∼= A0 ⊕ P0 donde A0 = Im i0, P0 = Conuc i0 = B0

Imi0
es

módulo proyectivo.

Por otro lado se tiene el diagrama conmutativo

A0

i0

��

g0 // X0

p0

��
P0

j0 //
B0π0

oo
h0

// Y0
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donde j0 es la inclusión tal que j0 ◦ π0 = 1B0
.

Luego en el diagrama

P0

k0

~~
h0◦j0
��

X0 p0
// Y0 // 0

existe k0 : P0 → X0 tal que p0 ◦ k0 = h0 ◦ j0 pues P0 es un módulo

proyectivo.

Ahora consideremos el diagrama

B0
∼= A0 ⊕ P0

f0

��

A0

i0

88rrrrrrrrrrr

g0
&&MMMMMMMMMMM P0

j0
ffLLLLLLLLLLL

k0xxrrrrrrrrrrrr

X0

Existe un único morfismo f0 = (g0, k0) tal que cumple:

i) f0 ◦ i0 = (g0, k0) ◦ i0 = g0,

ii)p0◦f0 = p0◦(g0, k0) = (p0◦g0, p0◦k0) = (h0◦i0, h0◦j0) = h0◦(i0, j0) =
h0,

pues (h0 ◦ (i0, j0))(a0, b0) = h0 ◦ (i0(a0), j0(b0)) = h0(a0, b0),

∀(a0, b0) ∈ Bn
entonces h0 ◦ (i0, j0) = h0. Además se tiene el cuadrado conmutativo.

B0

0

��

f0 // X0

0

��
0

0
// 0

Asumamos que para 0 < k < n han sido construidos homomorfismos

fk : Bk → Xk con las siguientes propiedades:
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Ak

ik

��

gk // Xk

pk

��
Bk

hk

//

fk
==||||||||
Yk

Bk

fk

��

∂B
k // Bk−1

fk−1

��
Xk

∂X
k

// Xk−1

i)∂Xk ◦ fk = fk−1 ◦ ∂Bk , 1 ≤ k < n,

ii)pk ◦ fk = hk, 0 ≤ k < n,

iii)fk ◦ ik = gk, 0 ≤ k < n.

Construiremos entonces fn que cumpla i), ii) y iii). Para ello repetimos

el mismo argumento que para n = 0.

Es decir, consideramos el digrama conmutativo

An

in

��

gn // Xn

pn

��
Bn

hn

// Yn

y obtenemos la sucesión exacta corta que parte

0 // Imin
j // Bn

p // Bn

Imin
// 0 .

Por tanto Bn = An ⊕ Pn donde An = Imin, Pn = Conuc in = Bn

Imin
es

módulo proyectivo.

Por otro lado se tiene el diagrama conmutativo

An

in

��

gn // Xn

pn

��
Pn

jn //
Bnπn

oo
hn

// Yn
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donde jn es la inclusión tal que jn ◦ pn = 1Bn
. Luego en el diagrama

Pn
kn

}}
hn◦jn
��

Xn pn
// Yn // 0

existe kn : Pn → Xn tal que pn ◦ kn = hn ◦ jn pues Pn es un módulo

proyectivo.

Ahora consideremos el diagrama

Bn ∼= An ⊕ Pn

f̃n

��

An

in

88qqqqqqqqqqq

gn
&&MMMMMMMMMMMM Pn

jn
ffMMMMMMMMMMM

knxxqqqqqqqqqqqq

Xn

Existe un único morfismo f̃n = (gn, kn) tal que cumple:

ii)pn ◦ f̃n = pn ◦ (gn, kn) = (pn ◦ gn, pn ◦ kn) = (hn ◦ in, hn ◦ jn) =

hn ◦ (in, jn) = hn,

iii) f̃n ◦ in = (gn, kn) ◦ in = gn,

pues (hn ◦ (in, jn))(an, bn) = hn ◦ (in(an), jn(bn)) = hn(an, bn),

∀(an, bn) ∈ Bn
entonces hn ◦ (in, jn) = hn.

En conclusión hemos construido un morfismo f̃n que cumple ii) y iii)

pero no necesariamente cumple i).

Mejoraremos la construcción de f̃ para que ello ocurra.

Definamos el homomorfismo εn : Bn → Xn−1 mediante

εn := ∂Xn ◦ f̃n − fn−1 ◦ ∂Bn .
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Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo

B :

f

��
X :

· · ·
∂B
n+1 // Bn

f̃n
��

εn

""E
EEEEEEE

∂B
n // Bn−1

fn−1

��

εn−1

##H
HH

HH
HH

HH

∂B
n−1 // Bn−2

fn−2

��

∂B
n−2 // · · ·

· · ·
∂X
n+1 // Xn

∂X
n

// Xn−1
∂X
n−1

// Xn−2
∂X
n−2

// · · ·

Afirmación 3.

εn cumple

i) ∂Xn−1 ◦ εn = 0

En efecto:

∂Xn−1 ◦ εn = ∂Xn−1 ◦ (∂Xn ◦ f̃n − fn−1 ◦ ∂Bn ) =
= ∂Xn−1 ◦ ∂Xn︸ ︷︷ ︸ ◦f̃n−∂Xn−1 ◦ fn−1︸ ︷︷ ︸ ◦∂Bn = 0−fn−2◦∂Bn−1 ◦ ∂Bn︸ ︷︷ ︸ = −fn−2◦0 =

0

ii) pn−1 ◦ en = 0.

En efecto :

pn−1 ◦ εn = pn−1 ◦ (∂Xn ◦ f̃n − fn−1 ◦ ∂Bn ) =
= pn−1 ◦ ∂Xn︸ ︷︷ ︸ ◦f̃n − pn−1 ◦ fn−1︸ ︷︷ ︸ ◦∂Bn = ∂Yn ◦ pn ◦ f̃n︸ ︷︷ ︸−hn−1 ◦ ∂Bn = ∂Yn ◦

hn − hn−1 ◦ ∂Bn = 0 iii)εn ◦ in = 0.

En efecto:

εn ◦ in = (∂Xn ◦ f̃n − fn−1 ◦ ∂Bn ) ◦ in = ∂Xn ◦ f̃n ◦ in − fn−1 ◦ ∂Bn ◦ in =

= ∂Xn ◦ gn − fn−1 ◦ in−1 ◦ ∂An = ∂Xn ◦ gn − gn−1 ◦ ∂An = 0.

Por otro lado, del diagrama conmutativo

Kn

jn

��

∂K
n // Kn−1

jn−1

��
Xn

∂X
n

// Xn−1

se deduce que Im∂Kn
∼= jn−1(∂

K
n ) ⊂ Im∂Xn .
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Afirmación 4.

Sea b ∈ B. Entonces εn(b) ∈ Zn−1 = Nuc∂Kn−1

En efecto:

∂Kn−1εn(b) ∈ Im∂Kn−1 ⊂ Im∂Xn−1

Luego ∂Kn−1εn(b) = ∂Xn−1εn(b)

Pero ∂Xn−1εn(b) = 0 por la propiedad i) que cumple ε.

En consecuencia ε(b) ∈ Nuc∂Kn−1 = Zn−1(K).

Por la afirmación 4 podemos garantizar que εn induce el homomorfismo

ε′ :
Bn
Imin

→ Zn−1(K), ε′n(b) = εn(b)

ε′ está bien definida pues εn(b) ∈ ZKn−1 y además

ε′(b) = εn(c) ⇒ b−c ∈ Imin ⊂ Nuc εn ⇒ εn(b−c) = 0 ⇒ εn(b) = εn(c)

Relación entre εn y ε′n
Del diagrama conmutativo

Bn
εn

''
πn

��
Pn = Bn

Imin ε′n

// ZKn−1 jn−1

// Xn−1

se deduce que εn = jn−1 ◦ ε′n ◦ πn

Como K es aćıclico entonces Hn(K) = 0 y como Pn es proyectivo

en el diagrama

Pn
ε′′n

||
ε′n
��

Kn
∂K
n

// ZKn−1
// 0
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existe ε′′n : Pn → Kn tal que ∂Kn ◦ ε′′n = ε′n.

Finalmente en el diagrama

Bn

ε′′′n

��

πn

,, Pn
ε′′n

||yy
yy

yy
yy

y
ε′n
��

Kn

jn

��

∂K
n

// ZKn−1

jn−1

��
Xn

∂X
n

// Xn−1

Definimos ε′′′n : Bn → Xn mediante ε′′′n := jn ◦ ε′′n ◦ πn.

Afirmación 5.

El morfismo fn = f̃n−ε′′′n es el levantamiento fn : Bn → Xn que estamos

buscando.

En efecto fn cumple las propiedades i) , ii) y iii)

i) Se sabe que εn := ∂Xn ◦ f̃n − fn−1 ◦ ∂Bn .
Luego fn−1 ◦ ∂Bn = ∂Xn ◦ f̃n − εn.

Por otro lado fn = f̃n − ε′′′n ⇒ f̃n = fn + ε′′′n .

Aśı,

fn−1 ◦ ∂Bn = ∂Xn ◦ f̃n − εn = ∂Xn ◦ (fn + ε′′′n )− εn
= ∂Xn ◦ fn + ∂Xn ◦ ε′′′n − εn = ∂Xn ◦ fn + ∂Xn ◦ (jn ◦ ε′′n ◦ πn)− εn =

= ∂Xn ◦fn+∂Xn ◦jn◦ε′′n◦πn−εn = ∂Xn ◦fn+jn−1◦∂Kn ◦ε′′n◦πn−en =

= ∂Xn ◦ fn + jn−1 ◦ ε′n ◦ πn − εn = ∂Xn ◦ fn + εn − εn.

Por lo tanto

fn−1 ◦ ∂Bn = ∂Xn ◦ fn.

ii)

pn ◦fn = pn ◦ (f̃n− ε′′′n ) = pn ◦ f̃n−pn ◦ ε′′′n = hn−pn ◦ jn︸ ︷︷ ︸
0

◦ε′′n ◦πn.
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Por lo tanto

pn ◦ fn = hn.

iii)

fn ◦ in = (fn− ε′′′n ) ◦ in = fn ◦ in− ε′′′n ◦ in = gn− jn ◦ ε′′n ◦ πn ◦ in︸ ︷︷ ︸
0

.

Por lo tanto

fn ◦ in = gn.

Antes de continuar con la demostración del teorema daremos algunos

resultados previos.

Sea A un R-módulo, para n ≥ 1 definimos el objeto Dn(A) de ChR como

el complejo de cadenas

(Dn(A))k :=

{
0, si k ̸= n, n− 1

A, si k = n, n− 1

donde el operador borde ∂k = 1A : A → A, para k = n y ∂k = 0, para

k ̸= n. A este complejo se le suele llamar el disco de A.

Lema 1

Sea A un R-módulo, M un objeto de ChR.

Entonces el morfismo

φ : HomChR
(Dn(A),M) → HomModR(A,Mn)

f = (fn)n≥0 7→ fn

es un isomorfismo en la categoŕıa de Conjuntos (biyección).

Demostración

Inyectividad

Sean f = (fn)n≥0 y g = (gn)≥0 elementos de HomChR
(Dn(A),M) tales

que φ(f) = φ(g).
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Entonces fn = gn. Resta demostrar que fn−1 = gn−1.

Consideremos el siguiente diagrama

Dn(A) :

f

��
g

��
M :

· · · // 0

�� ��

// A
1A //

fn

��
gn

��

A

fn−1

��
gn−1

��

// 0 ...

����
· · · // Mn+1

∂n+1

// Mn
∂M
n

// Mn−1
∂M
n−1

//// Mn−2...

Como el diagrama es conmutativo se sigue

fn−1 = fn−1 ◦ 1A = ∂Mn ◦ fn = ∂Mn ◦ gn = gn−1 ◦ 1A = gn−1.

Por tanto f = g.

Suryectividad

Sea hn : A → Mn un homomorfismo de R-módulos . Definimos el mor-

fismo de complejos h : Dn(A) →M

hk :=


0, si k = n

∂Mn ◦ hn, si k = n− 1

0, si k ̸= n, n− 1

h cumple φ(h) = hn.

Observación 1

El lema implica que si A un R-módulo proyectivo entonces Dn(A) es lo

que podŕıamos llamar un complejo de cadenas proyectivo. Esto significa

que si p :M → N es un epimorfismo de complejos de cadenas(o aún un

epimorfismo en grados mayores ó iguales que 1) entonces cualquier apli-

cación f : Dn(A) → N levanta sobre p una aplicación g : Dn(A) → M.

En efecto: supongamos que A un R-módulo proyectivo y sea el diagrama

Dn(A)
g

{{
f

��
M p

// N // 0
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donde p : M → N es un epimorfismo de complejos de cadenas. En el

grado n se tiene el diagrama:

A
gn

}}
fn

��
Mn pn

// Nn // 0

donde pn es un epimorfismo y A un R-módulo proyectivo. Luego existe

gn : A→Mn tal que pn ◦ gn = fn.

En el grado n− 1 definimos :

gn−1 : A→Mn−1, gn−1 = ∂Mn ◦ gn.

Luego definimos g = (gk)k=0 , con gk = 0 si k ̸= n, n − 1. Se tiene el

siguiente diagrama conmutativo

Dn(A) :

f

��
M :

· · · // 0

gn+1

��

// A
1A //

gn

��

A

gn−1

��

// 0

��

// · · ·

· · · // 0
∂M
n+1

// Mn
∂M
n

// Mn−1
∂M
n−1

//// Mn−2
// · · ·

g cumple

pn◦gn = fn, pn−1◦gn−1 = pn−1◦∂Mn ◦gn = ∂Nn ◦pn◦gn = ∂Nn ◦fn = fn−1.

Observemos que para n = 0 se tiene el diagrama

A
g0

}}
f0

��
M0 p0

// N0
// 0
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Supongamos que p0 no fuera epimorfismo, construiremos g0 de la si-

guiente manera:

A

g1

��

∂M
1 ◦g1

!!D
DD

DD
DD

D

· · · // M2

p2

��

∂M
2 // M1

∂M
1 //

p1

��

M0

p0

��

// 0

· · · // N2
∂N
2

// N1
∂N
1

// N0
// 0

donde g1 ya ha sido construido cuando n = 1. Definimos g0 = ∂M1 ◦ g1,
se cumple p0 ◦ g0 = p0 ◦ ∂M1 ◦ g1 = ∂N1 ◦ p1 ◦ g1 = ∂N1 ◦ f1 = f0.

Similarmente, cualquier suma de complejos de cadenas de la forma⊕
i Dni(Ai) es un complejo de cadenas proyectivo si cada Ai es un R-

módulo proyectivo.

Lema 2

Supongamos que P es un objeto aćıclico de ChR tal que cada Pk es un

R-módulo proyectivo.Entonces cada módulo Zk(P )(k ≥ 0) es proyectivo

y P es isomorfo, como complejo de cadenas a
⊕

k≥1Dk(Zk−1(P )).

Demostración.

Sea

P : ...Pk+1

∂P
k+1 // Pk

∂P
k // Pk−1

∂P
k−1 // · · · // P1

∂P
1 // P0 → 0 tal

que Im∂Pk+1 = Nuc∂Pk y que Pk es proyectivo para todo k ≥ 0 , es

decir, P es aćıclico.

Para cada k ≥ 1 definimos el complejo P (k) de la siguiente manera:

(P (k))j =


Pj si j ≥ k

Bk−1(P ) = Im∂Pk si j = k − 1

0 si j ≤ k − 2
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Es decir,

P (k) : · · · // Pk+2

∂P
k+2 // Pk+1

∂P
k+1 // Pk

∂P
k // Im∂k // 0

el cuál es aćıclico y además P 1 = P.

Sean el morfismo inclusión

P (k+1) :

��
P (k) :

...Pk+2

��

∂P
k+2 // Pk+1

∂P
k+1 //

��

Im∂Pk+1

��

// 0

��

// 0

...Pk+2

∂P
k+2 // Pk+1

∂P
k+1 // Pk

∂P
k // Im∂Pk

// 0
y el complejo cociente correspondiente:

P (k)

P (k+1) : · · · → 0 // Pk

Im∂P
k+1

∂
P
k // Im∂Pk

// 0 .

Por otro lado:

Dk(Zk−1(P )) : ... // 0 // Zk−1(P )
1Zk−1(P )

// Zk−1(P ) // 0 .
Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Pk

πk

��

∂P
k // Im∂Pk

Pk

Im∂P
k+1

∼=

;;wwwwwwwww

Pero Zk−1(P ) = Nuc∂k−1 = Im∂k.

Luego Zk−1(P ) ∼= Pk

Im∂P
k+1

.

Por lo tanto
P (k)

P (k+1)
∼= Dk(Zk−1(P )).

Es evidente que Z0(P ) = P0 es proyectivo.Por la nota del Lema 1 si

Z0(P ) es proyectivo entonces D1(Z0(P )) es proyectivo.

Por lo tanto
P (1)

P (2)
∼= D1(Z0(P ))
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es proyectivo.

Esto implica que

P = P (1) ∼= P (2) ⊕D1(Z0(P )).

Se sabe que un sumando directo de un proyectivo es proyectivo, entonces

se sigue que P (2) es proyectivo y al ser también aćıclico cumple las condi-

ciones del lema 2 pero se anula en el grado cero.

Repitiendo el argumento anterior para

P (2) : · · · // P4

∂P
4 // P3

∂P
3 // P2

∂P
2 // Im∂P2

// 0

se logra el isomorfismo

P (2) ∼= P (3) ⊕D2(Z1(P )).

P (3) es proyectivo (sumando directo de P (2) proyectivo) pero se anula

en el grado 1. Reemplazando en el isomorfismo anterior se obtiene

P ∼= P (3) ⊕D2(Z1(P ))⊕D1(Z0(P )).

Continuando con este argumento para P (3) y aśı sucesivamente para P (k)

(k ≥ 1) se obtiene

P ∼= P (k) ⊕Dk−1(Zk−2(P ))⊕ · · · ⊕D2(Z1(P ))⊕D1(Z0(P ))

donde P (k) es proyectivo y se anula en el grado k − 2.

Por lo tanto

P ∼=
+∞⊕
k=1

Dk−1(Zk−2(P )).

Observación 2

a) En el último paso de la demostración hemos usado el siguiente

resultado para complejos de cadenas.

Sean A,B dos complejos de cadenas, se cumple:

A = B ⇔ A≤N = B≤N
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para todo N número natural y donde el complejo X≤N se define

como

X≤N : · · · // XN+2

∂X
n+2 // XN+1

∂X
n+1 // XN

// 0 .

En el caso de la demostración anterior hemos hecho

A≤k−1 = P (k), B≤k−1 = 0.

b) El Lema 2 afirma que si P es un objeto aćıclico de ChR con la

propiedad que cada Pk es un R-módulo proyectivo, entonces P es

un complejo de cadenas proyectivo en el sentido del Lema 1.

Ahora estamos en condiciones de realizar la

Demostración de CM2b)

En efecto, sea el diagrama de complejos de cadenas conmutativo

A

i

��

g // X

p

��
B

φ

>>

h
// Y

donde i ∈ Cof ∩W,p ∈ Fib.

Demostraremos que existe un levantamiento φ : B → X tal que p ◦ g =

h, φ ◦ i = g.

Por definición de cofibración i es monomorfismo y el conúcleo P =

(B/(Imi)) es un complejo de cadenas con Pn = Bn

Imin
proyectivo para

todo n ≥ 0.

Constrúımos la sucesión exacta corta de complejos

0 // A
i // B

π // P // 0 .

Una parte de la sucesión exacta larga de homoloǵıa correspondientes es:

Hn(A)
i∗n // Hn(B)

π∗
n // Hn(P )

δn // Hn−1(A)
i∗n−1 // Hn−1(B)
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Como i ∈W entonces i∗n es isomorfismo ∀n ≥ 0.

Luego Hn(P ) = 0, para todo n ≥ 1.

Para n = 0 se tiene

H0(A)
i∗0 // H0(B)

π∗
0// H0(P ) =

P0

Im∂P
1

// 0 .

Imi∗0 = H0(B) = Nucπ∗
0 , es decir π

∗
0 = 0. Por tanto,H0(P ) = Imπ∗

0 = 0.

Por la observación 2b) se concluye que P es un complejo de cadenas

proyectivo en el sentido del Lema 1.

De manera que B ∼= A⊕ P en el diagrama

0 // A
i // B π

// P
qoo // 0

donde q es el split tal que p ◦ q = i ◦ idP . Sea el diagrama

P
φ̃

~~
h◦q
��

X p
// Y // 0

Existe φ̃ : P → X tal que p ◦ φ̃ = h ◦ q. Luego se tiene el diagrama :

B ∼= A⊕ P

φ

��

A

i

99ssssssssss

g
%%KKKKKKKKKKK P

q
eeKKKKKKKKKK

φ̃
yysssssssssss

X

Existe φ = (g, φ̃) : B ⇒ X tal que

φ ◦ i = g, φ ◦ q = φ̃

φ es el levantamiento que estábamos buscando.

En efecto, p ◦φ = p ◦ (g, φ̃) = (p ◦ g, p ◦ φ̃) = (h ◦ i, h ◦ q) = h ◦ (i, q) = h.
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Además, por lo anterior φ ◦ i = g.

La demostración de CM3 la daremos usando un argumento llamado

argumento del objeto pequeño, el cual es debido a Quillen D.G.

En lo que sigue asumiremos que C es una categoŕıa con todos los coĺımites

pequeños.

Dado un funtor B : Z+ → C y un objeto A de C, los morfismos naturales

tn : B(n) → colim(B) inducen morfismos

HomC(A,B(n)) → HomC(A, colim(B)),

los cuales son los suficientemente compatibles para los diversos n para

dar un morfismo canónico

colimnHomC(A,B(n)) → HomC(A, colimB(n)).

En efecto, el diagrama

B(n)

tn

xxrrrrrrrrrr

B(α)

��

A
foo

colimB

B(n+ 1)

tn+1

ffLLLLLLLLLL

es conmutativo ∀n ∈ Z+.

∀n ∈ Z+ definimos

t∗n : HomC(A,B(n)) → HomC(A,Colim(B)), t∗n(f) = tn ◦ f.

Sea el funtor

HomC(A,B(−)) : Z+ → Set
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colimnHomC(A,B(n)) existe y además se tiene el diagrama

Hn
t∗n

ss

sn

vvmmmmmmmmmmmmmm

B∗(α)

��

HomC(A, colim(B)) colimnHomC(A,B(n))
φoo

Hn+1

t∗n+1

kk

sn+1

hhQQQQQQQQQQQQQ

donde Hn = HomC(A,B(n)),Hn+1 = HomC(A,B(n+ 1)) y

B∗(α) = HomC(1A, α), con α : B(n) → B(n+ 1).

Los t∗n cumplen : (t∗n+1◦B∗(a))(f) = t∗n+1((B
∗(a)◦f)) = tn+1◦B(a)◦f =

tn+1B(a) ◦ f = tn ◦ f = tn(f).

Luego existe un único

φ : colimnHomC(A,B(n)) → HomC(A,Colim(B)).

En este caso

colimnHomC(A,B(n)) =

∪
disjuntaHomC(A,B(n))

∼
.

Luego φ está definida mediante φ([fn]) = tn ◦ fn, donde fn : A→ B(n).

Un objeto A de C es secuencialmente pequeño si para todo funtor

B : Z+ → C la aplicación canónica φ anterior es una biyección.

Observación 3

Un conjunto es secuencialmente pequeño si y sólo si es finito.

Un R-módulo es secuencialmente pequeño si tiene una presentación fini-

ta, es decir, es isomorfo al conúcleo de un morfismo entre dos R-módulos

libres finitamente generados.

En particular, R es secuencialmente pequeño. (Basta considerar

h : R→ R, h = 0 pues en este caso conuc(h) = R
Imh = R

0
∼= R.)

Un objeto M de ChR es secuencialmente pequeño si y sólo si un número

finito de los módulosMn son diferentes de cero y cadaMn tiene una pre-

sentación finita.(En este caso se usa el hecho de que colimnHomC(A,B(n))
∼= colimnB(n) ∼= HomC(A, colimB(n))

236 Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 203-250 ISSN 1012-3938



CMC Complejos de Cadenas de R-Módulos

Construcción del Gluing Infinito

Sea F = fi : Ai → Bii∈I una familia de morfismos en C.
Supongamos que p : X → Y es un morfismo en C.Deseamos factorizar p

de la siguiente manera:

X
g //

p

  B
BB

BB
BB

B X ′

��
Y

de tal modo que el morfismo X → X ′ tenga la propiedad de levantamien-

to a derecha (RLP) con respecto a todas las aplicaciones de F .

Por supuesto que podŕıanos elegir X ′ = Y , pero la segunda meta es en-

contrar una factorización en la cual X ′ esté tan próximo a X como sea

razonablemente posible.

Para cada i ∈ I consideremos el conjunto S(i) de todas los pares de

morfismos (g, h) tales que el siguiente diagrama (*) conmuta

Ai
g //

fi

��

X

p

��
Bi

h
// Y

Para cada i ∈ I existe el siguiente diagrama conmutativo⊔
(g,h)∈S(i)

Ai

+g

##F
FF

FF
FF

FF

Aioo

g

��
X

Luego, haciendo variar i ∈ I se obtiene el diagrama conmutativo⊔
i∈I

⊔
(g,h)∈S(i)

Ai

+i∈I+g

$$I
IIIIIIII

Aioo

g

��
X
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Del mismo modo se obtiene el diagrama conmutativo

⊔
i∈I

⊔
(g,h)∈S(i)

Bi

+i∈I+h

$$II
III

III
II

Bioo

h

��
Y

Definimos la construcción del gluing G1(F , p) como el objeto de C dado

por el diagrama pushout

⊔
i

⊔
(g,h)

Ai+i+(g,h)g //

⊔⊔fi
��

X

i1

��⊔
i

⊔
(g,h)

Bi // G1(F , p)

En realidad G1(F , p) es el coproducto fibrado de +i +(g,h) g y ⊔ifi y se

denota por

G1(F , p) = X ⊔A (⊔i∈I ⊔(g,h)∈S(i) Bi),

donde A =
⊔
i∈I
⊔

(g,h)∈S(i)Ai.

Esto nos recuerda la construcción de un complejo singular, estamos pe-

gando una copia de Bi a X por medio de los Ai para cada diagrama

conmutativo (*).

Como se indica, existe un morfismo natural

i1 : X → G1(F , p)
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Aplicamos la definición de coproducto cartesiano al diagrama⊔
i

⊔
(g,h)

Ai+i+(g,h)g //

⊔⊔fi
��

X

i1

�� p

��

⊔
i

⊔
(g,h)

Bi //

,,

G1(F , p)
p1

!!
Y

Se cumple que p◦(++g) = (++h)◦⊔⊔fi . Luego existe p1 : G1(F , p) → Y

tal que p1 ◦ i1 = p. También se puede obtener p1 considerando que

G1(F , p) es el coĺımite de + + g y ⊔ ⊔ fi. Luego se tiene el diagrama

X

p
##H

HHHHHHHHH
i1 // G1(F , p)

p1

��
Y

Ahora repetimos el proceso: para k > 1 definimos objetos Gk(F , p) y

aplicaciones pk : Gk(F , p) → Y inductivamente haciendo

Gk(F , p) = G1(F , pk−1), pk = (pk−1)1.

Aśı obtenemos el diagrama conmutativo:

X //

p

��

G1(F , p)

p1

��

i2 // G2(F , p)

p2

��

i3 // · · · ik // Gk(F , p)

pk

��

ik+1 //

Y
1Y

// Y
1Y

// Y
1Y

// · · ·
1Y

// Y
1Y

//

Definimos G∞(F, p) = colimkG
k(F, p) donde G0(F, p) = X y lo llamare-

mos la construcción gluing infinito.
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Se tiene el siguiente diagrama

G0(F , p)

i1

��
t0

��

p

zz

G1(F , p)

i2
��t1vvmmmmmmmmmmmmmm

Y G∞(F, p)
p∞oo ...

��
Gk(F , p)

ik+1

��

tk

hhQQQQQQQQQQQQQQpk+1

hh

Por propiedad universal de coĺımite existe p∞ : G∞(F , p) → Y tal que

p∞ ◦ i∞ = p. donde i∞ = t0

Proposicion 5

En la situación anterior, supongamos que para cada i ∈ I el objeto Ai
de Ces secuencialmente pequeño.

Entonces el morfismo p∞ : G∞(F , p) → Y tiene la propiedad RLP con

respecto a cada uno de los morfismos de la familia F .

Demostración.

Consideremos un diagrama conmutativo que proporciona uno de los

problemas de levantamiento en cuestión:

Ai
g //

fi

��

G∞(F , p)

p∞

��
Bi

h
// Y

Puesto que Ai es secuencialmente pequeño, significa que la función
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φ : colimkHomC(Ai, G
k(F , p)) → HomB(Ai, G

∞(F , p))
[gk] 7→ tk ◦ gk

es una biyección, donde gk : Ai → Gk(F , p), tk : Gk(F , p) → G∞(F , p).
Luego para cada g ∈ HomC(Ai, G

∞(F, p)) existe [gk] con

gk : Ai → Gk(F , p) tal que tk ◦ gk = g.

Llamemos gk = g′.Por lo tanto el diagrama anterior se puede extender

al siguiente diagrama:

Ai
g′ //

fi

��

Gk(F , p)

pk

��

ik+1 // Gk+1(F , p)

pk+1

��

tk+1 // G∞(F , p)

p∞

��
Bi

h
// Y

1Y
// Y

1Y
// Y

en el cual la compuesta de la fila superior es g. Además el diagrama es

conmutativo.

En efecto, sabemos que p∞ ◦ g = h ◦ fi.
Pero p∞ ◦ g = p∞ ◦ tk ◦ g′ = pk ◦ g′. Por lo tanto pk ◦ g′ = h ◦ fi.
Ahora el par (g′, h) contribuye como un ı́ndice más en la construcción

de Gk+1(F , p) a partir de Gk(F , p) de la siguiente manera:

Construcción de Gk(F , p)

S(i) : Ai
g //

fi

��

Gk(F , p)

pk

��
Bi

h
// Y

para todo (g, h) tal que el diagrama es conmutativo.

Para cada i se tienen los diagramas conmutativos

⊔
Ai

+g $$I
IIIIIIII

Ai

g

��

αioo

Gk(F , p)

⊔
Bi

+h
""D

DD
DD

DD
D Bi

h

��

βioo

Y
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⊔
i

⊔
(g,h)

Ai ++g //

⊔⊔fi
��

Gk(F , p)

ik+1

��⊔
i

⊔
(g,h)

Bi
q

// Gk+1(F , p)

Pero el cuadrado conmutativo

Ai
g′ //

fi

��

Gk(F , p)

pk

��
Bi

h
// Y

contribuye en la construcción de Gk+1(F , p).
Se tiene el morfismo βi : Bi →

⊔⊔
Bicorrespondiente al par (g′, h),lo

cual, a su vez, da lugar al morfismo Bi → Gk+1(F , p).
Finalmente, el morfismo φ = tk+1 ◦ q ◦ βi : Bi → G+∞(F , p) es el

levantamiento deseado.

En efecto

En realidad q ◦ βi es la restricción de q a Bi.

Por otro lado, q ◦ ⊔ ⊔ fi = ik+1 ◦++ g.

Si restingimos + + g a Ai se obtiene

q ◦ βi ◦ fi = q ◦ ⊔ ⊔ fi = ik+1 ◦++ g |Ai= ik+1 ◦++ g′.

Por lo tanto

φ ◦ fi = tk+1 ◦ q ◦ βi ◦ fi = tk+1 ◦ ik+1 ◦ g′ = g

p∞ ◦ φ = p∞ ◦ tk+1 ◦ q ◦ βi = pk+1 ◦ q ◦ βi = ++ h ◦ βi = h

correspondiente al par (g′, h).

Antes de demostrar la condición CM3 desarrollaremos unos resultados
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previos adicionales.

Para n ≥ 1 definimos el complejo de cadenas llamado n-disco:

Dn = Dn(R) : · · · // 0
∂n+1=0// R

∂n=1R // R
∂n−1=0// 0 // · · ·

Para n ≥ 0 definimos el complejo llamado n-esfera:

Sn : · · · // 0
∂n+1=0// R

∂n=0 // 0
∂n−1=0// 0 // · · ·

Existe una inclusión obvia jn : Sn−1 → Dn para n ≥ 1

S(n−1) :

��
D(n) :

· · · // 0

��

// R //

1R

��

0

��

// · · · // 0

· · · // R
1R // R // 0 // · · · // 0

la cual viene a ser la identidad de la copia de R en el grado n-1.

Además convenimos que D0 y S−1 son los complejos nulos y el morfismo

j0 : S−1 → D0 es el morfismo cero.

Observación 4

Los complejos de cadenas Dn y Sn son secuencialmente pequeños.

Proposición 6

Un morfismo f : X → Y en ChR es

a) una fibración ⇔ tiene la RLP con respecto a los morfismos 0 → Dn

para todo n ≥ 1, y

b) una fibración aćıclica ⇔ tiene la RLP con respecto a los morfismos

jn : Sn−1 → Dn para todo n ≥ 0 y

Demostración de a)

Suficiencia

Sabemos que R es proyectivo entonces, por la observación 1, Dn(R)

también es proyectivo.

Por otro lado, si f es una fibración entonces f es un epimorfismo (aún
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considerando los grados n ≥ 1.

Luego en el diagrama conmutativo

0

��

// X

f

��
Dn(R)

h
//

l

;;

Y

��
0

existe el levantamiento l : Dn(R) → X que cumple f ◦ l = h.

Necesidad

Supongamos que f : X → Y cumple la propiedad RLP con respecto a

los morfismos 0 → Dn para todo n ≥ 1.

Demostraremos que fn : Xn → Yn es un epimorfismo para todo n ≥ 1.

En efecto: para n ≥ 1 se cumple que f tiene la propiedad RLP con

respecto al morfismo 0 → Dn.

Es decir en todo diagrama conmutativo de la forma

0

��

// X

f

��
Dn(R)

h
//

l

;;

Y

existe el levantamiento l : Dn(R) → X que cumple f ◦ l = h.

Sea y ∈ Yn, definiremos un morfismo h : Dn → Y de la siguiente manera.

En el grado n se tiene el diagrama correspondiente

0

��

// Xn

fn

��
R

hn

//

ln

>>

Yn

Definimos hn : R→ Yn mediante hn(1) = y.

El cuadrado es conmutativo y entonces existe ln : R → Xn tal que
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fn ◦ ln = hn
Luego f(ln(1)) = hn(1) = y

Hacemos x = ln(1) ∈ X y se cumple fn(x) = y y por lo tanto fn es

epimorfismo.

Demostración de b)

Necesidad

Sea el diagrama

Sn−1

j

��

g // X

f

��
Dn(R)

h
// Y

Es evidente que Sn−1 es un complejo aćıclico tal que en cada grado se

tiene un módulo proyectivo entonces por la observación 2b) se sigue que

Sn−1 es un complejo de cadenas proyectivo.

Por otro lado f es un epimorfismo en el sentido de complejos de cadenas

pues por definición fn : Xn → Yn es epimorfismo para n ≥ 1 y, además,

como f es equivalencia débil , f0 : X0 → Y0 es epimorfismo ya que

(f0)∗ : H0(X) → H0(Y ) es un isomorfismo(Afirmación 1).

Luego el diagrama anterior se puede extender a

Sn−1

j

��

g // X

f

��
Dn(R)

h
//

l

<<

Y

��
0

Finalmente usando la observación 2)b) se concluye que existe el levan-

tamiento l : Dn(R) → X tal que f ◦ l = h

Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 203-250 ISSN 1012-3938 245



Ricardo M. Bances y Norberto J. Chau

Suficiencia

Supongamos que f : X → Y cumple la propiedad RLP con respecto a

los morfismos jn : Sn−1 → Dn para todo n ≥ 0. Demostraremos que

f ∈ Fib ∩W.
Primero demostraremos que f ∈ Fib.

Consideremos el diagrama conmutativo

0

j

��

// Xn

fn

��
R

hn

// Yn

Igual que en la demostración de a) usando el hecho de que f tiene la

RLP entonces fn es epimorfismo.

Demostraremos ahora que f = (fm) es una equivalencia débil, es decir

f∗m : Hm(X) → Hm(Y ) es un isomorfismo.

Demostraremos primero que f∗m es suryectivo.

Sea [ym] ∈ Hm[Y ]

Usamos el diagrama

Sm

j

��

α // X

f

��
Dm+1

β
// Y

haciendo α = 0, βm−1 = 0yβm(1) = ym se tiene que el diagrama es

conmutativo y, por hipótesis, existe el morfismo l : Dm+1 → Xtal que

f ◦ l = h

Dm+1 :

��
X :

· · · // R

lm+1

��

// R //

lm

��

0

lm−1

��

// · · ·

· · · // Xm+1

∂X
m+1 // Xm

∂X
m // Xm−1

∂X
m−1 // · · ·

En el grado m

fm ◦ lm = βm . Por lo tanto fm(lm(1)) = βm(1) = ym.
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Haciendo xm = lm(1) se cumple

∂Xm(xm) = ∂Xm(lm(1)) = lm−1(∂
Dm+1

m (1)) = 0.

La clase [xm] ∈ Hm(X) cumple f∗m([xm]) = [fm(xm)] = [ym].

Para la buena definición se demuestra que fm(xm)− ym ∈ Im∂Ym.

En efecto ∂Ym(fm(xm)− ym) = ∂Ym(fm(xm))− ∂Ym(ym) =

= fm−1(∂
X
m(xm))− ∂Ym(ym) = fm−1(0)− ∂Ym(ym)− ∂Ym(ym) ∈ Im∂Ym.

Demostraremos ahora que f∗m es inyectivo.

En efecto supongamos que [xm] ∈ Hn(X) es tal que

f∗m([xm]) = [fm(xm)] = 0.

Debemos demostrar que xm ∈ ∂Xm+1.

En efecto, se cumple ym = fm(xm) ∈ Im∂Ym+1. Entonces existe

ym+1 ∈ Ym+1 tal que ∂
Y
m+1(ym+1) = ym. Para esto usaremos el diagrama

Sm

j

��

α // X

f

��
Dm+1

β
// Y

Construimos los morfismos α, β, de manera que en el grado m + 1,

αm+1 = 0, βm+1 = 0 y, en el grado m, αm(1) = xm, β = ∂Ym+1 ◦βm+1 se

tiene que el diagrama es conmutativo y por hipótesis existe el morfismo

l : Dm+1 → X tal que f ◦ l = h.

En el grado m+ 1 se tiene el homomorfismo lm+1 : R→ Xm+1.

Se cumple fm+1 ◦ lm+1 = βm+1.

Luego fm+1(lm+1(1)) = βm+1(1) = ym+1.

Haciendo xm+1 = lm+1(1) se cumple

∂Xm+1(xm+1) = ∂Xm+1(lm+1(1)) = lm(1) = xm.

Es decir xm ∈ ∂Xm+1.

Demostración de CM3a)

Sea f : X → Y debemos demostrar que se puede factorizar en la forma
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f = p′ ◦ i′ donde p′ ∈ Fib ∩W , i′ ∈ Cof.

En efecto, sea la familia F = {jn : Sn−1 → Dn}n≥0.

Por el argumento del objeto pequeño existen homomorfismos

X
i∞// G∞(F , f)

f∞ // Y .

Usando las proposiciones 4) y 5) se demuestra de inmediato que f∞ es

una fibración aćıclica. Resta demostrar que i∞ es una cofibración.

En efecto en cada grado n, Xn → G∞
n (F , f) es la inclusión (por lo tanto

un monomorfismo) pues en este caso G∞
n (F , f) =

⊕
k≥0G

k
n(F , f)

Por otro lado sabemos que por construcción

G∞
n (F , f)
Xn

∼=
⊕

R

el cual es proyectivo.

Pero Xn
∼= Imi∞. Por lo tanto

Conuci∞ =
G∞(F , f)
Imi∞

≃
⊕

R

es proyectivo.

Demostración de CM3b)

Sea f : X → Y debemos demostrar que se puede factorizar en la forma

f = p ◦ i donde p ∈ Fib, i′ ∈ Cof ∩W
La demostración es muy parecida a la anterior.

En efecto sea la familia F ′ = {0 → Dn}n≥0.

Por el argumento del objeto pequeño existen homomorfismos

X
i∞// G∞(F ′, f)

f∞ // Y

Usando las proposiciones 4) y 5) se demuestra de inmediato que f∞ es

una fibración . Resta demostrar que i∞ es una cofibración aćıclica.

Repitiendo el argumento en la demostración de CM3a) se tiene que en ca-

da grado n , Xn → G∞
n (F ′, f) es la inclusión (por lo tanto un monomor-

fismo). También se cumple

G∞(F ′, f)

Imi∞
≃
⊕

R.
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Entonces se tiene la sucesión exacta corta que parte

0 // X
1∞ // G

π //⊕R // 0

donde G = G∞(F ′, f)

La sucesión exacta de homoloǵıa correspondiente es

...Hn+1(
⊕
R)
δn+1 // Hn(X)

(i∗∞)n // Hn(G)
π∗
n // Hn(

⊕
R) . . . .

Pero Hn+1(
⊕
R) = Hn(

⊕
R) = 0. Entonces

(i∗∞)n : Hn(X) → Hn(G
∞(F ′, f))

es un isomorfismo y, por lo tanto, i∞ es una equivalencia débil.
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Abstract

ChR category of R-modules chain complexes is a closed models catego-

ry. We develop as detailed as possible a proof by W.G., Dwyer and J.

Spalinski.
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