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Introduccién

El presente articulo corresponde parcialmente al contenido de dos char-
las con el mismo titulo, una con ocasién de los 40 anos del Posgrado
en Matematica en la Pontificia Universidad Catdlica del Pert, y la otra
en el Congreso del colegio de Matematicos del Perd en la Universidad
Pedro Ruiz Gallo en Lambayeque. El objetivo del trabajo es presentar
los paralelos que existen entre la teorfa de deformaciones (algebraicas),
intensamente estudiada desde 1964 en los trabajos de Gerstenhaber [1]
hasta la actualidad por multiples autores, y la nueva teoria de exten-
siones, introducida en [2, Rem.4.9]. Los resultados de la teorfa de defor-
maciones son conocidos, y los de la teoria de extensiones son deducibles
facilmente de [2] y también aparecen en [3]; salvo la respuesta afirmativa
a la pregunta 1 en el caso n = 3. Este ultimo resultado muestra que en
algunos aspectos la teoria de extensiones funciona mejor que la teoria de
defomaciones, pues la pregunta correspondiente en el caso de deforma-
ciones, de si un cociclo es el infinitesimal de una deformacion, en general
es un problema abierto.

1. Cohomologia de Hochschild

A lo largo de este articulo K va a ser un anillo conmutativo con
1, (tipicamente C o R, para los lectores que no estén acostumbrados
a anillos abstractos). Los objetos van a ser K-mddulos (en particular
espacios vectoriales reales o complejos si K es R o C) y el producto
tensorial va a ser siempre sobre K. Otros objetos importantes son las
K-algebras. Una K-algebra A es un K-modulo provisto de una apli-
cacién pg @ A ®xg A — A, llamada multiplicacién, que es asociativa.
Esto significa que el diagrama
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HRA
AAA—L22 s AgA4
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A A - A

es conmutativo, donde p significa p4 y escribimos A para la aplicacién
Ida, es decir, y ® A significa ua ® Ida. El diagrama nos dice que

pp @A) (a®@b®@c) =A@ u)(a®bxc),

es decir, (ab)c = a(bc), que es la férmula usual de asociatividad.
Un cocomplejo (positivo de K-médulos) es una familia de K-mdédulos

C = {C"}nen, y una familia de aplicaciones K-lineales {0" : C" —
C™*1}, de modo que 9" 0 9"~! = 0. Escribimos

. 008t L2 o8

y la condicién 92 = 0 implica que Im(9"~') C Ker(0™). Formando el
cociente de estos dos K-moédulos obtenemos la cohomologia del cocom-
plejo:

n Kero"

El cocomplejo de Hochschild de A (con coeficientes en A) estd definido
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de la siguiente manera:
(4) = {f:K— A, K—lineal} ® A
CYA) = {f:A— A, K —lineal}
(A) = {f:A®A— A, K —lineal}
(4) = {f:A®A®A— A, K —lineal}

C"(A) = {f:A°" = A, K —lineal}

Notemos que C%(A) =2 A por medio de f ~ f(1), con aplicacién inversa
A — C%A) dada por a — (XA = Aa). Las aplicaciones diferenciales
o™ : C™(A) — C™F1(A) estdn dadas por

o) AP 5 A

" (f)(ag,---yan) = aof(ar,...,an) — flaga,az,...,ay)
—I—f(ao,alag,...,an)—...
:tf(a07 Q1,...,0n-2, anflan)

:Ff(a’07 s 7an—1)an7

paran > 1y 9°(f)(a) = af(1) — f(1)a. Entonces, tenemos

P(f) A®? — A
az(f)(av b, C) = af(bv C) - f(abv C) + f(aa bC) - f(av b)C
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Veamos el significado de la cohomologia de Hochschild en grados bajos.
Como 0~! = 0, tenemos que
HH(A) = {feC'4)]8(f) =0}
= {f:K—->A|zf(l)— f(L)z =0, Yz € A}
~ {a€A|za—ax=0, Vz e A}
= Centro de A

2. Derivaciones

Para ver el significado de la cohomologia de Hochschild en grado
uno, necesitamos el concepto de una derivacion.

Definicion 2.1 Sea A una K-dlgebra. Una aplicacion K-lineal D : A —
A se llama derivacion, si se cumple

D(ab) = D(a)b+ aD(b), V a,b € A. (2.1)

Las derivaciones son un concepto importante en la geometria, lo cual se
puede ver en los siguientes ejemplos:

Ejemplos 2.2 (1) El ejemplo cldsico es la derivada de polinomios,
A= K]lz], y D(P) = P’, donde la regla de Leibnitz nos da (2.1).

(2) También es bastante conocido el ejemplo de los polinomios de varias

variables A = K[x1,...,x,] y una derivada parcial D := %.

(3) Las funciones reales suaves A = C*°(R) también tienen la deriva-
cion dada por la derivada usual D(f) = f'.

(4) Con mayor generalidad tenemos al dlgebra de funciones suaves so-
bre una variedad diferenciable A = C*°(M) y la derivada a lo largo
de un campo diferencial X, denominada D = Dx .

(5) Dado un dlgebra A y un elemento fijo © € A el conmutador con
x es una derivacion llamada derivacion interna, D = D, = [z, -],
dada por D(y) = [z,y] = zy — yx.

Pro Mathematica, 25, 49-50 (2011), 155-168, ISSN 1012-3938 159



Christian Valqui

Ahora notemos que el conjunto de derivaciones Der(A) es exactamente
Ker(d'), pues f : A — A es un elemento de Ker(d'), si y solamente si

0=0"(f)(a,b) = af(b) — f(ab) + f(a)b, ¥ a,b € A,
si y solamente si
f(ab) = f(a)b+af(b), ¥ a,be A.

También es claro que la imagen de 3° son todas las derivaciones internas
D.Int(A), y por lo tanto tenemos que

HHY(4) = Ker(d') Der(A)

Im(0°)  D.Int(A)’

Ahora veremos una interpretacién de la cohomologia de Hochschild en
los grados 2 y 3.

3. Estructuras de Algebra sobre A[[{]]

Consideremos el dlgebra de series formales de potencias
K[[t]] = {0+ Mt +Xat> + X3t + ..., \; € K},

que podemos ver como polinomios de grado infinito. Este dlgebra com-
parte varias propiedades del dlgebra de polinomios contenida en ella, pero
no determina una funcién, ya que la evaluacién en un valor cualquiera
supone una serie infinita de sumandos, que no necesariamente converge.
Ahora veamos el K-mddulo A; = A[[t]] de las series formales de potencias
en A con elementos de la forma

a0+a1t+a2t2+....

Podemos ver los elementos de A ® K|[t]] incluidos de manera natural en
A[[t]] por medio de a ® t"™ — at™. Entonces A[[t]] es la completacién ¢-
ddica del producto tensorial A® K[[t]] y vamos a escribir indistintamente

aptarttat’+--=ap@14+a; Qt+as@t>+....
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Ademds A[[t]] posee una estructura natural de K[[t]]-médulo a derecha,
dada por (a®t?)tF = a®t'T*. Nuestro interés principal son las estructuras
de algebra sobre Ay, es decir, aplicaciones K-lineales

,u:At®At%At,

asociativas, que ademds cumplen p(a® 1,1 ®t") = a®t™. La estructura
candnica (llamada trivial) dada por

pla@t',b@t!) =ab® t'™

en los tensores elementales y extendida linealmente a todo A; ® Ay, es
evidentemente asociativa. Ademéas cumple con las siguientes propiedades:

(A) La inclusién de K[[t]] — A; dada por ¢/ + 1 ® ¢/ es un morfismo
de &lgebras, lo cual es equivalente a que (1®t)(1®#) = 1 @t17.

(B) La proyeccién canénica w4 : Ay — A dada por
Ta:i(ap®@14+a @t+ay @t2+...) — ag
es un morfismo de algebras.
(C) La aplicacién u es K[[t]]-bilineal. Esta propiedad significa que
pw((a@tHt*, (b @ tHt) = pla @t b @ t9)tF+,
Notemos que (C) implica (A).

(D) La inclusién canénica A — A, dada por a — a®1, es un morfismo
de algebras.

Definiendo estructuras de dlgebra sobre A; que solamente cumplen al-
gunas de estas propiedades, obtenemos deformaciones y extensiones.

4. Deformaciones

Definicién 4.1 Una deformacion de A es una estructura de dlgebra aso-
ciativa sobre Ay, que cumple las propiedades (A), (B) y (C).
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Notemos que entonces

u(a0+a1t+a2t2+a3t3+...,bo+b1t+b2t2+b3t3+...)
=D ulait’, b;t!)
i,J
= Z wlai, bj>ti+j
0,J
por (C), y es suficiente conocer la restriccién p|aga para caracterizar
completamente £ (aqui identificamos A con A ® 1 C A[[t]]). Es decir,

1 estd caracterizado por una familia de aplicaciones K-bilineales (u, :
AXxA— A)p=o,1,2,.. que cumplen

wla,b) = po(a,b) + p1(a, byt + po(a, D)t + ps(a,b)t> + ... .
Con la propiedad (B) se calcula directamente que po(a,b) = pa(a,b) =

ab. Entonces hemos llegado a una definicién de una deformacion, equi-
valente a la anterior, que se encuentra usualmente en la literatura:

Definicién 4.2 Una deformacion de un dlgebra A es una familia de
aplicaciones K -bilineales {p, : A X A — A}p=1, ., de modo que para
cadan=1,2,3,..., se cumple

Z Ni(aauj(bvc)): Z Mi(ﬂj(a’b)’c)’ (4'1)

i+j=n i+j=n
con po(a,b) = ab.

Si definimos una aplicacién K[[t]]-bilineal p : Ay ® Ay — A; por medio
de

pla,b) = ab + py(a,b)t + pa(a, b)t® + ps(a, b)t> + ... (4.2)
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entonces la igualdad (4.1) es equivalente a la asociatividad de p:

0

- /’L(aa /.L(b, C)) - M(M(aa b)7 C)

oo

= > i |a Yy ot | = i | D pia,b)t e | £
i=0 i=0 =0

Jj=0

oo

> . . R i . .
= ZM’L a7zlu’j<b’ C) tj—H - ZM’L Zﬂj(aﬂb)ac t]—H
i=0 =0 7=0

Jj=0

= Z Z (Mi (aa Mj(bv C)) — M (N’j (av b)v C)) s

i=0 j=0

oo

= 303 (i@ (bee)) — pi (py(a,b), ) ¢+

n=0i+j=n

oo

= D> > (milap(b,0)) = mi(uyla,b), o)t

n=0i+j=n

La igualdad (4.1) para n = 0 significa que

0 = Z (ui(a,,uj(b, C)) - ,ui(lj’j(avb)’c))

i+75=0
= pio(a, po(b;c)) — po(po(a,b),c) = a(be) — (ab)c,

es decir, es equivalente a la asociatividad del algebra A.
Para n =1 la igualdad (4.1) se lee

0 =

> puila, (b, ) = iz (a,b), )

itj=1

Ho (Cl, ul(bv C)) - HO(Ul(a7 b)v C) + (CL, :uO(bv C)) — M (H’O(av b)v C)
apin(b,¢) — pia (@, b)e + o1 (a,be) — pn (b, )

32(;1,1)(0,7 b, c),

lo cual significa que para toda deformacién, u; € Ker(9?), es decir, u; es
un cociclo de Hochschild, llamado el infinitesimal de la deformacién. Uno
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de los principales problemas en la teoria de deformaciones, no resuelto
en general, es la pregunta de cuidndo un cociclo de Hochschild es el
infinitesimal de una deformaciéon. Un problema ma&s accesible, y cuya
solucion responde parcialmente la primera pregunta, es la siguiente: ;Si
11 es un cociclo de Hochschild, es decir, cumple (4.1) para n = 1, cudndo
existe un g, tal que se cumple (4.1) para n = 27 El siguiente teorema
responde una pregunta mas general:

Teorema 4.3 Sean p1,...,ux—1: AR A — A aplicaciones K -bilineales
que cumplen (4.1) paran =1,...;k —1, entonces F : AQ AR A — A
dado por

F(a,be) = Y pila,ps(b,e)) = palps(a,b), )
itj=k
i,5>0

es un cociclo de Hochschild, es decir, F € Ker(9®), y por lo tanto define
una clase de cohomologia [F] € HH3(A). Ademds [F] = 0 si y solamente
si existe uy tal que py, ..., cumplen (4.1) paran = k.

Demostracion. La primera parte del teorema corresponde a [1, Prop.3,
sec. 5, pag. 69]. Para la segunda afirmacién consideremos que
Z (ni(a, pj (b, ¢)) — pi(pj(a,b), c))
i+j=k
= Z (nia, (b, ¢)) — pi(ps(a,b), c))
Y
+ho(a, (b, ¢)) — po(pr(a, b), c)
+hk(a, po(b, ¢)) — pr(pola, b), c)
= F(a,b,c)+ apg(b,c) — px(a,b)c
+pr(a, be) — py(ab, c)
= F(a,b,c) + 0*(ux)(a, b, c).

Como [F] =0 € HH3(A) significa que F € Im(9?), se tiene en ese caso
que F = 0%(g) para algin g : A® A — A. Basta tomar p; := —g para
obtener (4.1) para n = k. O
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Corolario 4.4 Si HH3(A) = 0, entonces todo elemento 1 € Ker(9?)
es el infinitesimal de una deformacion.

La interpretacion de HH?(A) en este contexto es entonces que ciertas
clases son la obstruccién a continuar la construccién gradual de una
deformacion.

Los siguientes resultados los vamos a dar sin la demostracion, que se
puede encontrar en [1, Sec. 3, pag 65].

Proposicién 4.5 Sean jif y p1g deformaciones dadas por (f;) y (g:) res-
pectivamente. Si ¢ : Ay — Ay es un isomorfismo K|[[t]]-lineal (dado por
vt A— A) que lleva (A, piy) en (A, 1g), entonces los infinitesimales
de piy y pg son cohomdlogos. Es decir [f1] = [g1] € HH?*(A), mds ain
fi =g+ 0 (¢).

El resultado reciproco no vale, pues hay ejemplos de deformaciones tales
que [f1] = [g1], pero (A¢, py) 2 (As, ttg). Siuna deformacién es isomorfa
a la deformacién trivial (f; = 0 para ¢ > 1) entonces también se llama
trivial. La siguiente proposicién nos da una condicién suficiente para que
una deformacién sea trivial (ver [1, Corolario sec. 3, pag 65]):

Proposicién 4.6 Si HH?(A) = 0, entonces A es rigida, es decir, toda
deformacion es trivial.

5. Extensiones

Las estructuras de dlgebra sobre A; que cumplen (A) y (D) se
llaman extensiones y més general, si en vez de K[[t]] tomamos un dlgebra
B, se llaman productos tensoriales torcidos. Nosotros en este trabajo
solamente vamos a ver las extensiones que ademds cumplen (B), pues
estas se pueden clasificar por medio de la cohomologia de Hochschild, de
manera parecida al caso de las deformaciones. En este caso la estructura
de dlgebra de A; estd completamente determinada por el producto

(1ot (a®l) =1i(a)@t+13(a) @t* +13(a) @ + ...
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donde %1 : A — A son funciones K-lineales. Notemos que el término
constante, que se llamarfa 7} (a) @ 1 = 74((1 ® t)(a ® 1)), se anula por
(B), pues m4(1 ®t) = 0. Si definimos

V= e, (5.1)
UT 5oy wup>0
Uyt tur=j

para r > 2, se tiene que (comparar con [3, Prop. 3.1, Prop.4.1])
1@t (@a®l)=(a) @+ (a) @+ H@) @2+

y que las aplicaciones v; cumplen

7; (ab) = D77 (@)7;(0). (5.2)

Las aplicaciones 71,74, ...,7._; definen una estructura de algebra aso-
ciativa sobre el producto tensorial

A K[t]/{t").

(Comparar con [2, Prop.1.2]). En nuestro caso (7§ = 0) se trata de
una extensién polinomial truncada no conmutativa triangular superior
(EPTNCTS) (ver definicién [2, Seccién 4]).

Notemos que existe una aplicacion
Tt A = A /(") 2 AQ K[t]]/(t") 2 A Kt]/(t")

que es un morfismo de dlgebras para las estructuras de dlgebras definidas
por los 7;. Entonces las preguntas que se plantean, motivados por las
preguntas planteadas en el caso de deformaciones, son las siguientes:
Supongamos que ¥i,74,...,7._; definen una EPTNCTS sobre A ®
K[t/ (t"):

(1) Extensién Infinita: ;Existirdn ~},7;,,... tales que las aplica-
ciones
1,1 1 1,1
Y1V2y - a’Yn—la’anryn—i-l;' N

definan una extensién (infinita)?
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(2) Paso de n a n+ 1: ;Existira 4} tal que las aplicaciones 71,73, ...,
vt 1,7} definen una EPTNCTS sobre A @ K[t]/{(t"T1)?

Nos limitaremos al caso i = Id4 para evitar férmulas muy técnicas,
pero los resultados valen, con una ligera modificacién, cuando ~; es un
automorfismo arbitrario de A.

La primera pregunta solamente est4 completamente resuelta para n = 3.
En ese caso se puede definir D :=~3 y poner

1 _ pi-1

para j > 2. Esto define una extensién triangular superior, lo cual se
puede verificar del siguiente modo: Usando (5.1) se obtiene que

ro_ ]_]' j—r
W= <r—1>DJ

y un cdlculo directo muestra que se cumple (5.2). Finalmente se aplica
sucesivamente el corolario [2, Cor. 1.6].
En general la primera pregunta se responde parcialmente atacando el
segundo problema, y la obstruccién a construir grado por grado una
extensién es una clase de cohomologfa en HH?(A), muy similar al caso
de las deformaciones (Ver [2, Th. 4.1]):

Teorema 5.1 Supongamos que yi,74,...,vk_, definen una EPTNCTS
sobre A ®@ K|[t]/(t"). Consideremos la aplicacion F : A® A — A dada
por

Z v (a)vh (b

Entonces F es un cociclo de Hochschild, es decir, F € Ker(9?), y por lo
tanto define una clase de cohomologia [F] € HH?(A). Ademds [F] = 0
si y solamente si existe v} tal que las aplicaciones vi,va, ..., v:_1, 7k
definen una EPTNCTS sobre AQK|[t]/(t"T1). En ese caso F = —92(v}).

También tenemos un resultado de rigidez, para el cual definimos primero
una nocién de equivalencia de extensiones:
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Definicion 5.2 Dos extensiones formales triangulares superiores sobre
Ay se llaman equivalentes, si hay un isomorfismo de dlgebras

©: At —>At7

que lleva una estructura de dlgebra en la otra, tal que p(a) = a para todo
a€ Aypt)=t+R, donde R € (A)t.

Entonces tenemos el siguiente resultado de rigidez [2, T. 4.17]:

Teorema 5.3 Si H'(A, A) = 0, entonces toda extension formal trian-
gular superior es equivalente a la extension formal trivial.
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