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RESOLUBILIDADE E 
REGULARlDADEDASSOLU~OESDE 

EDPs LINEARES 

Paulo D. CORDARO· 

o propósito desta palestra é apresentar um 
llgeiro panorama de um dos problemas mais 
básicos da teoria das ecuafoes diferenciais 
parciais lineares: decidir sobre a resolubili
dade local de umaEDP linear. Paraformular 
o problema iniciamos introduzindo algunas 
notafoes. 

* Profesor de IME-USP, Sao Paulo, Brasil 
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Um operador diferencial parcial linear 

(ODPL) em um aberto Q de RN 
é um operador 

da forma 

Aqui 

a = 

P(x,D) = 

N 
( ex 1 ' • • • ,aN ) E 7l + ' 

a 
iax 

1 

a a (x)D . 
a 

lal = 

(' ... ( a 
iax 

N 

e 

(i denota a unidade imaginária). Os coefi

cientes a serao assumidos infinitamente a 
diferenciáveis no aberto Q. 

Diremos que P(x,D) é resolúvel num 

ponto x de Q se existir uma vizinhan9a a-
o 

berta U de x em Q tal que 
o 

P(x,D)D'(U) J cro (U). 
e 

Por exemplo, todos os operadores com 

coeficientes constantes sao resolúveis em 
N todo ponto de R . De fato, foi demostrado 

independentemente por Malgrange [8] e 

Ehrenpreis [3] que todo ODPL com coefi-
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cientes constantes P(D) admite urna soluqio 
fundamental, isto é, existe urna distribui-

980 E sobre RN tal que 

P(D)E = 0, 

N 
onde ° denota a medida de Dirac em R . 

Ent80 se para f E ero (R
N

) definirmos 
e 

u = E * f teremos 

P(D)u = P(D)(E*f) = (P(D)E)*f = 
° * f = f 

N 
em R . Note que neste caso a solu980 obti-

da é infinitamente difenciável. 

Para o estudo de problemas envolvendo 

equa90es diferenciais parciais lineares é 

conveniente introduzir as n090es de símbo

lo e símbolo principal de um ODPL. Dado um 

operador P(x,D) as fun980es 

a (x)~ 
ex 

lexl~m 

Pm(x,~) = L aex(X)~ex 
I ex 1= m 
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denorninarn-se, respectivamente, símbolo e 

símbolo principal do operador. Aqui esta-
N N 

rnos escrevendo, para ~ E ~ e a El, 

a a 
= t; 1 

1 

a 
N 

t;N • 

Dizernos que P(x,D) é elítico no ponto 
x se 

o 

P (x ,~) = o,~ E ~N =+ ~ = o. 
ro o 

É fácil verificar que se P(x,D) for elíti

co ern x entao ele o será ern toda urna vi
o 

zinhanc;:a de x . 
o 

Todo operador elítico ern x é resolúvel 
o 

ern x e de fato também neste caso as solu-
o 

95es da equa9ao P(x,D)u = f serao infini-

tamente diferenciáveis se f o for. Tais 

resultados já podern, hoje, ser considera

dos clássicos e para uma exposi9aO destes, 

com referéncias históricas, o leitor deve 

consultar [4]. 

Somos entao naturalmente levados a con

siderar, a seguir, ODPL's cujos símbolos 

principais podem se anular e a analisar a 
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resolubilidade das equa90es por eles defi· 

nidas. Isto motiva a seguinte defini9ao: 

Denni~ao 1. 

Diremos que P(x,DJ é de tipo principal em 

x se 
o 

~ ~ O,P (x ,i;) = O =* 9~P (x ,i;) ~ O 
m o ~ m o 

Observe que a identidade de Euler 

~.9~P (x ,~) = roP (x ,i;) 
~ m o m o 

mostra que P(x,D) é de tipo principal em 

x se, e somente se, a fun9aO i; ~ 
o 

9~P (x ,i;) nao se anula no complementar da 
~ m o 

origen de IRN
• Em particular, um ODPL de 

primeira ordem 

N 

L(x,D) = L a.(x)D. + a (x) 
j=l J J o 

(1 ) 

(D.= a/iax.,) = 1, ••• ,N) é de tipo princi-
J J 

pal em x se, e somente se, 
o 

N 

L la.(x )1 ~ o. 
. J o 
J=O 
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Heuristicamente os operadores de tipo 

principal sao aqueles em que os termos de 

ordem menor que ID podem, no estudo, ser 

desprezados. O lei tor deve observar que 

este nao é, em geral, o caso. Por exemplo 

tanto o operador do calor no plano 

P (x,D) = -iD _D2 
112 

quanto o operador de Schródinger 

P (x,D) = -D _D2 
2 1 2 

possuem o mesmo s ímbolo principal 

mas tem comportamento totalmente distin

tos. 

O interesse no estudo da resolubilidade 

local dos ODPL's de tipo principal se ini

cia com o célebre exemplo de Hans Lewy 

[7]. Em 1956, Lewy mostrou que o operador 

de primeira orden 

L(x,D) = -iD -D -(x + ix )D 
1 2 1 1 3 

-, 1 lId 1R3
• nao e reso úve em ponto a gum e 

Antes do aparecimemto deste exemplo 

Hórmander [5] já havia obtido em sua tese 
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(1955) um resultado afirmativo quanto a 
resolubilidade para uma classe de ODPL' s 

de tipo principal: 

Teorema 1. 

s~ P(x,DJ tiver parte principal real e for 

de tipo principal em x entao P(x,DJ será 
o 

resolúvel em x . 
o 

A técnica utilizada por Hórmander con

sitia em obter uma desigualdade 'a priori' 

envolvendo o chamado transposto ~ormal de 

P(x,D) e concluir entao a resolubilidade 

do operador via um argumento de dualidade. 

Daremos, a seguir, uma i1ustra9ao de tal 

método (numa versao simplificada). 

Denn1~ao 2. 

Dado um ODPL em Q, P(x,DJ, seu transposto 

formal é o ODPL em Q que satisfaz a iden

tidade 

J(P(X,D)~)W d x = J~(tp(X,D)~)d x 

quaisquer que sejam ~,W E COO(Q). 
e 
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Denotaremos por L
2

(Q) o espaco de 

Hilbert das (classes de equivalencia de) 

fun90es mensuráveis sobre Q tais que IIfl
2 

dx < oo. A norma neste espa~o será denotada 

por 11 11. 

Proposi~o 1. 

s u po n ha q u e e x i s t a u m a e o n s tan t e e> o tal 

que 

(2) 

para toda qJ E Coo(Q). Entao P(x,D)L 2
(Q) ::> 

e 

L2(Q). Em particular P(x,D) é resolúvel em 

todo ponto de Q. 

Demostra~ao: Consideremos 

2 como subespaGo topológico de L (Q). 

2 
Para cada f E L (Q) o funcional linear 

8 ~ e definido por 

tp(x.D)~ ~ J f~ d x 
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está bem definido e é continuo uma vez que 

a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2) im

plicam que 

IJ r«J d xl ~ cllrll 11 'P(x,D)«JII. 

Pelo Teorema de Hahn-Banach este funcional 

pode ser estendido a L2
(Q) continuamente. 

Aplicando o Teorema de Riesz a esta exten

sao concluimos a existencia de um elemento 

u E L2
(Q) tal que 

t u P(x,D)rp d x 

ro 
para toda rp E e (Q). Logo P(x,D)u = f no 

e 

sentido de distribui<;oes e a proposi<;ao 

fica, portanto, demonstrada. 

Quando P(x,D) é de tipo principal mas 

seu símbolo principal assume valores com

plexos sua resolubilidade é caracterizada 

pela chamada condi<;ao (P) de Niremberg -

Treves, condi<;ao esta que descreveremos a 

seguir. 
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ro N 
Dada F E e (Q x ~ ) as curvas bicarac-

teristicas de F sao, por defini9ao, as so

lU90es das equa~oes de Hamilton- Jacobi : 

Um cálculo simples mostra que F é constan

te ao longo de suas curvas bicaracterísti

cas. Urna bicaracterística sobre a qual F 

se anula identicamente é chamada bicarac
teristica nula de F. 

Defini~ao 3. 

Diremos que o ODPL P{X,D} satisfaz a con

di9ao {P} no ponto {x,I;} E Q x {~N\{O}} 
o o 

se existirem uma vizinhan9a aperta O de 

(x ,I;) em Q x (~N\{O}) e um número com-
o o 

complexo z tais que: 
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2. A restri9ao de lm{zp) a qualquer m 
bicaracterística nula de Re{zp } in m 
O nao muda di sinal. 



Diremos que P(x,DJ satisfaz a condi9áo 

(PJ em Q se P(x,DJ satisfizer a condi911O 

(PJ em todo ponto de Q x (RN\(O)J. 

Em 1970 L. Niremberg e F.Treves [10] 

enunciaram a condi9ao (P), mostraram que 

esta é invariante sob multiplica9ao do 

operador por fun95es que nao se anulam e 

conjeturaram que para um ODPL de tipo 

principal ser resolúvel em todo ponto de 

um aberto Q seria necessário e suficiente 

que a condi9ao (P) fosse vericada em Q. 

Nao é difícil verificar que se P(x,D) 

for elítico em x ou se lm(P )e O numa vi-
o m 

zinhan9a de x entao P(x,D) satisfaz a 
o 

condi9ao (P) no ponto (x ,~), qualquer que 
o 

seja ~ em RN
, {O}, o que faz com que a 

conjetura seja compatível com os resulta

dos que mencionamos até entao. Além destes 

casos a conjetura, naquela data, já havia 

sido demostrada para operadores de ordem 1 

[9], para operadores em duas variáveis in

dependentes (isto é, quando N = 2) [11] e 

para ODPL's cujos coeficientes aa' com 

lal= m, sao fun95es analíticas reais [10]. 
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A conjetura de Nirenberg-Treves resul

tou verdadeira em geral. A suficiencia de 

Condi9ao (P) foi demonstrada por R. Beals 

e C. Fefferman [1] em 1972 enquanto que a 

necessidade (agora já no contexto de Ope

radores Pseudo-Diferenciais) foi demons

trada por Moyer [4] em 1980. 

Quanto á existencia de solu90es infini

tamente diferenciáveis, o primeiro resul

tado que devemos mencionar foi obtido por 

Treves [2] em 1976 : 

Teorema 2. 

Seja L(x,DJ o ODPL dado por (1J. Suponha 

que L(x,DJ seja de tipo principal, tenha 

coeficientes analíticos e satisfa9a a con

di9ao (PJ nurna vizinhan9a da origern ern ~N. 
Entao existern urna vizinhan9a aberta da 

origern U e urn operador linear contínuo 

tais que L(x,DJK = I, a identidade ern 

CoorUJ. 
e 
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Posteriormente, em 1978, Hórmander [6] 

mostrou que de fato, quando o operador 

P(x,D) satisfaz a condi9ao (P) entao a 

equa9ao P(x,D)u = f possui solu90es locais 

em cro 
se f for da mesma classe. A técnica 

por ele utilizada na obten9ao deste resul

tado foi a chamada análise de propagac;ao 
de singularidades. Neste caso a existencia 

de solu90es infinitamente diferenciáveis é 

consequencia, uma vez mais, de um argumen

to de dualidade de Análise Funcional. Até 

a presente data nao se sabe se um resulta

do como aquele enunciado no Teorema 2 para 

um ODPL de tipo principal qualquer stisfa

zendo a condi9ao (P) é verdadeiro ou nao. 

Dado L (x, D) como em ( 1 ) consideremos 

sua parte principal: 

N 

L (x,D) = L a.(x)D .. 
o j=l J J 

Nas hipó teses de Teorema 2 podemos aplicar 

o Teorema de Cauchy-Kovalevsky e portando 

determinar N-1 fun90es de classe C
ro

,Zl' .. ' 
Z ,definidas numa vizinha9a da origem e 

N-l 
satisfazendo 
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L (x,D)Z = O, ~k = 1, . .. ,N-l 
o k 

dZ 1\ 
1 

• •• 1\ dZ 
N-1 

'# O. 

Estas func;:oes, algunas vezes chamadas 

de lntegrals prlmelras do operador L (x,D) 
o 

assumem papel crucial na construC;:80 do 

operador K aludido no Teorema 2. Para fins 

de ilustrac;:ao analisaremos agora a exis

téncia de tais inversos A direita para os 

chamados Operadores de Mlzohata. 

Denotemos asvariáveis em R2 por (t,x) 

e por (L,~) as respectivas variáveis 

duais. Para cada kEZ consideremos o ODPL 
+ 

M = M(t,%t,%x) = %t - itk%x. 

o símbolo principal de M (que neste caso 

coincide com seu símbolo) é a func;:ao 

~ : R4~ e definida por 

Fixemos (to,xo,LO'~O) E R
4

, (LO'~O) '# 

(O, O). Se t '# O entao o operador M será 
o 

elítico no ponto (t ,x ). Por outro lado a 
o o 

curva bicaracterística de Im~ que passa 
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por (t ,x , L ,~ ) é dada por 
o o o o 

S 1---+ (s + t ,x ,L ,~ ). 
o o o o 

Tal bicaracterística será urna bicaracte
rística nula se e somente se L = O e a 

o 

restri<;!8o de Rea a esta bicaracterística 
nula é a fun<;!8o 

S 1---+ (s + t ) k~ • 
o o 

Destas considera<;!oes segue o seguinte 

resultado: 

Proposi~o 2. 

O operador H satisfaz a condi<;!ao fPJ em R2 

se, e somente se, k for par. 

Seja f E C
OO

(R2
) e tomemos a Transforma-

e 

da de Fourier em x na equa<;!8o Hu = f. Ob-

ternos 

que por sua vez é equivalente a 
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Aqui U e F denotam, respectivamente, as 

Transformadas de Fourier de u e f na va

riável x e 

Portanto 

t k + 1 

b(t) = k + 1 

t 

U(t,l;) = J e(b(s>-b(t»F(s,l;)ds. (3) 

cx(l;) 

Uma vez que nosso intui to era, origi

nalmente, encontrar urna solU9aO para equa-

9ao Hu = f devemos determinar cx(l;) de modo 

que U(t,l;) seja 'temperada' em 1;. Se isto 

for possível entao 

u(t,x) = 1 
21l 

(4) 

será a solU9aO procurada. É neste ponto 

que a condi9ao (P) entra de modo crucial. 

Observe que quando k é par a fun9ao b é 

crescente em ~ e, consequenternente, 

( b ( s) - b ( t ) ) 1; ~ O se s ~ t e € > O ou 

s ~ t e € < O. Logo, se definirmos 
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a(~) = -00 se ~ > 0, a(~) = 00 se ~ < 0, a 

seguinte propriedade é consequAncia de (3): 

dados p > 0, fl, lEZ+ existe e > ° tal que 

2 
'v'(t,~) E IR ,Itl s p. 

Deste modo, se substituirmos (3) em (4) 

obteremos uma solU980 de classe eoo que 

pode, ainda, ser expressa como 

1 (Jo JOO JOO K(f)(t,x) = 2n - + 
-00 t -00 

J: L L J 
e i (w ( t , x) - w ( s , y) ) ~ f ( s ,y) d yd s d ~ , 

onde 

w(t,x) = x + ib(t) 

é uma integral primeira de M. 

Ainda no caso de ODPL's de primeira or

dem em 1R2
, é possível reformular a condi-

980 (P) en termos das respectivas inte

grais primeiras. 
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Seja 

H = a(t,x)%t + b(t,x)%x 

um ODPL de primeira ordem em um aberto O 

de ~2. Assuma que H seja de tipo principal 

e que exista W E crocO) com diferencial di

ferente de O em todo ponto e satisfazendo 

Hw = o. Observe que a existencia local de 

w é automática se a e b forem analíticas 

reais (novamente urna consequencia do Teo

rema de Cauchy-Kova1evsky). 

Proposi~o 3. 

o operador M satisfaz a condiC;:8o fPJ em O 

se, e somente se, dado ft , x J E Q existe 
o o 

uma vizinhanc;:a aberta U de ft ,x J em Q 
o o o 

tal que os conjuntos 

{ft,xJ E U : wft,xJ = z} 
o 

sao conexos, qualquer que seja z E wfU J. 
o 

A partir de 1980 tem-se obtido algum 

progresso no estudo da resolubilidade lo

cal para sistemas de ODPL's de primeira 

ordem. O ponto de partida deste estudo é, 
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sem dúvida, a reformula9ao da condi9ao (P) 

como enunciada na Proposi9aO 3. Para con

cluir esta palestra enunciaremos alguns 

destes resultados sem nos atermos a ques

toes envolvendo a invariancia dos sistemas 

analisados. 

Escrevamos as coordenadas 
N em IR como 

t , .. . ,t ,x(N = n+l) e consideremos uma 
1 n 

fun9ao ~ = ~(t,x) de classe ero, a valores 

reais e definida numa vizinhanca Q da ori
N 

gem em IR . Para o que se segue nao há per-

da de generalidade em assumir que 

~(O,o) = ~ (0,0) = o. 
x 

Os sistemas que consideraremos serao 

construidos através dos operadores 

L o~ 
j = ar

j j 
(1 + 

. O~) -1 a 
1 ox ox 

j = 1, ... ,n. 

~ fácil ver que os operadores L comutam 
j 

entre si (isto é, L L = L L , 
j k k j 

"Ij,k= 1, 

... ,n) e que vale a rela9ao. 
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L.(x + i,(t,x) = 0, j = 1, ... ,n. 
J 

Em outras palavras a fun9ao 

Z(t,x) = x + i,(t,x) 

é urna integral primeira do sistema L
1

, ••• , 

L . 
n 

Consideraremos dois tipos de sistemas. 

O primeiro é o sistema gradiente associado 

a L
1

, ••• ,L
n 

e o problema corresponden te se 

enuncia do siguinte modo: 

D d f - f f d classe ero, a as un 90es l' ... , n e 

definidas numa vizinhan9a da origem e sa

tisfazendo 

L f 
j k 

J,k = 1 , ... , n (5) 

ro 
encontrar urna fun9ao de classe e u tal 

que as equac:;oes 

L u = f., 
j J 

j = 1, ... ,n (6) 

estejam simultaneamente satisfeitas em a1-

guma vizinhanGa da origem. 
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Observe que o sistema (S) é sobredeter

minado se n > 1. As condi90es de compati

bi1idade (5) sao claramente necessárias, 

uma vez que os operadores L. comutam entre 
J 

si. Para tais sistemas a condi9aO de reso-

lubilidade é a seguinte: 

Defini~ao 4. 

Diremos que 

a condi 9ao 

existir um 

o sistema L , ... , L satisfaz 
1 n 

r p' ) no pon t o r t , x ) E Q se 
o o 

sistema fundamental de vizi-

nhan9as abertas {U } de (t ,x) de Q tal 
k o o 

que, para cada k e cada z E ZrU
k
), o con-

junto 

{rt,x) E U : Zrt,x) = z} 
k 

é conexo em U . 
k 

Em 1983 F. Treves [13] mostrou que, cuando 

cp é anal í tica real, a resolubi lidade do 

sistema (6) é caracterizada pela condi9aO 

(P'). Mais precisamente: 

Teorema 3. 

Assuma que cp seja analítica real. 
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1. Suponha que a condiGao (P') nao es

teja verificada na origem. Entao existem 

funGoes f , . .. ,f de classe ero numa vizin-
1 n 

hanGa da origem e satísfazendo (5) tais 

que o sistema (6) nao possui soluGao em 

vizinhanGa alguma da origem. 

2. Se a condiGáo (PI) for verificada em 

todo ponto de uma vizinhan~a da origem en

tao o sistema (6) possui soluGáo de classe 
ro e numa vizinhanGa da origem, quaisquer 

que sejam f , ... ,f verificando as condi-
1 n 

Goes de compatibilidade (5). 

Observe que quando n = 1 as condiGoes 

de compatibilidade (S) inexistem e o Teo

rema 3 é, neste caso, consequencia da Pro

posiGao 3 e dos resultados discutidos an

teriormente. 

Consideremos, a seguir, o sistema di

vergente assoclado aL, .. . ,L . A condiGao 
1 n 

de resolubilidade para o problema corres-

pondente também é descrita em termos da 
geometria dos conjuntos Z = constante. 
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Teorema 4. 

Suponha n ~ 2. As duas propiedades seguin

tes sao equivalentes: 

1. Dada f, de classe ero numa vizinhanGa 

da origem, existem funGoes u
1

, ••• ,un de 

classe ero tais que a equaG80 

L u + ... + L u = f 
1 1 n n 

está verificada em alguna vizinhanGa da 

origem. 

2. Existe uma vizinhanGa U da origem 
o 

tal que, para cada Z E Z(U }, o conjunto 
o 

{(t,x) E U 
o 

Z(t,x) = z} 

nao possui componentes conexas compactas 

em U . 
o 

A demostraGao do Teorema 4 pode ser encon

trada em [2] no caso em que ~ é analítica 

real e em [14] no caso geral. 
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