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RESOLUBILIDADE E
REGULARIDADE DAS SOLUCOES DE
EDPs LINEARES

Paulo D. CORDARO*

O propdsito desta palestra é apresentar um
ligeiro panorama de um dos problemas mais
bdsicos da teoria das ecuagoes diferenciais
parciais lineares: decidir sobre a resolubili-
dade local de uma EDP linear. Para formular
o problema iniciamos introduzindo algunas
notagoes.

* Profesor de IME-USP, Sao Paulo, Brasil



Um operador diferencial parcial 1linear
(ODPL) em um aberto Q de RY ¢ um operador

da forma
(64
P(x,D) = ) a (x)D".
ol Sm
Aqui
o = (al, .,ozN) € Z:, lal = A e
% N
1+ o) e)
1 N

(i denota a unidade imaginidria). Os coefi-
cientes a, serido assumidos infinitamente

diferencidveis no aberto Q.

Diremos que P(x,D) ¢é resolivel num
ponto X de Q se existir uma vizinhanca a-

berta U de X em Q tal que
P(x,D)D' (U) > c‘: (U)y.

Por exemplo, todos os operadores com
coeficientes constantes sdo resoluveis em
todo ponto de R". De fato, foi demostrado
independentemente por Malgrange [8] e
Ehrenpreis [3] que todo ODPL com coefi-



cientes constantes P(D) admite uma solugdo
fundamental, isto é, existe uma distribui-
cdo E sobre RY tal que

P(D)E = 6§,

onde & denota a medida de Dirac em RY.

Entdo se para [ € Cf (RN) definirmos
u =FE * f teremos

P(D)u = P(D)(E*f) = (P(D)E)*f =
6 *x f = f

N x .
em R°. Note que neste caso a solugio obti-
da é infinitamente difenciavel.

Para o estudo de problemas envolvendo
equacOes diferenciais parciais lineares é
conveniente introduzir as noc¢des de simbe-
lo e simbolo principal de um ODPL. Dado um
operador P(x,D) as funcgéaoes

P(x,E) = ¥ a (x)&%
lal€m

P (x,8) = L a (x)E"

|0(|=m



denominam-se, respectivamente, simbolo e

simbolo principal do operador. Aqui esta-
N N

mos escrevendo, para £ € R e x € Z,

o o [0 4

E =§ N

Dizemos que P(x,D) é elitico no ponto

X se
o

P (x_,E) = 0,E € R" = & = 0.

E facil verificar que se P(x,D) for eliti-
cO em xo entdo ele o sera em toda uma vi-

zinhang¢a de X .

Todo operador elitico em X, é resolivel
em X e de fato também neste caso as solu-
¢8es da equacido P(x,D)u = f serdo infini-
tamente diferenciidveis se [ o for. Tais
resultados ja podem, hoje, ser considera-
dos classicos e para uma exposigio destes,
com referéncias histéricas, o leitor deve

consultar [4].

Somos entio naturalmente levados a con-
siderar, a seguir, ODPL's cujos simbolos

principais podem se anular e a analisar a



resolubilidade das equacg¢des por eles defi-
nidas. Isto motiva a seguinte definicio:

Defini¢io 1.

Diremos que P(x,D) é de tipo principal em

X se
(o]

€ # 0,P (X ,E) = 0 =5 VP (x,E) #0

13

Observe que a identidade de Euler
E.VgP (X ,E) = mP (x ,E)

mostra que P(x,D) é de tipo principal em
x se, e somente se, a funcido & —
VEPm(xo,E) ndo se anula no complementar da
origen de RN. Em particular, um ODPL de
primeira ordem

N

L(x,D)y =7} aj(x)Dj + a_(x) (1)
j=1

(Dj= a/iaxj,J = 1,...,N) é de tipo princi-

pal em X se, e somente se,

|aj(x°)| # 0.

(e}

WMz

i)



Heuristicamente o0s operadores de tipo
principal s3o aqueles em que o0s termos de
ordem menor que m podem, no estudo, ser
desprezados. O leitor deve observar que
este nido é, em geral, o caso. Por exemplo
tanto o operador do calor no plano

. 2
Pi(x,D) = -1D1—D2

quanto o operador de Schrédinger

2

P_(x,D) = -D_-D
2 1 2

possuem o0 mesmo simbolo principal (—Ei)
mas tem comportamento totalmente distin-
tos.

0 interesse no estudo da resolubilidade
local dos ODPL's de tipo principal se ini-
cia com o célebre exemplo de Hans Lewy
[7]. Em 1956, Lewy mostrou que o operador

de primeira orden
L(x,D) = —1D1—Dz-(x1+ 1x1)D3

n . , 3
nido é resoluvel em ponto algum de R™.

Antes do aparecimemto deste exemplo
Hormander [5] ja4 havia obtido em sua tese



(1955) um resultado afirmativo quanto a
resolubilidade para uma classe de ODPL's
de tipo principal:

Teorema 1.

Se P(x,D) tiver parte principal real e for
de tipo principal em x_ entio P(x,D) ser4d

resolivel em x .
[e]

A técnica utilizada por HoOrmander con-
sitia em obter uma desigualdade 'a priori:'
envolvendo o chamado transposto formal de
P(x,D) e concluir entdo a resolubilidade
do operador via um argumento de dualidade.
Daremos, a seguir, uma ilustracido de tal
método (numa versfo simplificada).

Deflnicao 2.

Dado um ODPL em Q, P(x,D}, seu transposto
formal é o ODPL em Q que satisfaz a iden-
tidade

J(P(X,D)w)w d x = Jw(‘P(x,D)w)d X

quaisquer que sejam @, € CS(Q).



Denotaremos por LZ(Q) o espaco de
Hilbert das (classes de equivalencia de)
fun¢des mensuridveis sobre Q tais que Ilflz
dx < ®. A norma neste espac¢o sera denotada

por Il 1.

Proposicao 1.

Suponha que exista uma constante C>Q tal

que

liplis CIItP(x,D)pl (2)

para toda ¢ € C(:(Q). Entdo P(X,D)LZ(Q) )
L%(Q). Em particular P{x,D) é resoliuvel em
todo ponto de Q.

Demostracao: Consideremos
t 0
8= {"P(x,D)p : ¢ € C_(Q}
como subespaco topoldgico de LZ(Q).

Para cada f € LZ(Q) o funcional 1linear
& — (¢ definido por

tP(X,D)(p — J fo d x
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estd bem definido e é continuo uma vez que
a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2) im-

plicam que
IJ fo d x| < Clft Il *P(x,D)opll.

Pelo Teorema de Hahn-Banach este funcional
pode ser estendido a LZ(Q) continuamente.
Aplicando o Teorema de Riesz a esta exten-
s80 concluimos a existéncia de um elemento
u € LZ(Q) tal que

J fp d x = J utP(x,D)w d x

para toda ¢ € C:(Q). Logo P(x,D)u = f no
sentido de distribuigles e a proposicéo
fica, portanto, demonstrada.

Quando P(x,D) ¢é de tipo principal mas
seu simbolo principal assume valores com-
plexos sua resolubilidade €& caracterizada
pela chamada condicdo (P) de Niremberg -
Treves, condicido esta que descreveremos a

seguir.

11



Dada F € Cw(Q X RN) as curvas bicarac-
teristicas de F sao, por definicido, as so-
lugdes das equa¢ldes de Hamilton- Jacobli

X

VEF(X,E)

g

v F(X,E).

Um cdlculo simples mostra que F é constan-
te ao longo de suas curvas bicaracteristi-
cas. Uma bicaracteristica sobre a qual F
se anula identicamente ¢ chamada bilicarac-
teristica nula de F.

Defini¢io 3.

Diremos que o ODPL P(X,D) satisfaz a con-
digao (P) no ponto (xo,go) € Q0 x (RN\{O})
se existirem uma vizinhanga aberta 0 de
(Xo,go) em Q x (RN\{O}) e um ndmero com-
complexo z tais que:

1. Vg Re(sz)[x,E) # 0, Vix,E) € O

2. A restricio de Im(ZPm) a qualquer
bicaracteristica nula de Re{sz) in

©® n3o muda di sinal.
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Diremos que P(x,D) satisfaz a condicao
(P) em Q se P(x,D) satisfizer a condigao
(P) em todo ponto de Q x (R"\(0}).

Em 1970 L. Niremberg e F.Treves [10]
enunciaram a condig¢do (P), mostraram que
esta é invariante sob multiplicacido do
operador por fungdes que nido se anulam e
conjeturaram que para um ODPL de tipo
principal ser resolivel em todo ponto de
um aberto Q seria necessirio e suficiente
que a condic¢ido (P) fosse vericada em Q.

Nido é dificil verificar que se P(x,D)
for elitico em X ou se Im(Pm)E 0 numa vi-
zinhanca de X, entio P(x,D) satisfaz a
condig¢do (P) no ponto (xo,E), qualquer que
seja £ em IRN\ {0}, o que faz com que a
conjetura seja compativel com os resulta-
dos que mencionamos até entdo. Além destes
casos a conjetura, naquela data, ji havia
sido demostrada para operadores de ordem 1
[9], para operadores em duas variiveis in-
dependentes (isto é, quando N = 2) [1l1l] e
para ODPL's cujos coeficientes a,, com
lal= m, sido fungles analiticas reais [10].

13



A conjetura de Nirenberg-Treves resul-
tou verdadeira em geral. A suficiéncia de
Condigdo (P) foi demonstrada por R. Beals
e C. Fefferman [1] em 1972 enquanto que a
necessidade (agora ja no contexto de Ope-
radores Pseudo-Diferenciais) foi demons-
trada por Moyer [4] em 1980.

Quanto a existéncia de soluc¢des infini-
tamente diferenciidveis, o primeiro resul-
tado que devemos mencionar foi obtido por
Treves [2] em 1976

Teorema 2.

Seja L(x,D) o ODPL dado por (1). Suponha
que L(x,D) seja de tipo principal, tenha
coeficientes analiticos e satisfaca a con-
digado (P) numa vizinhanga da origem em RY.
Entido existem uma vizinhanga aberta da

origem U e um operador linear continuo
K : Uy — ™)

tais que L(x,DJK = I, a identidade em
c®eu) .
c

14



Posteriormente, em 1978, Hormander [6]
mostrou que de fato, quando o operador
P(x,D) satisfaz a condigio (P) entdo a
equacéido P(x,D)u = f possui solugdes locais
em ¢® se f for da mesma classe. A técnica
por ele utilizada na obtenc¢do deste resul-
tado foi a chamada anidlise de propagagao
de singularidades. Neste caso a existéncia
de solu¢des infinitamente diferenciaveis é
consequéncia, uma vez mais, de um argumen-
to de dualidade de Analise Funcional. Até
a presente data nio se sabe se um resulta-
do como aquele enunciado no Teorema 2 para
um ODPL de tipo principal qualquer stisfa-

zendo a condicgdo (P) é verdadeiro ou nédo.

Dado L(x,D) como em (1) consideremos
sua parte principal:

LO(X,D) =

D
; a;(x)D,

1

"=

Nas hipdteses de Teorema 2 podemos aplicar
o Teorema de Cauchy-Kovalevsky e portando
determinar N-1 fun¢Oes de classe Cw,Zl,..,
ZN-1’ definidas numa vizinhaca da origem e
satisfazendo

15



L (x,D)Z_ =0, Yk =1,...,N-1

dZ A ... AdZ,_ # 0.

Estas fun¢ldes, algunas vezes chamadas
de integrais primeiras do operador LO(X,D)
assumem papel crucial na construcio do
operador K aludido no Teorema 2. Para fins
de ilustracdo analisaremos agora a exis-
téncia de tais inversos a direita para os
chamados Operadores de Mizohata.

: C .. 2

Denotemos as variaveis em R™ por (t,x)
e por (t,£) as respectivas variaveis
duais. Para cada k(—:Z+ consideremos o ODPL

M = M(t,3/8t,3/8x) = d/3t - it*a/ox.

O simbolo principal de M (que neste caso
coincide com seu simbolo) é a funcio
o : R*— ¢ definida por

o(t,x,T,E) = tE + it.

o 4
Fixemos (t _,x ,T ,E) € R°, (7 ,E) #
(0,0). Se t°¢ 0 entdo o operador M sera
elitico no ponto (to,xo). Por outro lado a

curva bicaracteristica de Imo que passa

16



por (to,xo, ro,Eo) é dada por

+ t ,x .
s — (s o’ o’ro_’Eo)

Tal bicaracteristica sera uma bicaracte-
ristica nula se e somente se T = 0 e a
restricdo de KReo a esta bicaracteristica
nula é a funcgio

S = (5 + to)kEO.

Destas consideracgdes segue o0 seguinte
resultado:

Proposic¢io 2.

O operador M satisfaz a condig3o (P) em R

se, e somente se, k for par.

Seja f € cf(mz) e tomemos a Transforma-
da de Fourier em X na equacgido Mu = f. Ob-
temos

ou k
ﬁ(t’E) +Et U(t,&) =F(t’E)9
que por sua vez é equivalente a

Eb(t)

(e8P (t,E)) = 5P VR (t,E).

9o
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Aqui U e F denotam, respectivamente, as
Transformadas de Fourier de v e f na wva-
ridvel x e

tk+‘1
b(t) = 57
Portanto
t
a(g)

Uma vez que nosso intuito era, origi-
nalmente, encontrar uma solugio para equa-
¢do Mu = f devemos determinar «(€) de modo
que U(t,E) seja 'temperada' em E. Se isto
for possivel entido

©

u(t,x) = 5% J e *8y(t ,EyaE (4)
-0

serda a solucio procurada. E neste ponto
que a condicido (P) entra de modo crucial.
Observe que quando k¥ é par a fungio b é
crescente em R e, consequentemente,
(b(s) - b(t))E <0 se s st e E >0 ou
s 21t e &< 0. Logo, se definirmos

18



() = - se &€ > 0, a(E) =» se £E < 0, a
seguinte propriedade é consequéncia de (3):
dados p > 0, n, 1€Z+ existe € > 0 tal que
a'u 2
|E" == (t,E)l s C, V(t,E) € R°,Itl < p.
at
Deste modo, se substituirmos (3) em (4)
obteremos uma solucdo de classe c® que

pode, ainda, ser expressa como

KO (%) = 25 (- J J .
-0 t -0

J

® t ®

L]

ei(w(t,x)-w(S,y))E f(s,y)dydsdE,

onde
w(t,x) = x + ib(t)

é uma integral primeira de M.
Ainda no caso de ODPL's de primeira or-
2 . .
dem em R”, é possivel reformular a condi-

cdo (P) en termos das respectivas inte-

grais primeiras.

19



Seja
M = a(t,x)3/0t + b(t,x)0/3x

um ODPL de primeira ordem em um aberto Q
de R®. Assuma que M seja de tipo principal
e que exista w € Cw(Q) com diferencial di-
ferente de 0 em todo ponto e satisfazendo
Mw = 0. Observe que a existéncia local de
w é automatica se o e b forem analiticas
reais (novamente uma consequéncia do Teo-

rema de Cauchy-Kovalevsky).

Proposicao 3.

O operador M satisfaz a condicao (P) em Q
se, e somente se, dado (to, xo) € Q existe
uma vizinhang¢a aberta U0 de (to,xo) em Q

tal que os conjuntos
{(t,x) € u: wit,x) = z}
s3o conexos, qualquer que seja z € w(UO).

A partir de 1980 tem-se obtido algum
progresso no estudo da resolubilidade 1lo-
cal para sistemas de ODPL’s de primeira
ordem. O ponto de partida deste estudo §é,

20



sem duivida, a reformulacido da condicao (P)
como enunciada na Proposi¢do 3. Para con-
cluir esta palestra enunciaremos alguns
destes resultados sem nos atermos a ques-
tdes envolvendo a invariincia dos sistemas

analisados.

Escrevamos as coordenadas em R' como
t1""’tn’X(N = n+l) e consideremos uma
funcdo ¢ = ¢(t,x) de classe Cm, a valores
reais e definida numa vizinhanéa Q da ori-
gem em RY. Para o que se segue nio ha per-

da de generalidade em assumir que
¢(0,0) = ¢ (0,0) = 0.

Os sistemas que consideraremos serio
construidos através dos operadores

QO

t X 3x ?

-1
L = 99 _ ; 9¢ (1 + i éﬂ) 9
J 3

J=1,...,n.
E facil ver que os operadores Lj comutam

entre si (isto ¢, Lij = Lij, Vi, k = 1,
...,1) e que vale a relacgio.

21



Lj(X+i‘p(t9X) = 0, J=1,...,n.
Em outras palavras a funcéo
Z(t,x) = x + ip(t,x)

é uma integral primeira do sistema L1""’
Ln.

Consideraremos dois tipos de sistemas.
0 primeiro é o sistema gradiente associado
a L1,...,Ln e o problema correspondente se
enuncia do siguinte modo:

Dadas func¢des f .,fn de classe Cw,

P
definidas numa vizinhanca da origem e sa-

tisfazendo

Y | (5)

-~ 9]
encontrar uma funcido de classe C u tal
que as equacgdes

Lu=7F_, J =1,...,n (6)

estejam simultaneamente satisfeitas em al-

guma vizinhanga da origem.
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Observe que o sistema (6) é sobredeter-
minado se n > 1. As condig¢Oes de compati-
bilidade {(5) siao claramente necessarias,
uma vez que o0s operadores Lj comutam entre
si. Para tais sistemas a condicdo de reso-
lubilidade é a seguinte:

Definicao 4.

Diremos que o sistema L1,..., Ln satisfaz
a condigdo (P") no ponto (to,xo)e Q se
existir um sistema fundamental de vizi-
nhancas abertas {Uk} de (to,xo) de Q tal
que, para cada k e cada z € Z(Uk), 0o con-
Junto

{(t,x) €U : Z(t,x] = z}

é conexo em Uk.

Em 1983 F. Treves [13] mostrou que, cuando

z

9 é analitica real, a resolubilidade do
sistema (6) é caracterizada pela condigio
(P'). Mais precisamente:

Teorema 3.

Assuma que ¢ seja analitica real.
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1. Suponha que a condicao (P’') nio es-
teja verificada na origem. Entio existem
funcgées f ,...,f de classe ¢® numa vizin-
hanca da origem e satisfazendo (5) tais
que o sistema (6) ndo possui solucao em
vizinhanga alguma da origem.

2. Se a condicao (P') for verificada em
todo ponto de uma vizinhang¢a da origem en-
tdo o sistema (6) possui solucdo de classe
¢® numa vizinhanca da origem, quaisquer
que sejam f1""’fn verificando as condi-

goes de compatibilidade (5).

Observe que quando n = 1 as condic¢des
de compatibilidade (5) inexistem e o Teo-
rema 3 é, neste caso, consequéncia da Pro-
posicao 3 e dos resultados discutidos an-

teriormente.

Consideremos, a seguir, o sistema di-
vergente assoclado a L1,...,Ln. A condicéo
de resolubilidade para o problema corres-
pondente também é descrita em termos da
geometria dos conjuntos Z = constante.

24



Teorema 4.

Suponha n 2 2. As duas propiedades seguin-

tes sao equivalentes:

1. Dada f, de classe ¢® numa vizinhancga

da origem, existem funches Upjpoworl de
0 . ~
classe C tais que a equacio
Lu + ... +Lu =T
11 n n

estd verificada em alguna vizinhangca da
origem.

2. Existe uma vizinhanga Uo da origem
tal que, para cada z € Z(Uo), o conjunto

{(t,x) € u_: Z(t,x) = z}

ndo possui componentes conexas compactas
em U

o

A demostracdo do Teorema 4 pode ser encon-
trada em [2] no caso em que ¢ é analitica
real e em [14] no caso geral.
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