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MATRIZ DE PROYECCION Y DISENOS
OPTIMOS PARA REGRESION

Edith SEIER*

La Matriz de Proyeccion H, de amplio uso
en la delegacion de observaciones potencial-
mente influyentes cuando se tiene un conjunto
de datos destinados a estimar un modelo de
Regresion, se utiliza en este trabajo para ana-
lizar los Criterios de Optimalidad del Disefio
Experimental para el caso particular de los
modelos de Regresion. Esto permite definir de
una manera muy sencilla un tipo de disefios
que son G-Optimos y a partir de alli obtener
una serie de consecuencias utiles en la prdc-
tica.
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1. Introduccién.

Desde hace varios afios y debido a que
el Trabajo computacional que supone la es-
timacién y docimacia de pariametros de un
modelo de Regresién Miltiple se ha simpli-
ficado enormemente gracias a la populari-
zacidén de las computadoras y los respecti-
vos programas, los estadisticos han cen-
trado su interés en la observacidn y ansa-
lisis mas cuidadoso de los datos, el mode-
lo estimado y sus implicancias. Uno de los
aspectos que ha recibido considerable in-
terés es el 1llamado Analisis de Influencia
o Sensibilidad, el cual analiza las conse-
cuencias en el modelo de diferentes tipos
de perturbaciones que pueden afectar a sus
elementos. Entre las perturbaciones mas
estudiadas estan 1la omisién de una o va-
rias observaciones perturbaciones en algiun
regresor o perturbaciones de la distribu-
cién asumida para el error. La importancia
del analisis de influencia cobra importan-
cia ante el surgimiento de métodos de es-
timacidén alternativos a los tradicionales
Yy que se conocen con el nombre de Regre-
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sién Resistente y Regresion Robusta debido
a que el analisis de influencia nos permi-
te detectar las situaciones en que es ne-
cesario aplicar estos métodos alternati-

vos, por lo general bastante laboriosos.

Para desarrollar herramientas a fin de
realizar el analisis de influencia hay que
delimitar el ambito de trabajo en lo que
se refiere a tres aspectos: el modelo, el
método de estimacidén y el tipo de pertur-
bacién. Al respecto, el tema més desarro-
llado en la literatura y de mas facil tra-
tamiento es el andlisis de influencia para
el estimador minimo cuadratico (que
también es estimador maximo verosimil y

mejor estimador lineal insesgado)
B = [X'Xx1"'x'yY

para el modelo lineal de regresidén milti-
ple
Y= XPB + € coneg ~N (0,021)

cuando la perturbacién es 1la omisién de

una de las observaciones (yi’x1i’X21""’

,X ). En ese andlisis la matriz
rit
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H = X[X'X]'1 ocupa un lugar preponderante.

Por otro lado, en los ultimos 30 afios
se ha desarrollado una teoria de Disefio
Experimental para modelos lineales en ge-
neral (de regresién y analisis de varian-
za) donde el disefio se concibe con una
distribucidén de probabilidad definida so-
bre la regidén experimental y en la gque se
definen diversos criterios de optimalidad.
Los aportes de J.C.Kiefer a esta teoria
han sido considerables(i). Sin embargo no
siempre los disefios logrados con la teoria
aproximada son factibles de ser llevados a
la practica. La versidn discreta (distri-
bucién que asigna una probabilidad 71/n a
cada uno de n puntos no necesariamente di-
ferentes) de estos disefios es lo que se
conoce como disefios exactos, los cuales si

son siempre posibles de realizar.

(1) El tercer volumen de ”Colected Papers de J.C.

Kiefer”, publicado luego de su muerte, esta
integramente dedicado a Disefio Experimental
y consta de mé&s de 700 paginas.
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En este trabajo, que tuvo como motiva-
cién original la obtencién de un disefio
dptimo para un caso practico dentro del
ambito de la ingenieria electrdnica (Seier
& Romberger [1990]) utilizamos la matriz H
y sus propiedades para lograr una mejor
comprensién de lo que proponen los crite-
rios de optimalidad en el caso especifico
de los modelos de regresidén y los disefios
exactos. En la seccidén 2 se hace un breve
resuimen del papel de la matriz H y sus
propiedades y en la seccién 3 se hace lo
propio con los criterios de optimalidad.
En la seccidén 4 se utiliza la nocidén de
influencia potencial, no en el sentido que
es usual para datos ya obtenidos, sino
para disefiar experimentos de modo que no
hayan datos potencialmente influyentes. E1l
resultado de esto es muy alentador ya que
se logra demostrar que los disefios asi de-
finidos cumplen 1la propiedad de ser
G-6ptimos. En la seccidén 4 se exploran al-
gunas de las consecuencias del resultado
principal de 1la seccién 3 Utiles en el
trabajo practico de disefiar experimentos
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para obtener datos a fin de estimar poste-
riormente modelos de regresiodn.

2. La Matriz de Proyecciéon

Es un resultado muy conocido en Regre-
sidén que para el modelo lineal de regre-
sién miltiple

Y =XpB+€ con £ ~ N(O,ozl)

mediante el método minimo cuadratico (que
no requiere Ia'hipétesis especifica de 1la
normalidad de 1los errores), mediante el
método maximo verosimil, o tratando de
buscar el mejor estimador lineal insesgado
se llega al estimador

B = [X' X1 'x'y
y que
E(B) = B
var(B) = o° [x'x1°°

De esto se desprende que

~

Y =X B = X[x'xy3 'xy
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lo cual se puede escribir como
?:HY (1)

donde H = X[X’X]'lX’, por lo que

Var(Y) = H Var(Y) H’'
=02H
debido a que Var(Y) = o’ Yy a que la ma-

triz H es simétrica e idempotente.

A la matriz H se le conoce con el nom-
bre de matriz "sombrero" o "matriz de pro-
yeccidén". A pesar que varias de las pro-
piedades de X[X’X]'1X"aparecen ya en tex-
tos de fechas anteriores, la introduccién
de H (llamada P por otros autores) con un
nombre propio y captando una mayor aten-
cién se encuentra en Hoaglin & Welsch
[1978]. Esta matriz tiene entre otras las
siguientes propiedades ficilmente demos-
trables:

i) es simétrica
ii) es idempotente

iii) es de dimensidén nxn, su rango y su
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traza son ambos iguales a p.
iv) el valor promedio de 1los hii es p/n
v) es invariénte bajo transformaciones
lineales siempre y cuando el modelo

contenga el término constante Bo

Debido a 1la expresién (1) cada wvalor
estimado ;1 puede pensarse como una combi-
nacién lineal de 1los valores observados
y%,yz,...,yn donde 1los pesos hij con que
intervienen cada uno de los yj, J =1,..,n
estan exclusivamente determinados por los
valores de las xj por tanto esa estructura
de pesos sera la misma para cualquier otro
modelo en que otra variable respuesta pre-
tenda ser explicada por las mismas varia-
bles Xis XypewesX, mediante un modelo de
similar estructura.

Merecen especial interés los elementos
de la diagonal, es decir los pesos hii con
que intervienen cada Yy, en la construccidn
;i. Este peso es también el factor por el
que queda multiplicado o° para formar

Var(yi).
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Cuando hay una sola variable X y el mo-
delo es una recta, al graficar los pesos
hii vs. X  se insinua el grafico de -una
parabola. Si ya no pensamos en los n valo-
res aislados de x sino en que puede tomar
cualquier valor en un intervalo dado, *f
seria una funcidén cuadratica de Xx cuyo
grafico es una parédbola con vértice (X, %)
y por tanto dos valores de x a los que co-
rresponde el mismo valor de h estarian
unidos por un segmento de recta paralelo
al eje x. Si hay dos regresores X, sX, el
grafico de h como funcidén de X,»X, es un
paraboloide eliptico y los cortes efectua-
dos con planos paralelos al plano XX,
daran origen a elipses que unen los puntos
correspondientes a observaciones con valo-
res similares de h, elipses cuyo eje prin-
cipal coincide con la recta de regresidn

que explica X, en funcidén de X, -

Los valores hii se utilizan como indi-
cadores de la influencia potencial de 1los
datos, es decir pesos hii relativamente
altos indican que existe la posibilidad de
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que la presencia de la i-ésima observacién
haga que el modelo sea considerablemente
diferente de 1o que seria si tal observa-
cién no existiera, debido a la posicidén de
los valores de las variables X 93Xy ey X o
Que tal cosa suceda, es decir que el dato
realmente ejerza una influencia decisiva,
depende por supuesto no sélo de la influ-
encia potencial sino también de cuan con-.
cordante sea 1la relacidén entre y y

X o XysneesX para esa observacién con la
relacién entre esas variables para las
otras observaciones. La influencia propia-
mente dicha se cuantifica mediante la es-
tadistica llamada "distancia de Cook" de-

finida como

: (B - B_)' [X'X] (B - B_)
i D &2

donde B_i denota el parametro estimado
omitiendo la i-ésima observacién. La defi-
nicién de Di aparentemente involucra el
trabajo de volver a realizar la estimacidn
omitiendo cada uno de los n datos, uno a
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la vez, pero es posible evitar este traba-

jo al llegar a la expresidn

¢, hii
Di = [I—h“] 2
ii P s

que se obtiene utilizando el resultado del
Teorema de Sherman-Morrison-Woodbury para

escribir B en funcién de B (ver por

ejemplo Myegg [1986]).

Esta forma de escribir la distancia de
Cook, ademids de utilizarse cominmente para
su calculo a partir de la estimacidén del
modelo con todos los datos, permite apre-
ciar la composicién de Di y facilitar la
interpretacién de 1los valores que resul-

ten.

Asi podemos identificar en Di tres
partes o aportes:

- influencia potencial, mediante hii

- estandarizacién con fines de compara-
cién mediante ps2

- discrepancia con respecto a los demas,
a través de ei/(I—hii) (l1lamado residuo

de prediccidn, e_i).
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La influencia no depende pues sd6lo de
los valores de X1’X2”"’Xr sino también

de la relacidén entre y y X sX 345X , POr

1
tanto en un disefio experimental donde im-
ponemos 1los valores de X, 3X,5...,X  pero
observamos el resultante valor de y, pode-
mos controlar 1la influencia potencial mias

no asi la influencia efectiva.

3. Los Criterios de Optimalidad en el Diseiio
Experimental

Al disefiar y luego realizar un experimento
0 una serie de experimentos con idea de
obtener datos para luego estimar un cierto
modelo, se denomina region experimental al
conjunto de valores posibles de las varia-
bles X peoes X y las combinaciones de
ellos. La matriz X recibe el nombre de
matriz de disefio y se denomina matriz de
informacidon a la matriz X'X de dimensiodn
pxp. Un disefnno exacto es una distribucién
de probabilidad que asigna una probabili-
dad 1/n a cada uno de n puntos, no necesa-
riamente diferentes de la regidn experi-
mental. La teoria del diserio exacto se
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puede considerar la versién discreta de 1la
teoria general o aproximada en la cual se
trabaja con una medida £ definida sobre la
regidn experimental X y donde la atencidn
estid centrada en la matriz de informacidn
M(E). Para la teoria aproximada existe
abundante 1literatura, rigurosa desde el
punto de vista matematico, pero en la
pactica un disefio exacto no siempre es
realizable debido a que la proporcidén de
observaciones a tomarse en determinado
punto de la regién experimental puede ser
un nimero irracional.

Otro término que utilizaremos es el de
cdpsula de las variables independientes y
que se refiere al conjunto convexo mas pe-
quefio que contiene a todos los puntos de
disefio (una definicidén alternativa seria
la interseccidén de los conjuntos convexos
que contienen a todos los puntos del dise-
filo) y que abreviaremos con CVI. Aqui tra-
bajaremos con matrices de disefio o lo que
es equivalente, con 1los puntos ya selec-
cionados de 1la regidén experimental donde

se van a llevar a cabo los experimentos.
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Las definiciones de 1los criterios de
optimalidad los daremos ya particulariza-

dos para el caso de los disefios exactos.

Una parte considerable de la teoria del
Disefio Experimental estia dedicada a 1los
criterios de optimalidad. Un resumen sobre
ellos asi como abundantes referencias bi-
bliograficas para el caso de 1la teoria
aproximada se encuentra en Atkinson(1988).

Los criterios de optimalidad se pueden
dividir en dos clases, aquellos que se
preocupan por la varianza de los estimado-
res de los parametros (D,A y E optimali-
dad) y aquellos que fijan su interés en 1la
varianza de los estimadores de la variable

respuesta (V y G optimalidad).

D-Optimalidad.- Un disefio se denomina
D-6ptimo si maximiza el valor de IX'X|. Se
dice que el objetivo de la D-optimalidad
es minimizar 1la va{ianza global (varianzas
y covarianzas) de B y minimizar por tanto
el volumen del elipsoide descrito al rea-

lizar estimaciones por intervalos de 1los
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parametros. Es un hecho conocido que dada
una regidén experimental rectangular, ese
determinante se maximiza cuando los expe-
rimentos se 1localizan en los vértices de
la regidén experimental. La D-optimalidad
se preocupa pues por la cobertura de 1la
regién experimental por parte de CVI.
Existen algoritmos para la generacidén de
disefios D-6ptimos en la practica.

Algo importante acerca del criterio de
D-Optimalidad es que es invariante bajo
transformaciones lineales en la regidén ex-
perimental siempre y cuando‘el modelo in-
cluya el término constante BO. Esto signi-
fica que si encontramos un disefio D-6ptimo
para una regidén experimental y un cierto
modelo, 1la disposicién relativa de 1los
puntos dentro de 1la regidén experimental
sera la misma cuando la regién sufre un
alargamiento, contraccién o desplazamiento
por efecto de haberse aplicado transforma-

ciones lineales a las variables.

A-Optimalidad.- Este criterio busca mini-
mizar la varianza promedio de los estima-
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dores de los pardmetros. No toma en cuenta

las covarianzas de los estimadores. Utili-
. . P | .

zando la notacidon C = (X'X) ', la varianza

promedio de 1los Bj sera:

2

p R P 2
Y Var (Bj):";— Zej =

g -1
S (XX
i = p trixd)

T

iji=1 i=1

Asumiendo la varianza o fija, el criterio
de A-optimalidad busca minimizar la traza
de (X’X)"'. En John (1972) se demuestra
que para minimizar esa traza los experi-
mentos deben realizarse en puntos equidis-

tantes del centro.

E-Optimalidad.- Este criterio busca mini-
mizar la varianza de combinaciones linea-
les de los estimadores de los parametros.
No discutiremos por considerarlo mas apro-
piado para los modelos de analisis de va-

rianza.

V-Optimalidad.- De acuerdo a ese criterio
se debe minimizar el promedio de las va-
rianzas de las estimaciones de la variable

respuesta
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(1/n) T Var(y,)

i=1

Veamos qué forma toma este promedio para
el caso de los modelos de regresidn :

(1/n) T Var(}i) = (o°/m) L b, = B2
i=1 i=1

De esa expresién deducimos que en el caso
de los modelos de regresidén el criterio de
V-optimalidad no nos indica en cuales pun-
tos de la regién experimental conviene
realizar los experimentos pero nos sugiere
que el nuimero de experimentos debe ser
grande en relacién al nuimero de parame-
tros. Este es un primer resultado logrado
en forma muy sencilla gracias a las pro-
piedades de la matriz H.

G-Optimalidad.- Un disefio se dice G-éptimo

si minimiza el valor de
mdx Var (y.)
1

para i = 1,...n. El criterio de G-optimali
dad busca minimizar la maxima varianza del
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estimador de la variable respuesta. Entre
todos los disefios para un determinado mo-
delo, sera G-dptimo aquel disefio para el
que
mdx Var (}i) = min mdx Var (}i)
i X i

La construccion de disefios G-6ptimos no es
un problema comunmente atacado en la lite-
ratura. Cuando se trabaja en 1la teoria
aproximada existe el célebre Teorema de 1la
Equivalencia General de Kiefer & Wolfowitz
(1960), razén por la cual con frecuencia
cuando se trabaja en la teoria aproximada
se construyen disefios D-6ptimos y por el
Teorema de la Equivalencia General se es-
pera que dichos disefios sean también
G-6ptimos. Desafortunadamente para los di-
sefios exactos dicha equivalencia entre
G-6ptimalidad y D-Optimalidad, no se cum-

ple en general.
4. Disefios justos y G-optimalidad

Al disefiar un experimento el Estadis-

tico decide las condiciones en que se rea-
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lizard éste, de comiin acuerdo con el espe-
cialista en el campo de la experimenta-
cién. En otras palabras, los valores de
X, 9X,5..5X 0O soON observados sino im-
puestos y por tanto la influencia poten-
cial de 1las futuras observaciones puede
ser decidida en forma arbitraria por el
Estadistico. Imaginemos que, como medida
preventiva para evitar en lo posible 1la
existencia de datos influyentes, exigimos
que todas las observaciones tengan la mis-

ma influencia potencial, es decir que hi_
1

n
el mismo valor para todo /. Como } h = p
i=1

entonces hii = p/n para todo [ = 1,..,n,
A esta condicién impuesta sobre la matriz
H le hemos llamado "condicidén -h" y al di-
sefio resultante podemos llamarlo un "dise-
fio justo". Si tal cosa sucede, como los
hii son positivos (por tratarse de una ma-
triz idempotente los elementos de la dia-
gonal de H pueden ser pensados como sumas
de cuadrados) y la suma % hii tiene un

i=1
valor fijo, si pretendemos hacer uno de
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los hii mas pequefio, otro tendria que vol-
verse mas grande. En otras palabras, no
podremos conseguir otra matriz H corres-
pondiente a otro disefio donde el maximo
elemento de la diagonal sea menor que para
nuestro disefio "justo". Pero precisamente
ésa es la definicidn de los disefios que
satisfacen 1la G-Optimalidad. A conti-

nuacidén formalizamos este hecho :

Definicion.- Una matriz de disefio se dice
que satisface 1la condicidén h si hii es

constante para todos los valores de i.

Definicion.- Para un modelo de regresién
lineal con p parametros y n observaciones,

. 2 .
asumiendo que 0 es constante, se dice que
una matriz de disefio Xo es G-Optima en
sentido local si

mdx h . = min mix h_,
K ii

i X i
(Usamos 1la expresidén "en sentido 1local"
simplemente para enfatizar que la optima-
lidad se refiere al tipo de modelo elegido

y para el nimero n de observaciones; se
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trata de un mayor rigor en 1la escritura

antes que una pérdida de generalidad.

Lema.- Si una matriz de disefio satisface
la condicién h entonces es G-6ptima en
sentido local.

Demostracion.- - Como XO satisface la condi-
cién h

h = p/n

Ool1l

Si suponemos Xo no es G-46ptima esto signi-

*
fica que hay otra matriz de diseiio X tal
que para algun Jj

% *
h = mdx h .. < p/n
i3 ii

lo cual no es posible. Luego si Xo satis-
face la condicidén h entonces es una matriz
de disefio G-6ptima en sentido local.
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5. Consecuencias.

i) Formas de lograr disefios G-optimes en la practica

Los valores de hii estan relacionados con
la distancia de un determinado punto (Xli’
X21""Xri) del disefio con respecto al
centro de gravedad definido por todos 1los
puntos del disefio (i = 1,...,n) y que no
es necesariamente el centro de la regién
experimental. Luego imponer la condicién-h
equivale a elegir puntos equidistantes del

centro de gravedad.

En el caso del modelo

para construir un disefio que satisfaga la
condicién h podemos trazar un poligono re-
gular de n lados en el plano X, X, y tomar
las observaciones en los vértices de dicho
poligono. El1 numero de lados del poligono
depende del nimero de experimentos que de-

seamos realizar.
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Por supuesto no hay una sdla manera de
imponer 1la condicién h para este modelo y
los diferentes valores de n. Cualquier
rotacidn de esos poligonos regulares dara
también origen a un disefio G-éptimo.
Igualmente por ser la matriz H invariante
bajo transformaciones lineales, utilizando
dichas transformaciones sobre un disefio
base que cumpla la condicidén-h se puede
lograr disefios G-6ptimos.

Por otro lado, cuando el valor de n es
factorizable en dos enteros a y k, se
puede trazar un poligono de a lados y rea-
lizar kX experimentos en cada uno de los

vértices.

Asi para n = 12 tenemos las siguientes

alternativas:

~ 1 experimento en cada vértice de un do-
decagono regular

- 3 experimentos en cada vértice de un
cuadrado o rectangulo

- 4 experimentos en cada vértice de un
tridngulo isdsceles
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El modelo puede estar escrito en térmi-
nos de funciones de 1las X, , como por ejem-
plo

Yi T Bo + 81/X1i + BZ/XZi g
En este caso el poligono tiene que ser di-
bujado en el plano 1/x1,1/x2 y no en el
plano X 9%, En una forma mé&s general po-
demos decir que si el modelo es de 1la

forma

yi = Bo + B’lf'l(x‘li) + BZfZ(XZi) + Ei

el poligono elegido para producir un di-
sefio G-6ptimo tiene que ser trazado en el
plano f1(x1),f2(x2). Sin embargo hay por
lo menos dos casos en que puede dibujarse

el poligono en el plano X, X y la condi-

2
cidén h también se cumplirid para el modelo
escrito en funciones de estas variables.
Estos dos casos - f1 y f2 no represen-
tan transformaciones lineales de 1las va-
riables X, y.xz, debido a que la matriz H
es invariante bajo transformaciones no 1li-
neales siempre y cuando el modelo incluya

el término independiente.
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- f1 y 4f2 no representan necesariamente
transformaciones lineales pero el poligono
elegido es un rectangulo. Esto se debe a
que como los puntos elegidos de la regién
experimental pueden ser escritos de 1la
forma (a,b) (a,c) (d,b) (d,c) los puntos
(f(a),f (b)) (f(a),f(c)) (f(d),f (b)) (£(d),
f(c)) también describen un rectangulo.

Si hay tres regresores independientes
entre si, disefios formados por los vérti-
ces de poliédros regulares satisfacen 1la
condicién-h.

ii) Diferencia intrinsica entre G- y D-
Optimalidad

El hecho que el imponer 1la condicidén h
produce disefios G-6ptimos hace ver que la
G-optimalidad, a diferencia de la D-optima
lidad, no se preocupa por la cobertura que
se logra de la regidén experimental. Dada
una regiodn experimental rectangular y n=5
cualquiera de 1los siguientes pentagonos
produciria disefios G-6ptimos al ubicar los
experimentos en los vértices.
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Obviamente mientras sea menor el Area del
pentiagono menor serid el determinante de la
matriz de informacidén y peor el disefio
desde el punto de vista de la D-optimali-
dad.

Eso si la G-optimalidad persigue un ba-
lance en la ubicacién de los experimentos.

iii) Disefios que son simultaneamente D- y G- éptimos

En 1960 Kiefer & Wolfowitz demostraron,
para la teoria aproximada, la equivalencia
entre los criterios de D y G optimalidad;
sin embargo posteriormente en 1985 Kiefer
demostr® mediante un contraejemplo que es-
ta equivalencia no necesariamente se cum-
ple para los disefios exactos de n puntos.
Nosotros podemos apreciar esto claramente

a partir de ii).
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Si la regidn experimental es rectangu-
lar y deseamos hacer un disefio que sea
G-6ptimo y D-6ptimo a la vez, es evidente
que para lograr cobertura total de la re-
gién experimental por parte de 1la CVI y
balance en la posicién de los experimentos
necesitamos que n sea un miltiplo de 4. En
ese caso se realizan un numero igual de
experimentos en cada vértice de la regidn
experimental.

Resulta evidente también de ii) que
para lograr disefios que sean D y ¢ Sptimos
para el caso de dos regresores, si la re-
gion experimental no es rectangular debe
tener una forma tal que sus vértices sean
equidistantes del centro y que el numero
de observaciones debe ser miltiplo del ni-
mero de vértices. Sd6lo asi pueden satisfa-
cerse cobertura y balance simultianeamente.

iv) Sobre el niimero de experimentos
Es evidente que para el modelo

y = Bo + B1x1 + Bzx2 + ng3 + ...

+ €
Brxr +
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el minimo nimero de experimentos es

p=r + 1 si los parametros se van a esti-
mar en forma puntual. Por ello n podra to-
mar los valores p + 1, p + 2, p + 3,..etc.
Si ademds deseamos imponer los criterios
de D y G optimalidad simultineamente habra
que hacer algunas restricciones sobre 1los
valores de n segin se desprende de iii).
La comparacidén entre dos disefios con dife-
rente niimero de experimentos puede hacerse
en funcién de las varianzas de los estima-
dores de los parametros y de la variable

respuesta.
Es conveniente notar que como
= + X + ...
'yi Bo + B‘lx‘li + BZXZi BB 3i

+ Brxrl

la varianza de Y, puede expresarse en fun-
ciéon de 1las varianzag de ;?s Bj y las co-
varianzas entre las Bi y Bj . Si las va-
rianzas y covarianzas de las Bj se ven to-
das reducidas en un mismo porcentaje es de
esperar que las varianzas de 1las y, se
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vean reducidas en el mismo porcentaje. No-
sotros trabajaremgs primero a nivel de las
varianzas de las Y, por cuanto veremos que
esto es muy sencillo para los disefios que
satisfacen la condicién-h.

Si un disefio D1 satisface la condicidén

h y comprende n_, experimentos se cumple:

1

Var Di(yi) = _E: o vV i (2)

Para otro diseifio 02 que también satisface

la condicidén h pero que comprende n, expe-

rimentos, tendremos:

Var o (V) = —%— o V i (2.a)

2 2

De las expresiones (2) y (2.a) observamos

que si los dos disefios cumplen la condi-

cién h (por lo que ademds son G-6ptimos)

la relacidén entre sus varianzas es inver-

samente proporcional a la razén del numero

de experimentos de cada uno
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b, T n, n,
= = = = Vi (3)
Var (y.) L4 1
D2 i nz

Es interesante notar que esta expresioén
depende s6lo del numero de experimentos de
cada disefio y es independiente de los va-
lores de 1la regidén experimental bajo 1la
condicién de que ambos disefios satisfagan
la condicidén-h. Asi la ganancia o pérdida
relativa en términos de varianza de 1los
estimadores al pasar de un disefio D1 a uno
D2 podemos definirla como

Var  (y ) - Var 5 (y.)
1 2
Var (yi)

D
1

x 100 (4)

De las expresiones anteriores vemos que
(4) es igual a

n - n

-zn—z—l x 100 (5)

De esta manera, si n, es mayor que n, la
expresidén en (5) tomard un valor positivo,
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es decir ganaremos algo en términos de re-
duccidn de varianza de estimadores por ha-
ber aumentado el nimero de experimentos.
En caso contrario, es decir si reducimos
el nuimero de experimentos, la expresién
(5) tomara un valor negativo que represen-
ta la pérdida relativa de precision.

Lo facil que ha sido deducir una expre-
sién general, independiente de la regidn
experimental, es una razén mas para prefe-
rir trabajar con disefios que satisfagan la
condiciodn-h.

El cédlculo de las expresiones (3) y (5)

para diferentes valores de n,yn,

atil para ayudarnos a tomar la decisidn

es muy

acerca del nimero de experimentos a reali-
zar. Una vez calculadas y graficadas esas
expresiones utilizando como n, el minimo
nimero de experimentos determinado de
acuerdo a los criterios de la seccidn an-
terior, el estadistico y el experimentador
pueden decidir cual disminucidén relativa
en la varianza del estimador consideran

que vale la pena y obtendrin como resulta-
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do un valor adecuado para el numero de ex-

perimentos a realizar.

Experimentalmente trabajamos analizando
también la reduccidén en la varianza de los
estimadores de los parametros. Para dise-
filos que asignan un nimero igual de experi-
mentos en cada vértice de un rectangulo,
la reduccidén en las varianzas y covarian-
zas de los estimadores de los parametros
se da en forma uniforme y coincidente en
términos porcentuales con la reduccidén en
Var (yi) pero es mucho mésﬁsencillo obte-
ner una forma general Var (yi) tal como 1lo
hemos hecho.

Hasta el momento la discusidén acerca
del numero de experimentos ha sido llevada
acabo tomando en cuenta sélo la precisién
pero no el costo. El1 Estadistico, como
producto de 1la informacidén que el experi-
mentador le proporcione al respecto, puede
definir una funcidén costo c(n) que repre-
senta el costo (en unidades monetarias) de

ejecucidén de un disefio con n experimentos.
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Para poder contrastar el costo de rea-
lizar n experimentos y lo que ganamos al
realizar esos n experimentos, necesitamos
definir una funcidén ganancia (en las mis-
mas unidades monetarias que 1la funcidn
costo). Definamos, por ejemplo, como g la
cantidad de unidadg§ monetar%as que gana-
mos al reducir Var(yi) y Var(Bj) en un 10%
con respecto a los valores que estas va-
rianzas toman para el caso de realizar el
minimo numero de experimentos, al que l1lla-
maremos n*. Se puede definir una funcidn
ganancia g{(n) que representa el niumero de
unidades monetarias que ganamos al reali-
zar un disefio con n. Si el disefio satis-
face la condicidén-h, gracias a la expre-
sion (5) se puede escribir:

*

g(n) = 2—%—3— x g x 10

En base a la funcién ganancia y a la fun-
cidén costo podemos definir otra funcidén a
la que podemos llamar funcidn utilidad

u(n) = g(n) - c(n)
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Cuando la funcidén de utilidad toma va-
lores negativos significa que 1lo que se
gana en precisién no justifica el costo de
su realizaciédn.

v) La G-optimalidad y 1los disefios que
incluyen observaciones en el centro de
la reunidén experimental

La imposicidon de la condicién-h descarta-
ria la inclusid6n de observaciones en el
centro del poligono descrito por los otros
datos. Este detalle puede llamar la aten-
cién a los usuarios de algunos disefios es-
tandar formados por ejemplo por los vérti-
ces de un cuadrado y el centro del mismo.
Cabe aclarar que aqui hemos estado traba-
jando bajo el supuesto que deseamos esti-
mar un modelo de regresidén miltiple de ti-
po predeterminado al cual hemos podido
llegar por conocimiento del 4rea de apli-
cacidén (conocimiento o suposicidén de rela-
ciones funcionales entre las variables o
por previa experimentacidn). E1 caso es
diferente cuando 1la experimentacidén se

realiza con fines exploratorios a fin de
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determinar el orden de la superficie a es-
timar y donde los puntos centrales y otros
puntos interiores de la regidén experimen-
tal si cumplen un cometido: el de ofrecer
informacidén acerca de la curvatura de la
superficie y por ende de la necesidad de
incluir términos cuadraticos y de produc-
tos cruzados de las variables.

6. Conclusiones

1) E1 uso de las propiedades de la ma-
triz H permite una mejor comprensidén de
los criterios de V- y G- optimalidad.

2) La V-optimalidad nos indica que el
nimero de observaciones debe ser 1lo méds
grande posible en relacién al numero de
paridmetros pero no aporta nada en la ubi-
cacién de los experimentos para el caso
del modelo de regresiédn.

3) La G-optimalidad busca un balance en
la ubicacién de los experimentos pero no
se preocupa de la cobertura de la regién
experimental por parte de CVI.
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4) Los disefios que asignan una influen-
cia potencial igual a todos los puntos del
disefio (lo que hemos definido como condi-
cién-h) gozan de las siguientes propieda-
des:

i) son G-6ptimos

ii) la varianza de y, es p o/n, in-
dependientemente de los valores de las xj
y por tanto podemos conocer la reduccidn
en la varianza del estimador de la varia-
ble respuesta al incrementar el numero de
observaciones, independientemente de 1la

ubicacidén de la regidn experimental.

5) En el caso de los disefios exactos,
para que los criterios de D-optimalidad y
G-optimalidad puedan ser satisfechos si-
multineamente hay que imponer una restric-
cidén en cuanto a los valores que puede to-
mar n (nimero de experimentos) y a la for-

ma de regidén experimental.

6) Cuando se van a realizar experimen-
tos con miras a estimar los parametros de
un modelo previamente elegido y se desea
que el disefio sea G-4ptimo, queda descar-
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tada la inclusién de experimentos en el
centro de la CVI.

Este articulo es consecuencia del tra-
bajo realizado por el autor en la atencidn
de una consulta para lograr un disefio
G-6ptimo para ciertos experimentos a rea-
lizarse dentro del dmbito de la Ingenieria
electrénica, durante su permanencia en la
Clinica Matemdtica del Claremont (Graduate
School de California. El autor agradece a
la Clinica Matemdatica de C.G.S. y al
CONCYTEC. que hicieron posible su visita a
dicha institucidn.
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IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA

DEeY TU

José TOLA*

Las demostraciones de la trascendencia de
los niimeros e y ® constituyen hechos im-
portantes de la historia de las Matemadticas
que se deben a Charles Hermite (1872) y
Ferdinand Lindemann (1882) respectiva-
mente. En particular, la demostracion de Lin-
demann dejo definitivamente establecido que
es imposible construir un cuadrado cuya drea
sea exactamenteigual a la de un circulo dado.
Quedo asi resuelto en sentido negativo el cld-
sico problema de los geémetras griegos que
se conoce con el nombre de cuadratura del
circulo. En la creencia de que esas demostra-
ciones serdn de interés para los lectores de

*

Profesor Principal de la PUCP
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Pro-Mathematica se exponen en este articulo
las demostraciones de la trascendencia de e
y Tt en la forma, mds sencilla que las origina-
les, que se deben a David Hilbert . Para
mayor ilustracion se dan, ademds, las prue-
bas, considerablemente mds simples, de la
irracionalidad de los mencionados niimeros.

§ 1. Introduccién

Es un hecho bien conocido que e y Il son
nimeros trascendentes, es decir que no son
raices de ninguna ecuacién algebraica

a + ax+ ... +ax"=o0
0 1 n

en que los coeficientes a,a3,...,a son
numeros enteros. Las demostraciones han
sido muy difundidas y no es dificil ha-
llarlas en la literatura matematica, par-
ticularmente en otros idiomas. No obstan-
te, considero de interés darla a conocer

mejor en nuestro medio.
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En parte, la importancia de la trascen-
dencia de n estd en el hecho, importante
en la historia de las Matematicas, de que
puso punto final, después de muchos si-
glos, a los innumerables y estériles in-
tentos de llevar a cabo, con s6lo la ayuda
de la regla y el compas, la construccion
de un cuadrado cuya area fuera exactamente
igual a la de un circulo de radio dado,
problema que, con el nombre de cuadratura
del circulo, se remonta a la antigiiedad
clasica.

El problema de la cuadratura del circu-
lo se réduce, dado un segmento cuya longi-
tud se toma por unidad, a construir con
s6lo la ayuda de la regla y el compas otro
segmento cuya longitud sea exactamente
igual a n. Desde iuego, es preciso enten-
der claramente que esta construccidén debe
concebirse en un sentido ideal, en que los
medios empleados sean absolutamente per-
fectos y en que el resultado nd esté afec-

tado por error alguno.

Ahora bien; dado el segmento de longi-
tud unidad, todos los numeros construibles
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con la regla y el compds son aquellos y
s6lo aquellos que pertenecen a una exten-
sién Fn del campo Fo de los nuimeros racio-
nales, tal que existe una sucesidén de cam-
pos FO’F1""’Fn que tiene la propiedad de
que cada campo Fi(i = 1,...,n) resulta del

precedente Fi_ por adjuncién a éste de un

1
nimero {k, donde k pertenece al campo Fo_,
pero {k no; es decir que F, estd formado
por todos los nimeros de la forma a + b {k

donde a y b pertenecen a Fi-1'

Cada numero construible es algebraico,
es decir que es raiz de una ecuacidén alge-

. s e (1)
braica con coeficientes enteros.

Por tanto, para comprobar que 7 no es
construible con la regla y el compids basta
probar que no es un nimero algebraico, es
decir que es trascendente.

La historia de 1la demostracién de 1la
trascendencia de 7 estid estrechamente 1li-

1
) Richard Courant y Herbert Robbins, What

is Mathematics?,0xford University Press
(1941), pag.133.
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gada a la de la trascedencia de e, la base

de los logaritmos neperianos

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) demos-
trd en 1764 que T es un nuimero irracional,
con lo cual quedé demostrado qué el pro-
blema de la cuadratura del circulo no pue-
de ser resuelto con sélo el auxilio de 1la

regla.

En 1872 Charles Hermite (1822-1905) [2]
logré demostrar que e es trascendente, a
cuyo fin se validé de un polinomio obtenido
con ayuda de reducidas de fracciones con-
tinuas que habia utilizado Lambert. Final-
mente, en 1882, Ferdinand Lindemann (1852~
1939) [2] démostré, mediante una modifica-
ci6én de la demostracién de Hermite, que 7T
es también trascendente. Posteriormente,
varios matemiaticos, y entre ellos los mias
grandes de su tiempo como Karl Weierstrass
(1815-1897) y David Hilbert (1862-1943),
diefon variantes y modificaciones de las

demostraciones originales.

Las demostraciones de la trascendencia

de e y n que se dan aqui se deben a David
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Hilbert [3]. Naturalmente demuestran al
mismo tiempo que esos numeros son irra-
cionales. No obstante, para mayor ilus-
tracidon y por ser muy sencillo, probaremos
previamente la irracionalidad de e y =,
ain cuando eso no es requerido para la de-

mostracion de su trascendencia.

I .IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE € .

§ 2. Irracionalidad de ¢

[+ 0]
e es igual a la suma de la serie ), %T ,
n=o ¢
en donde, en particular, 0! = 1 por defi-

nicidn.

Si e fuera racional, podriamos suponer
que e = g donde p y 9@ son enteros primos
entre si. Demostraremos que esta suposi-

cién conduce a una contradiccién. En efec-

to, de ella se deduce que

Ilﬂ

1 1 o 1
0 < g —[1 + 7T + 3T +..0.+ !] = E ET (1)

n=qg+ 1

Q
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Ahora bien, podemos escribir

o
Z -1——=1— ! + ! +...
n! q! \g+1 (g+1)(g+2)
n=q+ 1
1 1 1
< q—! (CI‘FI + (q+1)2 + ...) =
1
-1 _g+t _ 11
Tqt , __1 T qtg
g+1

Luego, de (1) se deduce que

1 1
0 < qg! ( g - 2 - ?T - he. - a!) <

Q=

Esta desigualdad es imposible pues en

tanto el término de enmedio es un numero
.y 1

entero positivo, 7 es menor que 1. Por

consiguiente e es irracional.

§ 3. Trascendencia de ¢.

Para demostrar que e es un numero
trascendente es necesario probar que no es
raiz de una ecuaciodn

2
a + ax + ax + ... +ax =20
o 1 2
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a 0 a e
en que 2_ # y o A 4, ,a_ son

nimeros enteros. Con tal fin bastard en-
tonces con demostrar que una relacién de

la forma

: 2
a +ae +ae  + ... +ae”=o0 (1)
o 1 2 n

conduce a una contradiccién.

La idea de 1la demostracién es la si-

guiente: determinaremos los nimeros ente-

ros M, M1’ Mz,

plen las relaciones

oo s Mn tales que se cum-

M + ¢ (2)

donde 51/M, ez/M,...,en/M . son nimeros po-
sitivos muy pequefios. Valiéndonos de las
expresiones (2) de las potencias de e 1la
relacidon (1) que suponemos cumplida toma

la forma
[aoM + 21M1 + 321‘12 + ...+ ann] +
(3)
[3151 +a e, + .. 4 anen] =0 .

74



La primera expresién entre corchetes es
un entero. En el curso de la demostracién
probaremos que no es nulo. En lo que res-
pecta a la expresidén encerrada en el se-
gundo par de corchetes, podremos estable-

cer que puede hacerse menor que la unidad.

Resultarda asi una contradiccidén porque es
imposible que un entero aumentado en un
nimero menor que 1 resulte igual a cero.
De esa manera quedard demostrado que 1la
relacién (1) es imposible, y por tanto,
que €& es trascendente.

En el curso de la demostracidn que si-
gue haremos uso del teorema segin el cual
si un entero no es divisible por un cierto
nimero no puede ser igual a cero, por
cuanto cero es divisible por cualquier ni-
mero dado. Mostraremos entonces gque los
ndimeros Ml,...,Mn son divisibles por un
cierto nuimero primo p, pero que aoM no es
divisible por dicho nimero. Resultari asi
que aOM + 31M + ...+ anMn no es divisible

por p y por tanto es diferente de cero.
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La ayuda mas importante que tendremos
es la de la integral de Hermite

®

p—-1 p -z
M = JZ [(Z‘“(fﬁ;;;-‘z‘”” € dz, (4)

0

donde n es el grado de la ecuacidén (1) y p
es un numero impar primo que después vamos
a determinar. Si el intervalo de integra-
cién lo dividimos en dos partes por el ni-
mero v, podremos definir los niumeros Mu y

€, (v = 1,...,n) mediante las férmulas
® p-1 P -z
. euJ 2PN (z-1)(2z-2)...(z-n)]" e *
v (p-1)1! ’
v (5)
y
v, -2
.. euJ 2PN (z-1)(2-2) ... (z-n)]" & %
v (p-1)! ’
0 (6)

De las férmulas (4), (5) y (6) se deduce
la ecuacidn
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que para v = 1,2,...,n, da las relaciones
(2).

Podemos entrar ahora a detallar la de-

mostracion.

1. Comencemos por recordar la férmula me-
diante la cual se define la funcidén gama :

©

T(p) = J 2Pt e gz,

0

Esta férmula la vamos a necesitar tunica-
mente para valores enteros y positivos de
p. Esto supuesto, y que p > 1, se obtiene
integrando por partes

©

T(p) = J P le %dz = [-ZP"'e *1% &

[
0

(9]
+ J (p-1)z°"%e %dz =
)

(1)

Ver, por ejemplo, Tola, Analisis II,

Lima (1971), pag. 235.
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@0

(p-1) [ P %e%dz = (p-1)T(p-1) =
0

= (pP-1)(p-2) T(p-2) =

(p=1)(p-2)(p-3) ... 2.1 T(1)

y puesto que
(1) = J e *dz = 1

resulta

(s 9]
T'(p) = J P le™%dz = (p-1)1 (7)
0

Por consiguiente [ (p) aumenta rapidamente
cuando el entero p crece. .

2. La férmula que acabamos de obtener nos
permitira calcular con facilidad la inte-
gral de Hermite. Con ese fin nos valdremos

de la formula para elevar a una potencia

78



. . (1) s
un polinomio ,» ¥ tendremos el siguiente

polinomio en potencias de z :

[(z-1)(2=-2)...(z-n)]}" = [2"+...+(-1)"n1]P=

= z"P4+o. . (-1)"(n1)P, (8)

en donde hemos escrito uGnicamente los tér-
minos en la mayor y en la menor potencia
de z, y hemos tenido en cuenta nuestra su-
posicién de que p es un ndamero impar, y
por tanto se tiene que (-1)"F = [(-1)P]" =
(-1)". Se sabe ademds que todos los coefi-
cientes del polinomio obtenido en (8) son
enteros. La integral de Hermite es enton-
ces dada por

La férmula para elevar a potencia un
polinomio es )
m
(a + a_+ ...+ a )
1 2 P
o [0 (¢4
m! 1 2 p
= ) a a_ ... a .
o lo ..o T 2 P
1 1 p
donde la suma se extiende a todos los
conjuntos {ai,az,...,a } de nimeros en
p —_
teros postivos o nulos tales que o +
a2+...+a = m, y los coeficientes son
P

nimeros enteros.(Weber,Lehrbuch der Al
gebra, I, pag.53).
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®©

n P
M = (—Z;_g?i) J zP le %dz +
0
np+p ’ cp ®p1
- -z
Z .(—P:—j-)—!JZ e dZ,
p=p+1 '

donde 1los Cp son constantes enteras. Las
integrales de la ecuacidén precedente pue-
den ser calculadas mediante la férmula (7)
y se obtiene

np+p

n _1)1

M= (-1)™(n)? + ¥ ¢ L=t
paps1 P (p-1)!

El indice d€ sumacidén p es siempre mayor
que p.Por tanto la expresidn (p-1)!/(p-1)!
es un numero entero que tiene a p como
factor, de manera que puede sacarse en

factor comin a p en la sumatoria y resulta
- n P
M = (-1) (n!) + p[Cp+1+ Cp+2(p+1)+

Cp+3(p+2)...].

El nimero M no sera divisible por p si
no lo es el primer término del segundo
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miembro para lo cual, dado que p es primo,
basta que sea p > n, lo que es posible
porque los numeros primos son infinitos.
Podemos suponer por tanto que (-1)n (n!)p,
y por consiguiente M, no es divisible por
el numero primo p. También podemos escoger
a p de manera que el término a_ de (1)},
que es diferente de cero, no sea divisible
por p, para lo cual basta que sea p >Iaol,
lo que es siempre posible. De 1la manera
dicha queda probado que aoM no es divisi-
ble por p, que es uno de los hechos que
nos proponiamos establecer.

3. Vamos a probar ahora que los numeros Mu
definidos por (5) son todos divisibles por
p. Si en dicha ecuacién introducimos el
factor e’ dentro del signo integral y ha-
cemos el cambio de la variable z por 1la
variable ¢ = z-v, que varia entre 0 e ®
cuando varia entre v e ®, se obtiene

©

N B p-1 - -
M, = J 50 [<§+v) [(C+v=1)(T+-2)...

0

...(C+v-n)]P e'c]dg
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Si se llevan a cabo las multiplicacio-
nes del numerador se obtiene un polinomio
en £ en que el término de menor grado es
en t° y el de mayor grado es en ¢ "*VP-1,
y cuyos coeficientes son nimeros enteros.
La integral del numerador sera entonces

una combinacién lineal de las integrales

(9] X ©

Jc"e'cdc, Jc"“e'cdc, e Jc‘"*“"”e'zdc,

0 0 0

con coeficientes enteros. Puesto que di-
chas integrales, segun (7), son iguales a
p!, (p+1)t ,..., [(n+1)p-1]!, la integral
del numerador serd igual a p! multiplicado
por un numero entero Au’ de manera que

pt 4,

M, = =T =P A v =1,2,...,m),

lo cual prueba, como ya habiamos anunciado
que M1""’Mn son numeros enteros divisi-
bles por p. Este resultado y el hecho ya
probado de que QOM no es divisible por p,
permite deducir que aoM + 31M1+ ce. + anMn
no es divisible por p y por tanto es dife-
rente de cero.
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4. Vamos a tratar ahora acerca de una nue-
va parte de la demostracidén que se refiere

a la suma 316 +...4 anen donde 1los ED son

1
dados por las férmulas (6). Vamos a probar
que estos numeros pueden suponerse arbi-
trariamente pequefios. Para ese fin haremos
uso del hecho de que p puede ser elegido
tan grande como se guiera, pues las condi-
ciones que hasta ahora hemos impuesto a p
son la de ser un namero primo mayor que n
y que laol y que, por lo demds, puede ser

arbitrariamente grande.

Designemos por G y g, a los maximos de
los valores absolutos de z(z-1)...(z-n) y
(z—1)(z-2)...(z—n)e'2”) , respectivamente,

para z en el intervalo (o,n), es decir que

lz(z-1)...(z-n)ls G para

-z+l)l 0 £z = n .

I (z-1)(z-2)...(z~n)e g,

Puesto que v s n, se tiene para
v=1,...,n,
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2 ' (z-1)(z-2)...(z-n)]Pe”**"

|£UIS [ (P17 dz

0

[ %4 Gp-‘l

D
‘J (-t 9% >

8}

O Sea
Gp-1gv v
L = L (9)

Ahora bien, G, g, y v son nimeros constan-
tes independientes de p, y es claro que la
fraccién (?"1/(p—1)! es tan pequefia como
se quiera si p se elige suficientemente

grande.

Luego,

a +3 £ +...+ ael £ la tle t+la_lle 1+
I 1541455, nn 1 1 2| z|

...+lan9lenl < (121|g1+lazl2gz+

GP~!
...+|3nlngn) -('m .

Puesto que el valor de la expresidén en-
tre paréntesis es independiente de p, re-
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sulta de aqui que si p es suficientemente
grande la suma Ia1e1+...+anenl es tan pe-
quefia como se quiera y, en particular, me-

nor que la unidad.

Con esto hemos dado término a la demos-
tracidén, que fue descrita al comienzo, de
que una relacién de la forma (1) en que a_

es diferente de cero y a -+.»2_ son ente-

,l’
ros, conduce a una contradiccién, y por
consiguiente el numero e no es algebraico.

Es por tanto trascendente.

II. IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE TU
§ 4. Irracionalidad de T

. . . (1) ~
En la demostracidn que sigue desempefia
un papel importante la funcién

o x(1-x)"

r(x) n!

(1)

donde n es un numero entero.

(1)
Niven, Bull. of the Am. Math. Soc., 53

(1947) pag.209).
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Designemos por D*f a 1a k-ésima deri-
vada de f. Para calcularla podemos emplear
la conocida foérmula de Leibnitz de la de-
rivada de un producto de dos funciones(1):
K

D*(gh) =z (’;) Dig.D* Ih.

j=0

donde D°g = g y D°h = h.

Se tiene por tanto
K
=LZ(] p*~3n
nt

donde g(x) = x" y h(x) = (1-x)". Por con-

siguiente, puesto que

0 si J < n
ng(o) = n! si = y
0 si j >
1 1 n!
D h(o) = (-1) A-IJ7T °

(1)
R. Courant, Differential and Integral Calcu-

lus, Blackie and Son Limited, vol. I, (1942)
pag. 202.
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se tiene

Df(0) = 0o si k < n

y

Dkf(o) = %T (ﬁ) n! Dk'"h(o) si k 2 n. (2)
Ademas, se deduce de (1) que f(1-x) =

f(x), y por tanto, para k = 0,1,2,... es

D*r(1-x) = (-1)*D*f(x). En particular
p*r(1) = (-1)*D*r(o). (3)

Puesto que tanto los coeficientes binomia-
les como D" "h(o) son enteros, resulta de
(2) y (3) que Dkf(o) y Dkf(1), para

k = 0,1,2,..., son nimeros enteros.

. . 2
2. Es claro que si probamos que ©~ no es
racional tampoco lo serid n. Demostraremos

pues que si se supone que
112 = B (4)

donde p/q es una fraccidén irreducible se
llega a una contradiccién. Con este fin
nos valdremos de la funcidén [ antes consi-
derada, y supondremos que se cumple (4).
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Sea la funciodn

F(x) = q"{r°"f(x) - 7°""°D?F(x) +
+ (%) - L.+
n?(=1)"'D*" PP (x)+(-1)"D*"F(x)}. (5)

En virtud de lo demostrado en la parte 1 y
de (4),

F(o) y F(1) son numeros enteros (6)

Teniendo en cuenta que, por ser f(x) un
polinomio de grado 2n, sus derivadas de
6rdenes mayores que 2n son nulas, podemos
obtener las derivadas primera y segunda de
F(x) en la forma

F'(x)= g™ {r°"Df (x)-n*""2D3r(x)+n°" *D°F(x)-

n12n1

- amd(=1) £(x)}

2n-2

F'(x) = q"{nanzf(x)—n D4f(x)+

2n 4,6

DPf(x)-...+n°(-1)""1D%"

£(x)};
de donde se deduce haciendo uso de (5),

F"(x)+n2F(x) = q'n 2n+2f(x) = p"n?f(x) (7)

Ahora bien, puede observarse que
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(F'(x)sen nx-nF(x)cos nx)' = nF’'(x)cos nx+
F“(x)sen nx+n2F(x)sen AX-nF' (x)cos mwx =

F'(x)sen nx+n2F(x)sen nx

La ecuacién (7) nos permite escribir en-

tonces

(F'(x)sen mx-nF(x)cos nx)'= p"nzf(x)sen nx

(8)
Se deduce de aqui que
1
p"nz J f(x)sen nx.dx = (F'(x)sen nx -
0
1
- nF(x)cos mx)| - nF(1)+nF(0),
0
O sea
1
np" J f(x)sen mx.dx = F(1)+F(0). (9)

0

Puesto que, segin (6), el segundo miembro
es entero, también 1o seria el primer miem-
bro cualquiera que sea el numero n. Basta-
rad entonces con probar que n puede ser
elegido de modo gue el primer miembro de

(9) sea un numero positivo estrictamente
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menor que 1, para que (9) sea una relaciodn
absurda, y por consiguiente la férmula (4)
implique una contradiccidn. Lograremos ese
propdsito si suponemos que n es tal que
2p" . lim p"

T <1, lo que es posible porque Ns® ET =0

En efecto, debido a que x(1-x) = x-x°2

es positivo y menor que I para o0 < x < 1 ,

en este intervalo se cumple que

Is\

0 < f(x) <

nt
y por consiguiente
i N 1
0o < np" J f(x)sen mx.dx < =& %T [ sen mx.dx
0 0
2n
= nf <1

es decir que el primer miembro de (9) es
positivo y menor que 1 y por tanto, como
hemos seifialado, esa ecuacién es absurda y
la suposicidén (4) implica una contradic-
cidn. T es por consiguiente un nuimero

irracional.
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§ 5. Trascendenciade T

5.1 Definiciones y proposiciones preliminares

La demostracién de la trascendencia del
nimero M que vamos a exponer aqui se debe
a Hilbert como ya hemos sefialado, y re-
quiere recordar algunas definiciones 'y
proposiciones algebraicas que damos a con-

tinuaciédn.

Se llama funcidén racional de las varia-
bles X, 3X,5.+.,X a una funcidén que es de-

finida por un cociente de la forma

a o o
1 2 n
Y e o x, o x ‘... x
™ o 1 2 n
F(X ,X 4300 ,X =
( ,1’ 2’ ? n) o o Io ’
. 1 2 n
Yoo x o ox ... x
[ed 1 2 n
[0 4

donde las sumas se extienden a todos 1los

conjuntos

de n numeros enteros positivos o nulos, y
en que los coeficientes o Y c& son nume-
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ros complejos, un nimero finito de 1los
cuales, a lo sumo, es diferente de cero;
pero sin que el denominador se reduzca a
cero. Si la expresién que define a f se

reduce al numerador

a @ o
F(x,y...,X = c. X, X cee x 1
(1’ ’n) Z(X 1 2 n ’
o
se llama funcidn racional entera de X 5%,
coesX O polinomio en X sXgseoosX o De 1lo

contrario se llama funcion racional frac-
cionaria.

Se dice quella funcién f(xi,...,xn) es
simétrica si su valor no cambia cuando se
realiza una permutacidén cualquiera de los
valores que se atribuya a las variables,
es decir si se cumple que

f(a1,...,an) = f(30(1)""’30(n))’

cualesquiera que sean los numeros 8,5..,3
del dominio en que la funcidén es definida
y la permutacién o de 1los subindices
1,2,...,n . Las funciones racionales ente-

ras que son simétricas se denominan en
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forma abreviada polinomios simétricos en

las variables XpsewesrX .

Atencién especial merecen los polino-
mios evidentemente simétricos

s = X + X _+ ... + X

1 1 2 n
S = X X + X X +,..+ X X + X X +.,..+X X

2 1 2 1 3 1 n 2 3 n-1 n
S = X X X +X X X +...+X X X

3 1 2 3 1 2 4 n-2 n-1 n

1

S = X X ees X ,()

n 1 2 n

los cuales se llaman funciones simétricas

elementales de las variables x .

177 n

Consideremos ahora 1la ecuacién alge-
braica de grado n

a+ ax +...+a x '+ x =0, (1)
o 1 n-1

cuyos coeficientes son nimeros complejos,

. . n 7
y en que el coeficiente de X es 1, razoén

(1)
Observar que cada término X . X . .,..X

de Sp es tal que j1< J2< ...< ]
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por la cual diremos que la ecuacién es mé-
nica. Si o, 50,5 ... ,0  SON las raices de 1la
ecuacién, es sabido que se cumple la iden-

tidad

n-1
a4+ aXxX +...+ a X'+ x' = (x-o )(x-0o0)
] 1 n-1 1 2
e e e (X-O
( n)o
de donde se deduce que
-4 =0 + o +,,.+ O
n-1 1 2 n
a =g + xo +...+ 0o + 0o +,,,.+
n-2 1 2 1 3 1 n 2 3
+ (¢4
n-1 n
-4 = o0+ xxoa +,..+ A o [0 4
n=-3 1 2 3 1 2 4 n-2 n-1 n
n
-1 a = oo, ... «a .
( ) o 1 2 n

Puede reconocerse de inmediato que los se-
gundos miembros de las ecuaciones anterio-
res son la funciones simétricas elementa-
les de las raices de la ecuacidén y se cum-
ple por tanto que las funciones simétricas
elementales S, 35,9495, de las raices de
una ecuacidn monica son iguales a los coe-
ficientes de la ecuacidn con sus propios

signos o con signos contrarios, de acuerdo
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con la formula

P
s = (-1) a = 1,2,...,n).
= (-D)fa ., (p=1,2,...,n)

La siguiente proposicidén, que luego va-
mos a utilizar, es consecuencia del teore-
ma fundamental de la teoria de las funcio-

. 2 . (1)
nes simetricas

Teorema 1.

a) Cada polinomio simétrico P de las

variables x_ ,Xx se--sX €S igual a un poli-

1272

nomio @ en las funciones simétricas ele-
mentales Sy seeesS de dichas variables y
en los coeficientes de P; y los coeficien-
tes de @ son numeros enteros.

b) Si todos los coeficientes de P son
nimeros racionales, @Q es un polinomio en
las funciones simétricas elementales de
las variables y sus coeficientes son ra-
cionales.

c) Si todos los coeficientes de P son
nimeros enteros, @ es un polinomio en las

(D Ver por ejemplo, Van der Warden, Modei

ne Algebra I, Springer (1937).
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funciones simétricas elementales de 1las
variables y sus coeficientes son enteros.

Las observaciones hechas precedentemen-
te acerca de la ecuacidén ménica (1) da lu-
gar a la siguiente consecuencia del teore-

ma anterior.

Teorema 2.

a) Cada polinomio simétrico P en 1las
raices L de la ecuacidén ménica (1)
es igual a un polinomio @ en los coefi-

cientes a 53 5...,2 de la ecuacidén y en

n-1
los coeficientes de P; y los coeficientes

de Q@ son enteros.

b) Si todos los coeficientes de P y los
de la ecuacidén (1) son nimeros racionales,
P es igual a un numero racional.

c) Si todos los coeficientes de P y los
de la ecuacién (1) son numeros enteros, P
es igual a un nimero entero.

Si la ecuacidén que se considera no es
2 . . . . n
ménica, y si a #0 es el coeficiente de x ,

lo expresado anteriormente se cumple sus-
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tituyendo a los coeficientes a_ ,2 ,...,4
n
a a a
. o) 1 n~-1
por los numeros R R .

a
n n n

Por tltimo, recordaremos los siguientes
conceptos acerca de los numeros algebrai-
cos'":

Un nuimero complejo se llama algebraico
si es una raiz de una ecuacidén algebraica
con coeficientes enteros, o bien, equiva-
lentemente, de una ecuacidén mdnica con co-

eficientes racionales.

Un numero algebraico se 1llama entero
algebraico si es raiz de una ecuacidén mod-
nica con coeficientes enteros racionales.
En adelante mantendremos 1la denominacidn
de enteros para los numeros enteros racio-

nales

La suma, 1la diferencia, el producto y
el cociente, de nimeros algebraicos (con
divisor diferente de cero en el ultimo ca-

1
‘1 L.W.Reid, The Elements of the Theory of

Algebraic Numbers, The Macmillan Co.
(1910) .
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S0) son niumeros algebraicos; y la suma, 1la
diferencia y el producto de nimeros ente-
ros algebraicos son también enteros alge-
braicos.

En el anexo se ha reunido una informa-
cién complementaria acerca de los nilimeros
algebraicos; en particular, se da la de-
mostracién de las proposiciones enunciadas

anteriormente.

5.2 Demostracién de la trascendencia de Tt
De 1la ecuacidn

e = e**'Y = e*(cos y + i sen Xx)

mediante la cual se define a la funcidn
exponencial de la variable compleja 2, re-
sulta la relacidn

1 + ™ = o (2)

La trascendencia de e, que ya fue demos
trada, asegura que no puede existir una

ecuaciodon de la forma

2+219+...36 =0
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donde a°¢ oy a,d,...,2 son nimeros en-

teros racionales.

Lindemann demostrd en 1882 que tampoco
es posible que se cumpla una relacién de

la forma
b1 b2 b
a + a. e + ae “+...+ ae" =0 (3)
o 1 2 n
en que los numeros aj y bj (j =0,1,...,n)

sean algebraicos. Ahora bien, 1la unidad
imaginaria I es un nimero algebraico por
cuanto es raiz de la ecuacién 1 + x° = o .
Luego, si m fuera algebraico también 1lo
seria in, y no podria cumplir la ecuacion
(2) en virtud del teorema de Lindemann.

Resulta asi que nt es trascendente.

Aqui no vamos a demostrar el teorema
general de Lindemann sino un caso particu-
lar. La demostracidén de Hilbert que vamos
a exponer es una modificacién de la que
fue dada para demostrar la trascendencia
de e .

Comenzamos pues suponiendo, contraria-

mente a lo que queremos probar, que n es
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algebraico, es decir que es raiz de una
ecuacioén algebraica con coeficientes ente-
ros. Segin lo dicho in satisfaria también
a una ecuacién de la misma clase, cuyas
raices (In entre ellas) vamos a designar

POY a ,0 ,...,0 . A causa de (2) se cumple

1
entonces la relacién

o [+ 4 o

(1+e Y)(1+e %)...(1+e "

) =0,

que puede escribirse en la forma

o o o o b o v )

(1+e +e “+...+e ")+ (e +e +...
[o + O xA +o_ +a o +x 4+

n-1 n 1 2 3 1 2 a4 s (4)

+e )Y+...+(e +e +..
o +o +o o +0_+...+Q
n-2 n-1 n 1 2 n

+e Y+...+(e )= o

J

Puede ocurrir que algunos de los exponen-
tes de esta ecuacién sean nulos. Cada vez
que eso ocurra uno de los términos se re-
ducira a 1. Si los sumamos con el 71 que ya
aparece en el primer término resultaria un
nimero racional entero positivo a_ . Los

demis exponentes, todos ellos diferentes
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de cero, los designamos por 81,Qy...,BN,
y por tanto (4) puede escribirse en la

forma

1
a +e +e “+...+e "= 0, (4_ entero > o) (5)

Podemos probar que 1los nimeros 81,32,...,
BN

braica con coeficientes enteros raciona-

son las raices de una ecuacién alge-

les. En efecto, a partir de la ecuaciédn
cuyas raices son O 0y e O podemos
construir otra ecuacidén con coeficientes
enteros cuyas raices son las sumas de dos
(1)

< i o+ o+ O, ... o +
terminos 1 20 %4 3? » Xy n

(1) .
Los coeficientes de la ecuacidén mdénica

de grado n(n—f)/Z

X-(a_ +a X-(o, +a Lo X-(« +o
(X=(o +o ) ) (x=(o +a )). . (X=(&« _ +x )),
cuyas, raices son los nimeros o +a
1 3
donde I1,j = 1,2,..,n,e i<j, son funcio
nes simétricas de los O y por tanto
son funciones racionales enteras de
los coeficientes del polinomio ménico
cuyas raices son [ed o .., or
v 17 T2 n* ¥ P
consiguiente son nimeros racionales.
Luego, los numeros O + son raices
1 3
de 'una ecuacién algebraica con coefi-

cientes enteros.
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Semejantemente, a partir de la ecuacién
cuyas raices son estos Uultimos niumeros po-
demos construir otra, también con coefi-
cientes enteros, cuyas raices son las su-
mas de tres términos o ot EEE

X ot 5y asi sucesivamente. Por

ultimo, a1+a2+...+an que es el coeficiente

o +o_+O
1 2

de mayor grado de la ecuacidén ménica, cu-

yvas raices son o 5%, ...,a , €5 un namero
racional y satisface por tanto a una ecua-
cidén lineal de coeficientes enteros. Mul-
tiplicando todas las ecuaciones asi obte-
nidas se obtendra una ecuacidén de coefi-
cientes enteros algunas de cuyas raices
pueden ser nulas, y cuyas restantes raices
son Bl,Bz’°"’BN . Si la dividimos por 1la
potencia de la inecégnita cuyo exponente es
igual al ntimero de raices nulas, resultari

una ecuacidén de grado N cuyas raices son

los N numeros B1’Bz""’BN :

b +b z+b z%+...+b z" = 0o, (b ,b.# 0 ;
A " - 0’ N ’

bi entero para I = 0,1,...,N). (6)
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Resumiendo: si se supone que m es alge-
braico tendrd que cumplirse la ecuacidn
{5) en donde 1los exponentes 81,32,...,BN
son raices de una ecuacidén (6). Si demos-
tramos que de (5) y (6) resulta una con-
tradiccidn quedara probado que m es un mi-
mero trascendente. Podemos decir en conse-
cuencia que para demostrar que ® es tras-
cendente basta probar la siguiente propo-
sicidén que es un caso particular del teo-
rema de Lindemann : Si B1’Bz""’BN son
las raices de una ecuacidn (8), no es po-

sible que se cumpla la relacidn (8).

La demostracidén se hara siguiendo pasos
semejantes a los de la demostracién de 1la
trascendencia de e, de la que difiere en
aspectos muy importantes. Tal como enton-
ces pudimos obtener expresiones apropiadas
de las potencias enteras de e, ahora las
obtendremos para las potencias de e que
figuran en la ecuacién (5). Ellas seran

eB’I_ M’l+ Ei eBZ__ M2+ €2
= M ’ - M LIRS ]
B M+ €
e N= -—NM_N ’ (7)
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en donde, como probaremos luego, M sera un

entero y los niumeros € seeesE que ahora

N’
podrian ser complejos, seran tan pequefios
como se quiera en valor absoluto; pero en
que, a diferencia de lo que tuvo lugar en

el caso de e, la suma Z MU, y no cada uno
v

de los numeros Mu’ serid un entero divisi-
. . . (1)

ble por un cierto nimero primo p .

Sustituyendo en (5) los valores (7) se

obtiene

[20M+M1+M2+°'°+MN]+[€1+EZ+'"+£N]= 0 (8)

En el curso de la demostracién probaremos
que aoM, y por tanto la primera expresidn
entre corchetes, es un entero no divisible
por un numero primo p, y es por consi-
guiente un entero diferente de cero. Pro-
baremos también que basta elegir al numero
primo p suficientemente grande, para que

la suma E FEF...4E se haga tan pequefia

(1)
Como observaremos mas tarde, los nuimeros M

serdn ahora enteros algebraicos, no necesa-

riamente enteros (racionales).
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como se quiera. Resultard asi que (9) es
una relacidén imposible, lo que probaria que

T es trascendente.

Procederemos ahora a exponer los deta-
lles de 1la demostracién que acabamos de

describir.

1. Para definir al nimero M wutilizaremos
una adecuada modificacidén de la integral
de Hermite que fue utilizada para demos-
trar la trascendencia de e. M sera dado
por

(o]

M = J TE%TTT zp'i[(z-81)(z-82)...
0
(N

-1)p
dz,
N

(z-BN)]p e %.b

donde b  es el coeficiente de z" en (6), y
P es un cierto numero primo que luego de-
terminaremos. Puesto que 81""’BN son las
raices de la ecuacién (6), puede escribir-

se
1
(Z—Bl)(Z—BZ)-..(Z—BN) = b—N- (b°+b1z+..,

+ sz") (9)
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¥y por consiguiente

00e'zzp'idz N.p
M = J‘——TE:TTT— [bo+b12+...+bNZ | S
0
b (NP (10)

N

2. Desarrollemos ahora el integrando segun

las potencias de z . La menor potencia es
z°"' y da origen al término
® 1
e "z dz ,p (N-1)p-1
J TR bo bN (11)

o

de la expresidén de M.

La férmula

(49} .
I'(p) = J P le™%dz = (p-1)1 (12)

0

que da el valor de la funcidén gama para p
entero positivo permite escribir el térmi-
no (11) en la forma

bp b(N-1)p-1
o N :
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Los demds términos del integrando de 1la
expresidén de M contienen a z elevado a la
potencia p o mayores que p, de manera que
sus integrales son de la forma

o

K
T?;ﬁ%TT J e-qu-le, (g-1 2 p),
0

donde kq es un entero. En virtud de (12)

esos términos tienen valores

(g-1) _ _ _
Kq -1 —Kq-p-..(qi), (g-1 2 p),

de manera que todos ellos son nimeros en-

teros divisibles por p. Resulta asi que M
(N-1)p-1
N

plo de p. Basta con que elijamos al numero

es la suma de bo b y de un milti-

primo p de modo que sea p >Ib°| y D >IbNI
(N-1)p-1
N

P, ¥ por tanto, para que M tampoco sea di-

para que b0 b no sea divisible por
visible por p. Por dltimo, puesto que a_
es un entero positivo, aoM no serd divi-
sible por p si elegimos a p con la condi-

cidn adicional p > a .
o
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3. Ahora vamos a determinar a los numeros
M, y ¢, de las férmulas (7). El1 procedi-
miento que fue empleado en el caso de e
requiere ahora una importante modificacidn
porque para definir esos nimeros vamos a
emplear los nimeros BU como uno de los 1li-
mites de integracidén, que pueden ser com-
plejos (de hecho: uno de ellos es im). Por
consiguiente las integrales mediante las
cuales definiremos a Mu y €, deberan con-
siderarse sobre el plano complejo, a cuyo
fin podemos observar que los integrandos
son funciones analiticas uniformes de 1la
variable compleja z, regulares salvo en el
punto =z = ® en que hay una singularidad
esencial. Debemos por tanto fijar conve-

nientemente el camino de integraciodn.

Para cada valor de v 1la integral que
expresa el valor de M en la férmula (10)
puede ser elegido, como se ve en la figu-
ra de la pag. 109, formado por un segmento
de recta que parte de o y llega a g}, y
por una semirrecta paralela al eje real,

que parte de Bu , ¥y va a ® . Como es sa-
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bido, el valor de la integral resulta ser

el mismo para todos del numero v

U
*
B berer e cmcr m s s e e s e c e e . a--

4

La integral a lo largo del segmento oBu

definira el valor de ¢, que, como luego

v
veremos podra hacerse arbitrariamente pe-
quefio si se elige al numero primo p sufi-
cientemente grande; y la integral a 1lo
largo de 1la semirrecta B,}» proporcionara

el valor de Mu . Se tiene por tanto

b
~z_p-1 P
v e "z dz N
El)— e }‘_W [b°+b12+...+b~NZ ] .
0
. p N-Deslo (13)

N
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B -z_p-1 J
_ v e "z dz N
M = ¢ JW [bo+b12+...+bNZ ] .
BU
(N-1)p-
. b, p-t (14)

valores que es facil observar que satisfa-
cen a las relaciones (7).

4. Trataremos ahora acerca de los €,

Como se sabe, el valor de la integral de
una funcidén de variable compleja es no ma-
yor que el producto del maximo del wvalor
absoluto del integrando sobre el camino de
integracién por la longitud de éste que en
este caso es IBUI.

El integrando puede escribirse en 1la
forma

N, N-1_p-1
[z(bo+b1z+...+sz )bN 1

(p-1)!

-z

(e (b°+blz+...
N,,N-2

+bnz )bN ).

Si G denota al maximo de Iz(bo+b1z+...+

szN)b:'ll en una regidén del plano comple-
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jo que contiene a todos los segmentos que
unen a o con los Bu’ resultara que Ieul se
rad no mayor que el producto de GP~'/(p-1)!
por factores que son independientes de p.
Resultard asi que si se aumenta convenien-
temente el valor de p, lo que es siempre
posible, los numeros €, ¥ por tanto la su-
ma € +...+€, puede hacerse tan pequeria co-
mo se quiera; en particular, menor que la

unidad.

5. Nos ocuparemos ahora de los nimeros Mv‘

Si reemplazamos en el integrando de la
ecuacién (14) la expresidn entre corchetes
por su valor deducido de (9) y sustituimos
luego la variable z por la variable CU =
Z'Bv’ que debera variar entre o0 e ®, se

obtiene
=T
8]
- (15)
ce(T+B,-B )Y Jf—p% 0,0y,
o]

en donde
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®,(¢) = b P (C+B )P (C+B,-B ). ..
(T+B,-B,_ )T (T+B,-B,, )F
(T+B,-B) 7. (16)

Se tiene entonces que

0

N N
Sucf [ifreno. o

en donde

®(T) = ) byP H(C+B, )P (C+B,-B,)P
=1

: (C+BD-BU-1)p(C+Bv-Bv+1)p' e
(T+B,-B,)"

es un polinomio en {, en cada uno de cuyos
sumandos una de las N cantidades B1,Bz,..,

BN

conjunto de ellos ninguna de esas cantida-

juega un papel particular; pero en el
des tiene un rol diferente del de las de-

mis. Por esa razdén, si se desarrollan las

potencias y se llevan a cabo los productos
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de la expresidén de ¢(C), cada uno de 1los
coeficientes de las potencias de T es una
funcidén racional entera y simétrica de qu

.,BN con coeficientes enteros. Ahora

bien, los numeros B .,BN son todas rai-

g7
ces de la ecuacidén (6) cuyos coeficientes
son enteros, pero que no es moénica. Por
tanto el teorema 2 de la seccidén 5.1 nos
permite establecer que los mencionados coe-
ficientes de las potencias de { del poli-
nomio ®({) son racionales. Pero nosotros
deseamos probar que esos coeficientes son
enteros. Esto podemos lograrlo valiéndonos
del factor entero b:p'1 que aparece en to-
dos los términos de ¢(C). Puede escribirse

en efecto

N
O(T) = ) (BT+b,B,)° (b, T+bB,-b B )P, ..
=1

"‘(bNC+anu_bNBv-1)p(bNC'bNBv—bNBu+1)p

P
...(bNC+bNBU-bNBN) .

Cuando se lleva a cabo el calculo de los
coeficientes de las potencias de ¢ median-
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te la férmula de la potencia de un polino-
mio se obtienen funciones enteras raciona-
les simétricas de los productos bNB1’bNB2’
...,bNBN, con coeficientes enteros. Ahora
bien, estos uUltimos N productos son todas
las raices de 1la ecuacidén que resulta de
la ecuacidén (4) cuando se reemplaza la in-
cégnita z por la incégnita w tal que w =

bu’ o sea la ecuacidn

y también, por tanto, de la que resulta de
. . . -1
ésta al multiplicarla por b: , O sea

b b ' b bV %W ...+ b wh 2,
o N 1N N-2
N-1 N
+ bN_iw +w = 0, {18)

que es una ecuacidén ménica con coeficien-
tes enteros. Resulta asi, segin el teorema
2 de 1la seccidn 5.1, que los coeficientes
del polinomio ®({) son numeros enteros que
denotaremos por Ao’A1"“’ANp-1 . Se tiene
por consiguiente
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N
-Cn.p
_ e >t d¢ 2
ZMU— -1t (A°+A1C+A2C +
v=1 0
Y I L

Np-1

y en virtud de (12) resulta

N
1
z = (-7 (A pt + Ai(pfi)! +...

+ Np 1(Np) ), - (19)
N

que prueba que Z Mu es un nuamero entero
V-1

(1)

divisible por p.

(1)

Cabe aqui observar que, tal como indi-

camos en una nota de pie de pagina

cedente, los ntmeros M son enteros al

gebraicos. En efecto, puesto que bNB

..,b B son todas las raices de la

ecuacién ménica (18) con coeficientes
enteros, dichos nimeros son, por defi-
nicién, enteros algebraicos. De (15)
puede deducirse entonces, mediante

férmulta (12), que MU es una expresién
racional entera de nimeros algebrai-
cos. De lo dicho al final de la sec -
cién 5.1 resulta que MV es un nimero

entero algebraico.
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En la parte 2 de la demostracidén hemos
probado que aoM es un entero que no es di-
visible por p .

Por consiguiente la suma

3M+ZM
[ ’ 124
D=1

es necesariamente un nuimero racional ente-
ro que no es divisible por p , y por tanto
es diferente de cero. Resulta asi que 1la
ecuacioén

N N
[aOM + Z Mv] + [ Z sv] =0 ,

=1 V=1

que es la ecuacidn (8) no puede cumplirse,
pues no es posible que la suma de un ente-
ro diferente de cero y de un nimero que es
menor que la unidad pueda ser igual a
cero. Esto prueba, segin fue explicado al
comenzar la demostracidén, que si se supone
que T es un numero algebraico, la ecuacidn
(2), que es cierta sin duda, no podria
cumplirse. Luego =® es un numero trascen-
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dente, y como consecuencia resulta la im-
posibilidad de resolver el problema clisi-
co de la cuadratura del circulo.

§ 6. ANEXO

Los Nameros Algebraicos

Para las definiciones de 1los numeros
algebraicos y de los nimeros enteros alge-
braicos remitimos al lector a la seccidén
5.1

Sea Q el campo de los numeros raciona-
les y ®[x] el anillo de los polinomios en
X, con coeficientes racionales.

Un polinomio f(x) € Q[x] se llama irre-
ducible si no es posible expresarlo como
un producto de dos polinomios ninguno de
los cuales sea de grado o, es decir ele-
mentos pertenecientes a @.

Teorema 3.

La suma, la diferencia, el producto y el

cociente (en este ultimo caso con divisor
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diferente de cero) de dos niumeros alge-
braicos, son nuimeros algebraicos.

Demostracion.

Sean o y B dos numeros algebraicos. Por
definicidén seran raices de las repectivas
ecuaciones mdénicas

X' 4 aX 4...+ a=0 (1)
x" 4+ bix"'1+...+ b=o0 (2)

cuyos coeficientes son nimeros racionales.

Sean A= 00, las raices de

m-1
(1) y Bo= 8,61,...,Bn_ las raices de (2).

1

Consideremos la ecuacién mdénica

-1
M (x-(a,+8)) = «"+c x™ 4. 4c = o,
A 1 J
i,1]

(3)
donde el producto del primer miembro se

extiende a todos los pares (i,Jj) tales que
i =o0,1,...,m-1, j =90,1,...,n-1.

Los coeficientes c¢_,c¢ ..,C__ son funcio-

1?7 2?°
nes enteras simétricas de las raices de
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las ecuaciones (1) y (2); son por tanto
funciones racionales enteras de los coefi-
cientes de dichas ecuaciones, es decir que
son numeros racionales. Puesto que o + B =
o+ Bo es una raiz de (3), sera un numero
algebraico. De manera semejante se pruebs
que a-B y of son numeros algebraicos. Para
probar que «/f, <con B # 0, es algebraico,
puede observarse que 1/8 es algebraico
porque es raiz de la ecuacién de coefi-

cientes racionales

n-1

n
bny +bn_1y +...4 b1y+1-0

Resulta entonces que el producto «. % = %
es algebraico.s

Corolario 1.

Toda funcidén racional de nimeros algebrai-
cos con coeficientes racionales, en que
ningin divisor es nulo, es un nimero alge-

braico.

Demostracion.

Resulta del Teorema porque todo numero ra-
cional es algebraico.m

119



Corolario 2.

La suma, la diferencia y el producto de
dos niumeros enteros algebraicos son ente-

ros algebraicos.

Demostracion.

En este caso, los coeficientes c¢ de la
ecuacién (3), en el caso de la suma o + B
de dos enteros algebraicos, son funciones
racionales enteras de los coeficientes a y
b; y puesto que estos son ahora enteros
por hipdtesis, los ¢ seran también ente-
ros. Luego a+f serd un numero entero alge-
braico. Semejantemente para o-f y of.m

La siguiente proposicidén no es utiliza-
da en 1los paragrafos precedentes. Se in-
cluye aqui unicamente a titulo de informa-
cién complementaria de interés en la teo-
ria de los numeros algebraicos.

Teorema 4.

Si w es una raiz de la ecuacidn

-1
F(x) = x"+ aix" ...t a= 0,

donde los coeficientes son numeros alge-
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braicos, es también raiz de una ecuacidn
con coeficientes racionales y por tanto es

un nimero algebraico.

Demostracion.

Cada uno de los numeros ai(j=1,...,n), por
cuanto es algebraico, sera raiz de wuna
ecuacidén ménica wi(x) = 0 de grado,mi con
coeficientes racionales, cuyas raices va-
mos a designar por

(m -1)

Sea m = mm,...m, y definamos los m poli-

nomios

n J n-1 J n=-2 Jn 1 n

+..,.+QX X+
1 2 - n-1 n

1}
x
+
R
-
x
+
R
x

F (x

j( )
donde j= {‘j‘l”..’jn}’ jke {091’2s---9mk—1}
para k = 1,2,...,n; de manera que

F(o, .. .,o)= F(x).

Consideremos el polinomio

f(x) = 1 F(x)
i

donde el producto se extiende a todos los
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conjuntos Jj. El1 numero ® es raiz de la
ecuaciodn
F(x) = o.

Ahora bien, 1los coeficientes de f(x)
son evidentemente funciones racionales en-
teras simétricas de todas las raices de 1la
ecuacidén modnica w1(x)¢2(x)...wn(x) = 0 de
coeficientes racionales; por consiguiente,
seglin el teorema 2, son funciones raciona-
les de estos i1ltimos coeficientes, y por
consiguiente ellos mismos son nimeros ra-
cionales. Puesto que w es raiz de la ecua-
cién F(x) = 0, seria un niimero algebraico.m

Ejemplo.
Sea w una raiz de 1la ecuacién
F(x) = x*+ yZ2 x + /3 = 0.

Tenemos ahora: « = Y2 y a= Y3, de modo

x2—3. Por tanto

que ¢,(x) = x*-2 y 9,(x)

o« = /2, a = /2, oz;

1

'/§’ alz = _/59
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F = x%+ y/2x + /3
(o0,0)

F = x22 /Bx + /3
(1,0)

F = x%+ /Bx - /3
(o,1)

F x%- /Zx - /3.

(1,1
Se tiene entonces
f(x) = F

(o,o)'F(1,o)'F(o,1)F(1,1)=

x8- 4x6— 2x4— 12x2+ 9 = o0.

Puesto que © es una raiz de esta tultima
ecuacidén, es un nimero algebraico. Puede
observarse que es un entero algebraico; lo
cual es consecuencia de que los coeficien-
tes del polinomio F(x) son enteros alge-
braicos, segin resulta del siguiente coro-

lario.

Corolario.

Si w es raiz de la ecuacidn

-1
F(x) = x"+ ax" " '+...+ a=o0,
1 n

donde A 50,500, SON enteros algebrai-
cos, entonces él1 mismo es un entero alge-

braico.
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Demostracion.

Usando las notaciones de la demostracién
del teorema anterior, los coeficientes de
f(x) son funciones racionales enteras de
los coeficientes de las ecuaciones wi(x) =
0o, los cuales son ahora enteros raciona-
les. Luego los coeficientes de f(x) son
racionales enteros y ® es un entero alge-
braico.m
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Una funcién £ : R® - R serid llamada o« -
homogénea de grado uno si

aeRY \ {1} yV x € R®: f(ax) = ax.

Tales funciones - por ejemplo - aparecen
como funciones de produccién en Economia
(Ver [1]) y el objetivo de este articulo
es responder a /;qué podemos decir acerca
de una tal funcién?. Es facil ver que una
condicidén necesaria para que una funcién £
sea a - homogénea es que f(o) = 0o y que
toda funcién R - lineal definida en RY es
o - homogénea. Sin embargo, como se verd a
continuacidén, una funcidn no tiene por qué
ser continua en el o, y, aun permitiendo
discontinuidad en vn conjunto de medida de
Lebesgue cero, no se obtendrd 1la lineali-
dad.

Sea § := { [ : R — R / f es a - homo-
génea de grado uno}. A continuacidén séblo
consideraremos el caso a > 1 debido que el
otro puede ser tratado similarmente con
o«"!'. Nétese también que R? puede ser reenm-

plazado por un Espacio de Banach.
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{x € R® : 1 <l x I < a}) (es-

Sea &&

pecie de 'hiper-casquete" s6lido) donde
I . I denota una norma de R% e.g. 1la
euclidiana.

[0 4
Sea Sa 7 T R .

b

Lema. V x e RP \ {0} 3t ne€e Z 7/ o«" s Il x |

n+1
< o .

Prueba. La wunicidad es clara. Para la

existencia: Si N x Il 2 1 3 n := mdx {m €
Z : " <l x MW }.8i Wl xIl <1 s n :=
, + -m
i € : .
min {m Zo Il x Il <o }.g
Tomemos ¢ € §  y sea [ : R°— R de-

finida por

y n es como el lema.

Proposicion 1.
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Prueba.-

"c" : Es suficiente restringir f € Ka a Ca
y usar su a-homogeneidad.

"2 : Sean 0 € 5, x € R\ {0} y n co-

1
mo en el lema. Entonces o"'' < Il ax I <

0‘n+2. Luego, fg(ax) = o(n+10(a-n—‘lax) = af

(x).m

g

(Qué condiciones aseguran un comportamien-
to "aceptable" para f € Ea ? Debido a 1la
existencia de funciones continuas sin de-
rivada en ningin punto [2, Thm. 1, pag.37]
y f(a) = o observamos que 0o tendrd un pa-
pel decisivo en el comportamiento global
de f. Es claro que la continuidad en el o
no es suficiente para garantizar diferen-

ciabilidad en una vecindad de tal.

Proposicién 2.

Si r e Ea es diferenciable en el O, enton-
tonces [ es diferenciable en RY. Mas atin,
F es R- lineal.
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Prueba. - La existencia de la derivada en
el o (Df(o)), implica la existencia de de-

rivadas direccionales, i.e., ¥V v € rRY

DF(0).v = 1im LLEV) (%)
t-0 t
Consideran la sucesién < a " >—> o

de (*) obtenemos:

DF(O).v = lim f(a "v)a" (**)
n->®
La o - homogeneidad de f implica : V n €
Z: : f(a""v) = o "f(v). De (**) sigue que

f(v) = DF(0).v.g

A seguir una justificacidon geométrica

de 1la prop.2 para n = 1. Para este caso se
tiene
Escolio : Si f es o - homogénea de R en R

y es diferenciable por 1la derecha (iz-
quierda) del o, entonces V x 2 0 f(x) = ax
(V x <0, F(X) ax).m
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En el grafico
y de la existencia £(1y..}.... ] k
de la derivada por .

la derecha en el I 1 X

0, la x-homogeneidad de f y una sucesion

F(x)
<X.> — 0 2 il 5 2
J X X
J
Luego si k/x = f(1), F no seria diferen-

ciable.
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1. Introduccion.

Consideramos una prueba de vida, de
tipo II con censura, de N elementos cuyos
tiempos de vida siguen una ley exponencial
y construimos un predictor bayesiano empi-
rico del tiempo en que ocurriri la r-ésima
falla, habiendo observado la k-ésima, en
la experiencia actual, a partir de obser-

vaciones en experiencias precedentes.

Finalmente, comparamos a través de 1la
simulacidén a este predictor con un predic-
tor obtenido por métodos clasicos por
Lawless (1971) y a un predictor bayesiano

obtenido por Dunsmore (1974).

2. La Prediccion Estadistica.

La prediccidén estadistica consiste en
utilizar las observaciones de un experi-
mento aleatorio (experimento informativo)
E para predecir resultados de otro experi-
mento aleatorio (experimento futuro) F.
Consideramos que E y F son independientes.

Supongamos que la informacidén obtenida
de la realizacién de E puede expresarse a
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través de una variable aleatoria (v.a.) &
o0 de una estadistica suficiente de una
muestra de la v.a. X, que tiene por densi-
dad f(x : ©), donde & pertenece a un con-
junto de parametros Q. Buscamos entonces,
predecir las observaciones de una v.a. VY
que tiene por densidad f(y : @) y que des-
cribe ciertos resultados de F.

Para situarnos en el contexto bayesia-
no, supondremos que © sigue una ley a
priori G(&), (& € Q). Si G(e) admite una
densidad f(e), entonces la densidad pre-
dictiva de Y, dada X, se expresa por:

f(y :+ x) = J f(y :8)f(o:x)do (1)
Q

donde f(©®:x) representa la densidad a pos-
teriori de X.

Para el caso discreto cambiamos, sim-
plemente, el signo de integral por el de

sumatoria.

Se puede demostrar que bajo ciertas
condiciones de existencia, poniendo E(Y:e)
= u(e), donde v es una funcidn dada (Capa
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Santos 1986, por ejemplo), entonces el

predictor bayesiano se puede expresar por:
p(x) = E[u(e):x]

es decir, utilizando la expresiodn explici-
ta de la densidad a posteriori f(©:x) en
la férmula (1), tenemos:

p(x)=Ju(e)f(x:e)f(e)de/Jf(x:e)f(e)de (2)
Q Q

El anAlisis bayesiano paramétrico con-
sidera conocidas f(x:8) y F(©) y de esta
forma se puede calcular p(x) utilizando 1la
expresién (2). E1 anilisis bayesiano empi-
rico paramétrico, al contrario, supone co-
nocida f(x:9) y asume solamente la exis-
tencia de la ley G que sigue ©.

Para encontrar una regla de decisidén en
el contexto bayesiano empirico, suponemos
que el experimento E se ha realizado va-
rias veces en el pasado, de manera inde-
pendiente entre ellas y que © sigue en
todos los casos la misma ley a priori,
desconocida (esto puede ser de mucha uti-
lidad en los procesos en los que no exis-
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ten cambios demasiado bruscos en ciertos
periodos de tiempo, permitiéndose utilizar
la informacidén precedente). Es decir, en
el momento de tomar la decisidén actual,
disponemos de una serie de elementos alea-

torios independientes:
(lee,l)a (Xz’ez)""’(xn’en) = (x,9)

Los elementos 61,...,en= & son, evidente-
mente, desconocidos y no observables. Su-
pondremos también que G tiene una inter-
pretacidén frecuencial y wutilizaremos 1los
valores X s++.5X = X para obtener 1la in-
formacidén sobre G que nos permita deducir
una regla de decisiédn 6n(x) = 6n(x,x1,...,
Xn-l) que aproxime, en un cierto sentido,
al predictor bayesiano p. 6n se llamara un

predictor bayesiano empirico (p.b.e.)

Lemon y Krutchkoff (1969) proponen 1la
estimacién de la funcidén de distribucidén G
(o ley a priori) por una funcidén en esca-
lera, con saltos de tamafio I/n en los pun-
tos éi(i =1,...,n), donde éi es una esti-

macidén clasica de © en la i-ésima expe-
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riencia, en el pasado, basada en estadis-
tica suficientes.

3. Construcciéon de un Predictor Bayesiano Empirico.

Supongamos que deseamos medir el tiempo de
vida de M elementos idénticos e indepen-
dientes. Probaremos a la vez estos elemen-
tos y detendremos la experiencia en el mo-
mento que ocurra la p-ésima falla (I1spsM).
Los elementos que fallan durante el expe-
rimento no se cambiaridn. Definiremos a
esta prueba como una prueba de tipo (M,B,
P), 1lo que corresponde en la 1literatura
anglosajona a las pruebas censuradas de
tipo II.

La v.a. T representaria el tiempo de
vida de un elemento y (T1,...,Tp), a la
muestra ordenada de tiempos de falla. Su-
pondremos que T sigue una ley exponencial
estandar de parametro e(e>o0), cuya densi-
dad esta dada por la férmula

f(t)y = eexp(-6t) (t>a)
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Si deseamos predecir en la misma prueba el
r-ésimo tiempo de falla, habiendo observa-
do la k-ésima falla, tenemos el problema
de que las experiencias informativa y fu-
tura no son independientes. Sin embargo,
utilizaremos el hecho de que si el tiempo
de vida T sigue una ley exponencial estan-
dar de parametro 6, entonces (Tanis, 1964)
las v.a.:

S =

] T, + (N-K)T_ 'y Y =T-T

1 r k
1

npMx

i

son independientes. Ademas Sk sigue una

ley I'(k,8) y Y tiene por densidad:

f(y:8) = eexp(--(N—r+1)ey)(:l—exp(—ey))r'k'1
(B(N-r+1,r-k))""

donde,

B(N-r+k,r-k) = (N-k)![(N-r)1(r-k-1)1]""

Tenemos entonces:
1 r-k
E(Y:0) = (N-k)![6(N-r)t1]" Y, (-1)

[it(r-k-1-1)1(N-r+i+1)?1""
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Es decir,
E(Y:0) = o 'u(N,r,k)

donde 7 es una funcién de las tres varia-
bles indicadas e independiente de o. Esto
nos permite obtener el predictor bayesiano
de Y (sabiendo que Sk= s):

p(s) = u(N,r k)E(e ':s)
Situemos en el contexto b.e. y supongamos
aun que los datos (k1’3k1)""’(kn-1’
shﬁi) = (k,sk), donde s, es el tiempo de
prueba observa hasta la k-ésima falla en

la prueba actual, sean disponibles.

Si Sk= sy 6n(s) es un estimador b.e. de
1/6 basado en los datos precedentes (el
calculo se hara siguiendo los procedimien-
tos mencionados en (2), entonces:

Yn = u(N,r,k) Sn(s)

es un predictor b.e. de Y. Esto nos permi-
te dar un predictor b.e. 7; . de Tr

>
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Es necesario sefialar que el valor de Tk

debe conocerse en la prueba actual.

Tomando como estimador clasico de ei al
estimador de maAxima verosimilitud:

6, = ki/ski (i=1,...,n)

utilizando el procedimiento de Lemon vy
Krutchkoff y puesto que Sk sigue una ley
F'(k,e), obtenemos el p.b.e. de Tr si-
guiente

pbe = u(N,r,k) [ k-1

i

o,
i
1

exp(—éisk)]

"o

-~

< k - -1
[i§1ei exp(-6.s )1 '+ t (3)

4. Comparacion de los predictores.

Con la finalidad de tener una idea so-
bre el comportamiento de 1los predictores
b.e. de Tr, consideremos el predictor de-
finido por la férmula (3) y otros dos pre-
dictores obtenidos por métodos diferentes.
El primero es un predictor bayesiano (de-
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notado pb), encontrado por Dunsmore (1974)
utilizando una ley gama I'(g,h) como ley a
priori para ©, pues estas leyes definen

una familia de conjugadas naturales. Para

el caso r k + 1, pb estda definido por:

pb H/(N-k) (G-1) (G>1)

donde,

H = h+Sk y G = g+k

El segundo predictor, es el calculado por
Lawless (1971) a través de métodos cléasi-
cos, y que corresponde al predictor baye-
siano con respecto a una ley no informati-
va para ©; es decir, cuando tomamos h=g=o0.
El predictor de Lawless se expresa enton-

ces como sigue
pe = S, /(N-k)(k-1) (k>1)

La metodologia elegida para comparar los
predictores puede describirse de 1la si-

guiente manera

Hemos elegido como ley a priori para o

una ley gamma I'(g,h), pues esta nos permi-
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te construir un predictor bayesiano utili-
zando el criterio de las familias conjuga-
das naturales. Varias combinaciones de los
parametros han hecho posible 1la compara-
cién de los predictores con respecto a di-
ferentes leyes a priori T(g,h).

Cuando se ha fijado una combinacidén de
pariametros (g,h), se generan n observacio-

nes © en de una ley I'(g,h). Con cada

s ey
una Jé las primeras (n-1) observaciones
construimos (n-1) muestras completas de
una ley exponencial estidndar, todas del
mismo tamaifio (tomamos k1= 6, y entonces
ki_1 =5, (i =1,...,n-1)). Estas muestras
deben ser independientes, condicionalmente
a los ei, y ordenadas para calcular los

tiempos de prueba Si

Con la udltima observacidn ©_ generamos
una muestra completa, independiente de las
precedentes, de tamafio N = 10, de una ley
exponencial estdndar de parametro & , con
la cual efectuaremos nuestras previsiones.
Luego de ordenarla, calculamos Sn y
(kn = 6).
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Finalmente calculamos el estimador de
maxima verosimilitud de ei, con la infor-
macidn de la i-ésima muestra, de acuerdo a
lo indicado en la seccién precedente.

Ahora procedemos a calcular los diver-
sos predictores de T7 (es decir, hemos to-
mado r = k + 1 = 7) en la prueba actual
(la n-ésima). Hay que recordar que s y k
corresponden, respectivamente, a s y
k = 6.

n

Los valores de n considerados wvarian
entre 2 y 21. Nos limitaremos a presentar
ciertos resultados hasta n = 11, pues lue-
go de este valor no constatamos diferen-
cias importantes. Puesto que, con observa-
ciones simples era dificil obtener conclu-
siones definitivas, para cada valor de n
repetimos la experiencia 100 veces, lo que
nos permitid aproximar los riesgos baye-
sianos de los predictores por sus riegos
empiricos, con la férmula :

100
[ ¥ (valor de la j-ésima previsiodn

j=1
- tr)z] / 100
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Para ciertos analisis complementarios,
también calculamos las varianzas empiricas
de estas aproximaciones de los riesgos ba-

yesianos.

Hemos calculado ademis, la media tedri-
ca (media de las observaciones margi-
nales):

r

m, = h(g-1)"" ¥ (N-i+1)"

1

i=1

al igual que las medias empiricas de Tr .

En las tablas 1 y 2 presentamos algunos
resultados de 1los ensayos numéricos, con
los que podemos constatar la concordancia
con los andlisis tedricos. Por ejemplo,
los riesgos del predictor bayesiano son
casi siempre mas pequefios que aquellos de
los otros predictores. Es necesario obser-
var que los riesgos del pb y los del pbe
estan bastante cerca y los del pbe son mas
pequefios que 1los del pc; esto se puede
también constatar en la fig. 1, donde he-
mos representado 1los comportamientos de

pb, pc y pbe, para una 1ley a priori
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Ir'(4,6). Notemos, que en el caso en que 1los
riesgos empiriéos tengan valores muy cer-
canos, las varianzas empiricas de 1los
riesgos de pc son, en general, mas grandes
que las otras.

§. Conclusiones.

La informacidén que presentamos contiene
resultados de tipo bayesiano; esto nos ha
permitido controlar la calidad de las si-
mulaciones. Recordemos, sin embargo, que
en la mayoria de problemas la ley a priori
de © es desconocida; seria entonées, mas
interesante comparar los comportamientos

del predictor b.e. y el predictor clasico.

El predictor pbe, tiene un comporta-
miento similar al pb y ademas se lo puede
calcular rapidamente con una calculadora
de bolsillo, lo que nos haria prferirlo en
la practica.

Aunque no hemos presentado aqui los re-
sultados concernientes a 1los intervalos
predictivos, sefialemos las principales
conclusiones a las que llegamos por medio
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de estos ensayos numéricos: Se puede ele-
gir el intervalo predictivo b.e. si se es-
pera que la observacién por predecir sea
grande. Por el contrario, si ésta es pe-
quefia, seria preferible utilizar el inter-
valo predictivo clasico.
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n =2
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. emp. riesgos:

n =23
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. emp. riesgos:

n = 4
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. emp. riesgos:

n =5
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

n =6
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

n =7
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

n =38
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

TABLA 1

pb

2,16
0,17
0,09

2,29
0,26
1,26

2,12
0,50
2,02

1,95
0,15
0,09

2,41
0,19
0,10

1,97
0,16
0,14

2,26
0,26
0,44

pbe

2,16
0,20
0,11

2,30
0,30
1,17

2,12
0,53
1,83

1,93
0,17
0,09

2,43

0,24
0,19

1,97
0,17
0,15

2,28
0,23
0,20

pc

2,25
0,27
0,25

2,40
0,40
1,27

2,22
0,56
1,67

1,99
0,21
0,14

2,54
0,35
0,54

2,04
0,22
0,20

2,36
0,30
0,23

obs.

2,13

2,19

2,19
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n =9
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

n = 10
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

n =11
medias empiricas:

riesgos empiricos:
var. empl riesgos:

2,07
0,35
0,50

2,20

0,52
3,16

2,22
0,27
0,59

Resultados con una ley
Media tedrica m, = 2,19

150

2,09
0,38
0,70

2,22
0,50
2,35

2,23
0,30
0,64

2,16
0,36
0,59

2,30
0,53
2,69

2,32
0,39
0,78

priori I'(4,6).
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CASOS PARTICULARES DE LA

DESIGUALDAD DE JOHN-NIRENBERG
PARA ESPACIOS BMO ¢

ALEJANDRO ORTIZ FERNANDEZ*

En esta nota se dan los detalles de casos
particulares de una extension de la desigual-
dad de John- Nirenberg,

I{x € Q / If(x) - t‘QI > A} o<

QI £l o ’
donde f € BMOg ,

2"«
‘I’(t):[ o) gy, o <a< 1,
« %

t

siendo @ una funcion continua, no-decre-
ciente, de valor real, con ¢(0)=0.

Tal extension nos fue comunicada por el
Profesor A. Torchinsky, [6], a quien agrade-
cemos.

*
Profesor Asociado de la PUCP.
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1. Introduccidén.

El espacio de las funciones de oscila-
cién media acotada, BMO, fue introducido
por F.John - L.Nirenberg en 1961, [3],
donde

BMO = {f € L'(Q)/lfll, =

1
sup If(x) - f_ ldx < o}
acq_ 19 Jo Q

siendo @_ un cubo fijo en R", de medida de
Lebesgue IQOI finita, cuyos lados (asi co-
mo los de los cubos Q) son paralelos a los
ejes coordenados; fQ es el promedio

1
Tor JQ f(x)dx. Con la norma Ifll, +
nen 1 , BMO es un espacio de Banach.
L™ (@)
o

Obsérvese que L® < BMO siendo la inclusién
propia ya que log |Ix| € BMO. El1 espacio
BMO estda relacionado a otras ramas del
analisis (funciones analiticas, ecuaciones
en derivadas parciales, martingalas, ana-
lisis arménico,...). La desigualdad de

John-Nirenberg es como sigue.
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Sea A > 0 un nimero real y sea el con-
junto E1= {x e @ / If(x) - fql > A} . Si

o(r) = lE’xl < A e‘blel, con A y b apro-

piadas constantes, entonces f € BMO,

* ©
[en efecto, If(x) ~- ledx = j o(r)dr <
J@ -

o

P\m’
Al e Pan 101 =

Jo

ol

Q1].

El reciproco es la parte crucial: si f €
BMO, entonces existen constantes A y b tal
que

T
w(d) < A e .1Ql [+]

La prueba original de John-Nirenberg es
un tanto técnica; ella fue mejorada por
A.P. Calderdén, segun aparece en Neri [4],
en donde se hace uso de la descomposicidn
de Calderdén-Zygmund.

Como en la prueba de la extensidén de 1la
desigualdad de John-Nirenberg se usaria 1la
idea de tal descomposicidén, veamos algunos

detalles de la misma.
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Descomposiciéon de Calderon-Zygmund.

Sea f una funcidén integrable, definida en
un cubo QO y sea X > 0 un real tal que

1
|Q—| JQ JF(x)ldx < A

o

Entonces existe una familia enumerable
{Qk}’ de cubos abiertos, disjuntos en QO,

tal que

(a) If(x)l =X a.e. si x € QO— U Q

k k

(b) A < oo J Ir(x)ldx < 2™

k Qk
(c) Z 1@, < % J | £ (x)ldx
k @
o]
Prueba.

Dividamos QO en 2" cubos abiertos congru-
entes (dividiendo por 2 sus 1lados). Con

estos subcubos se presentan dos casos.

(1) To°
i}

I j If(x)ldx > &
QI

i
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1
TZTTTjQH If(x)ldx < A

1 i

(I1)

Conservemos 1los cubos Q} que satisfacen
(I) (que es parte de la conclusién (b)),
mientras que los cubos Q;, que satisfacen
(II), son sometidos al anterior proceso,
esto es, son divididos en of nuevos subcu-
bos congruentes, dando origen a una nueva
generacién de cubos en donde nuevamente

tenemos

(1) WIZ—TJ If(x)ldx > X ;
ii Q.
11

(11) lQ—Z—TJ If(x)ldx < x .
ii Q.
ii
Retenemos los cubos Q}j , mientras los Q¥i
son sometidos a tal proceso. Y asi suce-
sivamente ... Renumerando obtenemos fami-
lias de cubos abiertos, disjuntos, de dis-
tintas generaciones Q1,02,...,Qk...ta1 que

n
M@, <J ir(x)ldx < 2" aQ 0,
@y
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que implica (b).

Por otro lado, Ile < % J\ ff(x)ldx ,
Qk
1
de donde z Ile < 3 I If(x)!dx, que es
k Qo

(c).

Finalmente, sea x € Qo- Z Qk , esto es,
X pertenece a algin cubo del tipo QL, don-

de (por construcciédn) IQ;! — 0 cuando

k — ® . Como —,1,—- If(y)ldy < » , por
Q71 "
el teorema de diferenciacidén de Lebesgue

tenemos

iIf(x)! = 1im Tﬁ%T J If(y)ldy < A a.e.
k> k QL

2. Espacios BMOw .

El espacio BMO fue extendido por S.
Spanne [5], 1965, via el espacio BMOw,
donde ¢(t) es una funcidén positiva, no -
decreciente, definida sobre {o,®). Asi,
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1
BMO,, = {f € L(Q,) /N, =

Zgg 5T%T T%T J If(x) - fQIdx < m}

o Q
donde r es la longitud del lado del cubo
Q. Con la respectiva norma, BMO¢ es un es-
pacio Banach. Formas particulares de ¢ ha-
cen coincidir (isomérficamente) BMOw con
algunos clasicos espacios de funciones.
Asi,

H

-. Si o¢(t) 1, entonces BMO¢= BMO

—-. Si @(t) t<

BMO¢= A, donde (espacio de

s, 0 < a < 1 , entonces

¢ 4

Lpischitz)

A= {feLw/nfu = sup X)WL }
o A o
a X,y lx-yl

Si -1 < « < 0, entonces se tiene BMO¢ =
Lp’x , con & = - % , siendo (espacio de

Morrey)
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Py~ _ J¢ 1 0 _
L = {f e L (QO)/nfan’x =

1/p
sup { li J !f(x)lp dx} < ® }
Q@ r Q

Algunos resultados de Spanne son:

(i) Si QL?l es casi-decreciente (esto es,
si t' < t, existe una constante A tal
tl

que Qi%l < A Qi?rl), entonces

r

F(x) = J 2(L) 4t € BMO,,
lX1|

b

X =

(xj,...,xn).
¢, (1)
(ii) Si 7 es no-creciente, entonces
BMOw < BMO si y solo si existen cons-
1 2

tantes c¢,5 tal que ¢, (r) s ¢ gy(r), o<

r < 8. La inclusidn es continua.
fo)

(iii) si J QL%— dt < ®» , para algin & > o,
O N
entonces toda f € BMO es una funciodn
continua,

y su mddulo de continuidad
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w(f,r) = sup If(x) - f(y)!| satisface
Ix-ylsr
r

w(f,r) s c J eCt) ae.urn, 0

4 ’
o

(iv) Si QL%l es casi decreciente y

8
J Qi%l- dt = +© , entonces en BMO¢
o
existen funciones ni acotadas, ni con-
tinuas.

En particular, de lo anterior se deduce

que
-. Si ¢o(t) = 1, entonces % es casi-decre
8
. dt
ciente y 7 = @ . Luego BMOw = BMO
o .
contiene a la funcidén no acotada f(x) =
loglixt.
-. Sio(t) = t% o < a < 1, entonces
r X
J ﬂ%l dt = = <o . Asi, o(f,r) s
fe)
rd
c — ifi, s ¢ riflh, . Luego, si r
»P s @
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es pequefio, w(f,r) es pequeiio y f es
una funcidén continua. Mas concretamente

BMO o Aa , 1o que constituye el teore-
t

ma de Meyers-Campanato. Mas generalmen-

te, consideremos el espacio de
Lipschitz
| f(x) - F£(y)l
A= <f/ifll, = su ®s .
0 {/ N, TUP T exyTy S
x,y€R

Se tiene ch BMOw , con inclusién con-

tinua

. 1 1
[Slfé/\a, mj|f(X)—le dx <

o(r)
Q
1 1 1
< o(r) TaT J Tl J VF(x)-f(y)ldy dx <
@ Q
I f(x)-F(y)l ]

En 1971, Ch. Fefferman [1l] establece que
el espacio BMO se identifica con el espa-
cio dual del espacio de Hardy H1, donde H1
= {f € L1 / ij € Lj, J = 1,...,n} siendo

ij la transformada de Riesz de f, defini-
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- X . N -
da por [ij] (x) = T?% f(x), con [ 1la
transformada de Fourier de f. Fefferman
prueba que tal identificacidén es equiva-

lente a la caracterizacidén: f € BMO si y

n

sélosi f=f_ + YR, ,conf,el” j=
o iz J

0,17,...n. En esta direccién Janson [2],

1976, obtiene una caracterizacidén semejan-
te para BMOw imponiendo a ¢ 1la (extra)

condicidén de crecimiento

®
e(t) dt e(r)
J t tSC r (*)
r
®
Se observa que se tiene Jﬂi%l Q% 2 w(;) y
r

qQue la condicidén (*) implica que la fun-

cién (positiva, no-decreciente y continua)
®

e(r) =r J Qi%l g% define (por la anterior

r
caracterizacion (ii)) al mismo espacio

BMOw . Esto nos permite asumir que, bajo
la condicidén (*), [ € BMOw es una funcidn
continua. Bajo estas consideraciones,

Janson prueba que
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n
f € BMO i Yy 51 si £ = f +§Rf
f. e
con /\ ’

Espacios »? .

Sea ¢ una funcion positiva, no-decreciente
mos (por conveniencia en las aplicaciones)
la condicidn ®(2t) < ¢ ¥(t).

Sea 1 s p £ oy r la longitud del lado del
cubo @,

pPs® _ 1 n _
L = {f € LlOC(R y / Hfﬂ*,¢ =

N

(sup Q(i) f IF(x) - f‘ledx)j/p < w}
? Q

Identificando 1las funciornies que difieren
en una constante, se obtiene 1la respectiva
norma, con la cual Lp’d> es un espacio de
Banach. Observemos que si @(t) = rnw(t),
donde ¢ es una funcidén positiva, no-decre

ciente sobre (o0,®), entonces Lj’<I> = BMOw
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3. Desigualdad de John-Nirenberg para BMO(p
(Torchinsky {6]).

En esta ocasidén consideramos ¢(t), una

funcién continua, no-decreciente, de valor
real tal que ¢(0) = o . Entonces, f € BMOw
. 1

si f el (QO) y

1 1
||f||*,(p = Zgg W ToT J|f(X)-fQ|dX < ®
o @

El objetivo es extender a BMOw la desigual
dad de John-Nirenberg [+] de la seccién 1.
Bien, sea la funcidn

Y(t) = J QL%— dy . Se tiene la
t

Proposicion 1. Sea feBMO . Si 1im V¥Y(t)<o,
@ +
ts0
entonces

21191

_ e(y)
sup ess.lf(x) les c[ J v dy HFH*’w

X€
@ 0
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Prueba.
Fijemos x € @ < QO . Asumamos gque X sea un

punto de Lebesgue de f, esto es, tal que

1im — | 1F(y)-F(x)dy = o
o Ta1
—X Q

1
loc
un punto de Lebesgue de f, es suficiente

Como € L y casi todo punto de R" es
asumir tal condicién para x . Llamando 01
= @, 02 es uno de los 2" subcubos congru-
entes en que es dividido 01 . Este proceso
es continuado sucesivamente, y de esta ma-
nera se obtiene una sucesidén de subcubos
(diadicos) {Qj}, gue converge a X. Ademis,
por el teorema de diferenciacién de

Lebesgue,

lim fQ = f(x) a.e.
oo 9
Pero,
I -r Is—IJ IF(x)-f ldx
o, ,~fe; = Ta , Q4
J

< (desde que le_1

= 2Meg.
| 1Q;1)
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n
s 2%(1Q,_ s,

’

Entonces,

IfF(x)-Ff 0 S If =F | + If ~F | + ... +
Q Q,7"a, Q7 e,

+ 1im |f(x)- f I =

Jow J
©
- z ir, - ls 2 ( Z 010, )HFH
, J+1
Jj=1
(considerando que QI = 2(j'1)lejl) =

- (3 o[t

Ahora probemos la desigualdad

Q1
2(k-1)n

w['Q’) < —1 [ ) gy, k= 1. 0%
19l

2kn n logZ2

2

En efecto,
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1Q1 Q|
2(k—1)n 2(k-1)n

[zt o] 5 2
1Q1 2 1Q]1 2 2

2kn 2kn

Qi

= n log 2 w(———] ,
2kn

que implica [*].

Luego,

lQl
Z(k-i)n

y
1 n log 2 101

2kn

I (x)-rg) s of

W >~>8

J

. Ifl, < (desde que la suma es por blo-
ques)

2™M1Q1

< 2”(—-—1— J ey dy) 1
n log 2 o ‘

1 n
—_— < 2 i-
donde observamos que 2(]—2)n es equi
valente a 22n s 2n(J+1).

2
n log 2

Asi se tiene 1la
n

tesis con ¢ = ]
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Caso. 1lim ¥(t) = +o .
t-)o+

Si esto es el caso, se sabe que

2n

¥(ixl) = J Qi§l dy € BMO,

Px|
(ver seccién 2). Sea ahora la funcién

2na

¥ (t) = J W) gy L, 0 <o < 1
¢4 y
t

Entonces se tiene el

Teorema. Si 11'm+‘l'(t) = +o , entonces exis-
t-o0
te una constante ¢ tal que para [ € BMOw y

todo @ € @_ se tiene

(o]
©(d) = I{x€Q/If(x)-L5I>r}Is C“’TZ)I(H{Hx w).
*
Prueba.

La idea de wusar 1la descomposicidén de
Calderd6n-Zygmund. Asumamos fQ =0 ¥y

NEW, 0 = 1. (pues hacemos el cambio f por
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f-rf
TF] Q , de ser necesario). Asi la tesis
*,9

es I{x € @ / If(x)] >}l 5 ¢, wl‘él(ch).

Al usar tal descomposicidén obtenemos suce-
civas generaciones de sub cubos de @ en la
forma siguiente. La primera generacién de

cubos es obtenida al nivel

TéT J LF(x)ldx s o(1Q1) < 2" g(1Q1),
Q@

obteniéndose cubos abiertos disjuntos Q;z)
tales que

(a) If(x) < 2" 9(1Ql) a.e. sobre Q—lJlQﬁ.“;

(b) 2%0(1@1) s Tj)J IF(x)ldx < 470(1Q1)
10§ |Q§1)

(1) 1

(c) QY" 7'l £ ———— J If(x)ldx s
Z J 2”<p(lol)z (1)

J J Qj
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< — Q] j If(x)ldx
2011 I1QI Q ,
1

Ahora, en la segunda etapa, aplicamos la
descomposicién de Calderdén-Zygmund a cada
funcidn (f(x)-f (1)) X (1)(x), y obtenemos

J J
una segunda generacién de subcubos. Asi,

fijemos Q§1)‘y pongamos 0(1)5 051). Enton-
ces, desde que

1 (1),
N |F(x)-F | < o(1@(1))
(1)) L,u) (1)

< 2%y,

obtenemos los subcubos Q§2) de 0(1),
abiertos y disjuntos, tales que

(a)' If(x)-f | < 2”¢(IQ(1)|) a.e. sobre

oD

(1)_ (2)
Q ng
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b)’ 2"y < 22) J | F(x)-F
10 1 o(2)

6?(1)Idx
J
J

< 4%

, (2) 1
(c)' YR\ Is ———rm J |f(x)-f . ldx
; J 2”¢>(|Q(“|)Z oth)

(2)
9
‘T—IT)'“ J |£(x)=f . ldx
20101 o(1) (1)
(1)
c et
2!1

Desde que IQ(”I < I_in_ , de (a)' y (b) ob-

tenemos

1
If(x)l < |f(x)-f I+ ———I I f(x)ldx
QY oty

ol D)
< 4”([)('—62)-}1-) + 490101
esto es,
If(x)l < 4"(40('2—,',) + w(lQl)) . [+1°
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Ahora, de (b)' y (c¢), sumando sobre todos

)

los cubos de 1la primera generacidn Q(j ,

obtenemos
2y, 1 (1) 1 1%
zm‘. )< —ZIQ. < (—) Q1. [++1°
J n J n
; 2" = 2
J J
Y asi podemos continuar... Asumiendo que

tenemos seleccionado una (k-1)-geracidn de

Q(k—j)

cubos , por el método usado antes,

se selecciona una (k)-generacidn de
Calderdén-Zygmund cubos, tal que para cada

cubo Q(k_i) se tiene (inductivamente)
k-1
n (@1
[+] If(x) < 4 z w(gﬁj) a.e. sobre
J=o
(K=1) _110(K)
@ JQj

k
[++4] Z IQ}k)l < C—ﬁ) 1Q1
J

Ahora hagamos el siguiente argumento.
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Caso » > 2" p(1Ql) . Sea k el mas grande

entero tal que

z (IQ|] A . Entonces se tiene

k-1
c n Q!
(x €@ JIf(x)] >A} s {xe@ /4 Z wtgiﬂ

j=o

< If(x)l} c goﬁk’ , por [+]
Luego,

I{x € @ / IF(x)] > A} < ZIQJ(X)I

1 k
< P—J Q1. [**]

Ahora, por construccidén de k,

k
n QI 4"
2 o(%) < wor 01 5 5 Tog2

j=o
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2(J-1)n 2" Q
e(y) 4 p(y)
J dy n log 2 J y dy
1@ Q|
21 okn
1@l
c v [ )
1@l 2kn
Luego, usando {**],
l{x € @ /1f(x)1 > apis 290 < w7l (o 9y
okn rt-27»

que es la tesis para este caso.

Caso 2 < 2"p(1Q1). Por hipétesis, si > ot

entonces WTél(X) > ® , luego existe una
constante ¢, tal que QI < cI\PTél(X), A<
2"9(1Q1). Por lo tanto, I{x € @ / If(x)! >

-1
A o< 1@l < CIWIQI(X) .
4. Casos particulares.
PROPOSICION 2. Sea ¢(t)= n(]og(%q) y &' (t)

= n(t), donde ® es una funcién continua
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(derivable), no-decreciente, con (o) = o.
2™1Q1

. - 1), dy
t

entonces tenemos

-1
-1 (-1/2)% “(t)
¥io1(t) = Che Q1.

Prueba. Tenemos
1
1
21 Q| 7
d
1 1
g 21
1
t
= J n(log y)d(log y)= ®(log(%)) -
1
2™ Qi
-d(log( n1 });
271Q1

esto es,

W|Q|(t) + ¢(10g(

= ®(log(l)).
2”10:” (1og(1))
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_ o * , _ w1 *
Llamemos WIQl(t) =t ; asi, t = W|Q|(t ).

Luego t*+ Q(Iog( nj )): Q(IOg(—_T_LTFJ)v
21| WTQI(t )

o aun, reescribiendo, @(log(—:il——— ) =
WIQI(t)

=t + ¢(10g( n1 )), de donde
271 Q|

ool = e+ ofon{)):

1

2"1Q1

(t+®(log(
, -1,
o aun WIQ‘(t)_ e

)))

Pero,

-1 . .
desde que ¢ es creciente, en general, si

-1 -1
a,b > o se tiene ¢—1(a+b) > ¢ (Q)EQ (b).
Luego,
¢_1(t)+10g(2"10|) 1 -1
¢IQ|(t)Se = e .
1 1
—= log
2 2191
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Considerando que

1 1
— log( = )
2 1@\

1 _ 2N/2)q)1/2

QI

Ql ,
tenemos la tesis.

Corolario 1. Sea n(y) =1 y o(t) =1
Como ¢ es tal que @' (t)= 1, ®(t)=t , esto
es, ¢'1(t) = t . Luego,

~(172y07 (1)

-1 - t
W'Ql(t)s c,e l@t= c,e (1/2) 1Q1,

1

y por teorema tenemos

1{x € @ / 1£(x)=Lyl> A}l < C1WTé|(WTW§“;JS
—(1/2)aren?
*,9

<c, e el ,

1

que es la desigualdad de John-Nirenberg
para BMO

178



Corolario2. Asumamos n(y) = y

- 1
<1 3 e(t) = (log(1/t)) " = -
(-log t)
e t1-e
Entonces @' (t) =t s () = —— >
1-¢ 1-¢
-1{t .t _
@(1_€)=t.51 T = S »
t = (s(1-g))1/1-¢
Entonces,
¢-1(s) = (s(1—e))1/1_6 = ¢ s1/1-¢
Luego,
1 ~(1/2)¢1/1¢
Tin(t) sc, e : Jdel

y por tanto se tiene la respectiva desi-
gualdad de John-Nirenberg,

_(1/2)(xnfu;1(p)1/1'E

w(r) S c e tQl
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Corolario3. (Stegenga). Sea n(y) = = y

o(t)

-t

= _1T = - (log )" . Asi @(t) =
Iog(?)

o &d(t) = log(c %) . Entonces

¢_1(t) = ¢ et y se tiene la correspon-

diente desigualdad de John - Nirenberg
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