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MATRIZ DE PROYECCION y DISEÑOS 
OPTIMOS PARA REGRESION 

Edith SEIER * 

La Matriz de Proyección H, de amplio uso 
en la delegación de observaciones potencial
mente influyentes cuando se tiene un conjunto 
de datos destinados a estimar un modelo de 
Regresión, se utiliza en este trabajo para ana
lizar los Criterios de Optimalidad del Diseño 
Experimental para el caso particular de los 
modelos de Regresión. Esto permite definir de 
una manera muy sencilla un tipo de diseños 
que son G-óptimos y a partir de allí obtener 
una serie de consecuencias útiles en la prác
tica. 
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1. Introducción. 

Desde hace varios años y debido a que 

el Trabajo computacional que supone la es

timación y docimacia de parámetros de un 

modelo de Regresión Múltiple se ha simpli

ficado enormemente gracias a la populari

zación de las computadoras y los respecti

vos programas, los estadísticos han cen

trado su interés en la observación y aná

lisis más cuidadoso de los datos, el mode

lo estimado y sus implicancias. Uno de los 

aspectos que ha recibido considerable in

terés es el llamado Análisis de Influencia 

o Sensibilidad, el cual analiza las conse

cuencias en el modelo de diferentes tipos 

de perturbaciones que pueden afectar a sus 

elementos. Entre las perturbaciones más 

estudiadas están la omisión de una o va

rias observaciones perturbaciones en algún 

regresor o perturbaciones de la distribu

ción asumida para el error. La importancia 

del análisis de influencia cobra importan

cia ante el surgimiento de métodos de es

timación alternativos a los tradicionales 

y que se conocen con el nombre de Regre-
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si6n Resistente y Regresión Robusta debido 

a que el análisis de influencia nos permi

te detectar las situaciones en que es ne

cesario aplicar estos métodos al ternati

vos, por 10 general bastante laboriosos. 

Para desarrollar herramientas a fin de 

realizar el análisis de influencia hay que 

delimitar el ámbito de trabajo en lo que 

se refiere a tres aspectos: el modelo, el 

método de estimación y el tipo de pertur

bación. Al respecto, el tema más desarro

llado en la literatura y de más fácil tra

tamiento es el análisis de influencia para 

el estimador mínimo cuadrático (que 

también es estimador máximo verosímil y 

mejor estimador lineal insesgado) 

para el modelo lineal de regresión múlti

ple 
z 

y = X ~ + ~ con ~ - N (O,a 1) 

cuando la perturbación es la omisión de 

una de las observaciones (y.,x 1 .,XZ ·'· •• , 
1 1 1 

,X .). En ese análisis la matriz 
r 1 
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H 1-1 = X[X X] ocupa un lugar preponderante. 

Por otro lado, en los últimos 30 años 

se ha desarrollado una teoría de Diseño 

Experimental para modelos lineales en ge

neral (de regresión y ahálisis de varian

za) donde el diseño se concibe con una 

distribución de probabilidad definida so

bre la región experimental y en la que se 

definen diversos criterios de optimalidad. 

Los aportes de J.C.Kiefer a esta teoría 

han sido considerables (1). Sin embargo no 

siempre los dise~os logrados con la teoría 

aproximada son factibles de ser llevados a 

la práctica. La versión discreta (distri
bución que asigna una probabilidad 1 In a 

cada uno de n puntos no necesariamente di

ferentes) de estos diseños es lo que se 

conoce como diseños exactos, los cuales sí 

son siempre posibles de realizar. 

( 1 ) 
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En este trabajo, que tuvo como motiva

ción original la obtención de un diseño 

óptimo para un caso práctico dentro del 

ámbito de la ingeniería electrónica (Seier 

& Romberger [1990]) utilizamos la matriz H 

y sus propiedades para lograr una mejor 

comprensión de lo que proponen los crite

rios de optimalidad en el caso específico 

de los modelos de regresión y los diseños 

exactos. En la sección 2 se hace un breve 

resúmen del papel de la matriz H y sus 

propiedades y en la sección 3 se hace lo 

propio con los criterios de optimalidad. 

En la sección 4 se utiliza la noción de 

influencia potencial, no en el sentido que 

es usual para datos ya obtenidos, sino 

para diseñar experimentos de modo que no 

hayan datos potencialmente influyentes. El 

resultado de esto es muy alentador ya que 

se logra demostrar que los diseños así de

finidos cumplen la propiedad de ser 

G-óptimos. En la sección 4 se exploran al

gunas de las consecuencias del resul tado 

principal de la sección 3 útiles en el 

trabajo práctico de diseñar experimentos 
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para obtener datos a fin de estimar poste

riormente modelos de regre~ión. 

2. La Matriz de Proyección 

Es un resultado muy conocido en Regre

sión que para el modelo lineal de regre

sión múltiple 

Y=X(3+f: 
2 con f: - N ( O ,o 1) 

mediante el método mínimo cuadrático (que 

no requiere la hipótesis específica de la 

normalidad de los errores), mediante el 

método máximo verosímil, o tratando de 

buscar el mejor estimador lineal insesgado 

se llega al estimador 

y que 

E«(3) = (3 

Var«(3) = 0
2 [X,x]-1 

De esto se desprende que 
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lo cual se puede escribir como 

y = H Y 

donde H = X[X I X]-l X' , por lo que 

Var(Y) = H Var(Y) H' 

= 0'2 H 

(1) 

debido a que Var(Y) = a2
[ y a que la ma

triz H es simétrica e idempotente. 

A la matriz H se le conoce con el nom

bre de matriz "sombrero" o "matriz de pro

yección". A pesar que varias de las pro

piedades de X[X ' X]-lX' aparecen ya en tex

tos de fechas anteriores, la introducción 

de H (llamada P por otros autores) con un 

nombre propio y captando una mayor a ten

ción se encuentra en Hoaglin & Welsch 

[19781. Esta matriz tiene entre otras las 

siguientes propiedades fácilmente demos

trables: 

i) es simétrica 

ii) es idempotente 

iii) es de dimensión nxn, su rango y su 
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traza son ambos iguales a p. 

iv) el valor promedio de los h .. es p/n 
1 1 

v) es invariante bajo transformaciones 

lineales siempre y cuando el modelo 

contenga el término constante ~ 
o 

Debido a la expresión (1) cada valor 

estimado Y. puede pensarse como una combi-
1 

nación lineal de los valores observados 

Y
1 
'Y

2
' •• • ,Y donde los pesos h.. con que 

n 1J 

intervienen cada uno de los y., j = 1, .. ,n 
J 

están exclusivamente determinados por los 

valores de las x. por tanto esa estructura 
J 

de pesos será la misma para cualquier otro 

modelo en que otra variable respuesta pre

tenda ser explicada por las mismas varia

bles x, x , ... ,x mediante un modelo de 
1 2 r 

similar estructura. 

Merecen especial interés los elementos 

de la diagonal, es decir los pesos h .. con 
1 1 

que intervienen cada Y. en la construcción 
1 

y .. Este peso es también el factor por el 
1 

2 que queda multiplicado a para formar 

Var(y.). 
1 
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Cuando hay una sola variable x y el mo

delo es una recta, al graficar los pesos 

h vs. x se insinua el gráfico de una 
i i 

parábola. Si ya no pensamos en los n valo

res aislados de x sino en que puede tomar 

cualquier valor en un intervalo dado, h 

sería una función cuadrática de x cuyo 

gráfico es una parábola con vértice (x, i) 
y por tanto dos valores de x a los que co

rresponde el mismo valor de h estar ían 

unidos por un segmento de recta paralelo 

al eje x. Si hay dos regresores X
1

,X
2 

el 

gráfico de h como función de x,x es un 
1 2 

paraboloide elíptico y los cortes efectua-

dos con planos paralelos al plano x l' X 2 

darán origen a elipses que unen los puntos 

correspondientes a observaciones con valo

res similares de h, elipses cuyo eje prin

cipal coincide con la recta de regresión 

que explica x
2 

en función de x
1

' 

Los valores h .. se utilizan como indi-
1 1 

cadores de la influencia potencial de los 

datos, es decir pesos h relativamente 
i i 

altos indican que existe la posibilidad de 
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que la presencia de la i-ésima observación 

haga que el modelo sea considerablemente 

diferente de lo que sería si tal observa

ción no existiera, debido a la posición de 

los valores de las variables x ,x , ... ,x . 
1 2 r 

Que tal cosa suceda, es decir que el dato 

realmente ejerza una influencia decisiva, 

depende por supuesto no sólo de la influ

encia potencial sino también de cuan con-o 
cordante sea la relación entre y y 

x l' X 2' ••• ,x r para esa observación con la 

relación entre esas variables para las 

otras observaciones. La influencia propia

mente dicha se cuantifica mediante la es

tadística llamada "distancia de Cook" de

finida como 

((3 - (3.)I[X 1 X] ((3 - (3 . ) 
D 

-1 - 1 = 2 
P s 

donde (3 
- i 

denota el parámetro estimado 

omitiendo la i-ésima observación. La defi

nición de D aparentemente involucra el 

trabajo de volver a realizar la estimación 

omitiendo cada uno de los n datos, uno a 
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la vez, pero es posible evitar este traba

jo al llegar a la expresión 

D [
e i ] h ii 

= 1-h --2 
i i P S 

que se obtiene utilizando el resultado del 

Teorema de Sherman-l1orr i son-Woodbury para 
A A 

escribir ~-1 en función de ~ (ver por 

ejemplo Myers [1986]). 

Esta forma de escribir la distancia de 

Cook, además de utilizarse comúnmente para 

su cálculo a partir de la estimación del 

modelo con todos los datos, permite apre

ciar la composición de D. Y faci li tar la 
1 

interpretación de los valores que resul-

ten. 

Así podemos identificar en D 

partes o aportes: 

- influencia potencial, mediante h 

tres 

i i 

- estandarización con fines de compara

ción mediante pS2 

- discrepancia con respecto a los demás, 

a través de e./(1-h .. ) (llamado residuo 
1 1 1 

de predicción, e.). 
- 1 
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La influencia no depende pues sólo de 

los valores de x , x , ••• , x sino también 
1 2 r 

de la relación entre y y x ,x
2

, ••• ,x , por 
1 r 

tanto en un diseño experimental donde im-

ponemos los valores de x , x
2

, ••• ,x pero 
1 r 

observamos el resultante valor de y, pode-

mos controlar la influencia potencial más 

no así la influencia efectiva. 

3. Los Criterios de Optimalidad en el Diseño 

Experimental 

Al diseñar y luego realizar un experimento 

o una serie de experimentos con idea de 

obtener datos para luego estimar un cierto 

modelo, se denomina región experimental al 

conjunto de valores posibles de las varia

bles x l' ••• ,x r y las combinaciones de 

ellos. La matriz X recibe el nombre de 
matriz de diseño y se denomina matriz de 

1 nformac ión a la matriz X' X de dimensión 

pxp. Un diseño exacto es una distribución 

de probabilidad que asigna una probabili

dad 1/n a cada uno de n puntos, no necesa

riamente diferentes de la región experi
mental. La teoría del diseño exacto se 
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puede considerar la versión discreta de la 

teoría general o aproximada en la cual se 

trabaja con una medida ~ definida sobre la 

región experimental x y donde la atención 

está centrada en la matriz de información 

M(~). Para la teoría aproximada existe 

abundante literatura, rigurosa desde el 

punto de vista matemático, pero en la 

páctica un diseño exacto no siempre es 
realizable debido a que la proporción de 

observaciones a tomarse en determinado 

punto de la región experimental puede ser 

un número irracional. 

Otro término que utilizaremos es el de 
cápsula de las variables independientes y 

que se refiere al conjunto convexo más pe

queño que contiene a todos los puntos de 

diseño (una definición alternativa sería 

la intersección de los conjuntos convexos 

que contienen a todos los puntos del dise

ño) y que abreviaremos con CVI. Aquí tra

bajaremos con matrices de diseño o lo que 

es equivalente, con los puntos ya selec

cionados de la región experimental donde 

se van a llevar a cabo los experimentos. 
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Las definiciones de los cri terios de 

optimalidad los daremos ya particulariza

dos para el caso de los diseños exactos. 

Una parte considerable de la teoria del 

Diseño Experimental está dedicada a los 

criterios de optimalidad. Un resumen sobre 

ellos asi como abundantes referencias bi

bliográficas para el caso de la teoria 

aproximada se encuentra en Atkinson(1988). 

Los criterios de optimalidad se pueden 

dividir en dos clases, aquellos que se 

preocupan por la varianza de los estimado

res de los parámetros (D, A Y E optimali

dad) y aquellos que fijan su interés en la 

varianza de los estimadores de la variable 

respuesta (V y G optimalidad). 

D-Optimalidad.- Un diseño se denomina 

D-óptimo si maximiza el valor de IX'XI. Se 

dice que el objetivo de la D-optimalidad 

es minimizar la varianza global (varianzas 

y covarianzas) de ~ y minimizar por tanto 

el volumen del elipsoide descrito al rea

lizar estimaciones por intervalos de los 
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parámetros. ES un hecho conocido que dada 

una región experimental rectangular, ese 

determinante se maximiza cuando los expe

rimentos se localizan en los vértices de 

la región experimental. La D-optimalidad 

se preocupa pues por la cobertura de la 

región experimental por parte de CVI. 

Existen algoritmos para la generación de 

diseños D-óptimos en la práctica. 

Algo importante acerca del criterio de 

D-Optimalidad es que es invariante bajo 

transformaciones lineales en la región ex

perimental siempre y cuando el modelo in

cluya el término constante ~ . Esto signi-
o 

fica que si encontramos un diseño D-óptimo 

para una región experimental y un cierto 

modelo, la disposición relativa de los 

puntos dentro de la región experimental 

será la misma cuando la región sufre un 

alargamiento, contracción o desplazamiento 

por efecto de haberse aplicado transforma

ciones lineales a las variables. 

A -Optimalidad.- Este cri terio busca mini-
mizar la varianza promedio de los estima-
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dores de los parámetros. No toma en cuenta 

las covarianzas de los estimadores. Utili

zando la notación e = (X'X)-1, la varianza 

promedio de los ~ será: 
j 

1 
P 

p 

L Var C{3j) 

j = 1 

= 
2 a -p 

P 2 

L a t r (X' X)-1 e = j j P 
j=l 

Asumiendo la varianza a fija, el criterio 

de A-optimalidad busca minimizar la traza 

de (X'X)-1. En John (1972) se demuestra 

que para minimizar esa traza los experi

mentos deben realizarse en puntos equidis

tantes del centro. 

E-Optimalidad.- Es te cri terio busca mini-

mizar la varianza de combinaciones linea

les de los estimadores de los parámetros. 

No discutiremos por considerarlo más apro

piado para los modelos de análisis de va

rianza. 

V-Optimalidad.- De acuerdo a ese criterio 

se debe minimizar el promedio de las va

rianzas de las estimaciones de la variable 

respuesta 
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n 

(1/n) L Var(yo) 
1 

i = 1 

Veamos qué forma toma este promedio para 

el caso de los modelos de regresión : 

n 

(1/n) ¿ 
i = 1 

n 

Va r (Yo) = (a
2 

/ n) L h o o 

1 1 1 
i = 1 

p a2 

= --n 

De esa expresión deducimos que en el caso 

de los modelos de regresión el criterio de 

V-optimalidad no nos indica en cuales pun

tos de la región experimental conviene 

realizar los experimentos pero nos sugiere 

que el número de experimentos debe ser 

grande en relación al número de paráme

tros. Este es un primer resultado logrado 

en forma muy sencilla gracias a las pro

piedades de la matriz H. 

G-Optimalidad.- Un diseño se dice G-óptimo 

si minimiza el valor de 

máx Var (Yo) 
1 

para i = 1, ... n. El criterio de G-optimali 

dad busca minimizar la máxima varianza del 
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estimador de la var-iable respuesta. Entre 

todos los diseños para un determinado mo

delo, será G-óptimo aquel diseño para el 

que 

máx Var (y¡) = mín 
x 

máx Var (Y.) 
1 

La construcción de diseños G-óptimos no es 

un problema comunmente atacado en la lite

ratura. Cuando se trabaja en la teoría 

aproximada existe el célebre Teorema de la 

Equivalencia General de Kiefer & Wolfowitz 

( 1960), razón por la cual con frecuencia 

cuando se trabaja en la teoría aproximada 

se construyen diseños D-óptimos y por el 

Teorema de la Equivalencia General se es

pera que dichos diseños sean también 

G-óptimos. Desafortunadamente para los di

seños exactos dicha equivalencia entre 

G-óptimalidad y D-Optimalidad, no se cum

ple en general. 

4. Diseños justos y G-optimalidad 

Al diseñar un experimento el Estadís

tico decide las condiciones en que se rea-
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1izará éste, de común acuerdo con el espe

cialista en el campo de la experimenta

ción. En otras palabras, los valores de 

x ,x , .. . ,x no son observados sino im-
1 2 r 

puestos y por tanto la influencia poten-

cial de las futuras observaciones puede 

ser decidida en forma arbitraria por el 

Estadístico. Imaginemos que, como medida 

preventiva para evitar en lo posible la 

existencia de datos influyentes, exigimos 

que todas las observaciones tengan la mis

ma influencia potencial, es decir que h .. 
I I 

n 

el mismo valor para todo i. Como L h .. = P 
I I 

i = 1 

entonces h = p/n para todo i = 1, . . ,n. 
i i 

A esta condición impuesta sobre la matriz 

H le hemos llamado "condición _hIt y al di

seño resultante podemos llamarlo un "dise

ño justo". Si tal cosa sucede, como los 
h .. son positivos (por tratarse de una ma-

I I 

triz idempotente los elementos de la dia-

gonal de H pueden ser pensados como sumas 

de cuadrados) 

valor fijo, 

n 

y la suma L h.. tiene 
1 I 

i = 1 

si pretendemos hacer uno 

un 

de 
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los h.. más pequeño, otro tendrá que vo1-
1 1 

verse más grande. En otras palabras, no 

podremos conseguir otra matriz H corres

pondiente a otro diseño donde el máximo 

elemento de la diagonal sea menor que para 

nuestro diseño "justo". Pero precisamente 

ésa es la definición de los diseños que 

satisfacen la G-Optima1idad. A conti

nuación formalizamos este hecho 

Definición.- Una matriz de diseño se dice 

que satisface la condición h si h 
i i 

es 

constante para todos los valores de i. 

Definición.- Para un modelo de regresión 

lineal con p parámetros y n observaciones, 

asumiendo que 0
2 es constante, se dice que 

una matriz de diseño X es G-óptima en 
o 

sentido local si 

máx h = mí n máx h 
o i i i i 

X 

(Usamos la expresión "en sentido local" 

simplemente para enfatizar que la optima

lidad se refiere al tipo de modelo elegido 

y para el número n de observaciones; se 
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tra ta de un mayor rigor en la escritura 

antes que una pérdida de generalidad. 

Lema.- Si una matriz de diseño satisface 

la condición h entonces es G-óptima en 

sentido local. 

Demostración.

ción h 

Como X satisface la condi-
o 

h .. = p/n 
011 

Si suponemos X no es G-óptima esto signi-
o 

fica que hay otra matriz de diseño x* tal 

que para algún j 

Luego 

p = 

* h 

* tr(H 

= máx 
j j 

n 

) = L h 
i = 1 

* h 

* 
i i 

< p/n 
i i 

:s; n máx 

* :s; n h 

h 

j j 

* 
i i 

< p 

lo cual no es posible. Luego si X satis-
o 

face la condición h entonces es una matriz 

de diseño G-óptima en sentido local. 
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S. Consecuencias. 

i) Formas de lograr diseños G-óptimos en la práctica 

Los valores de h .. están relacionados con 
1 1 

la distancia de un determinado punto (Xli' 

X
2 
.••• ,X.) del diseño con respecto al 
1 r 1 

centro de gravedad definido por todos los 

puntos del diseño (i = 1, ... ,n) y que no 

es necesariamente el centro de la región 

experimental. Luego imponer la condición-h 

equivale a elegir puntos equidistantes del 

centro de gravedad. 

En el caso del modelo 

para construir un diseño que satisfaga la 

condición h podemos trazar un polígono re

gular de n lados en el plano xl Xz y tomar 

las observaciones en los vértices de dicho 

polígono. El número de lados del polígono 

depende del número de experimentos que de

seamos realizar. 

so 



Por supuesto no hay una sóla manera de 

imponer la condición h para este modelo y 

los diferentes valores de n. Cualquier 

rotación de esos polígonos regulares dará 

también origen a un diseño G-óptimo. 

Igualmente por ser la matriz H invariante 

bajo transformaciones lineales, utilizando 

dichas transformaciones sobre un diseño 

base que cumpla la condición-h se puede 

lograr diseños G-óptimos. 

Por otro lado, cuando el valor de n es 

factorizable en dos enteros a y k, se 

puede trazar un polígono de a lados y rea

lizar k experimentos en cada uno de los 

vértices. 

Así para n = 12 tenemos las siguientes 

alternativas: 

- 1 experimento en cada vértice de un do

decágono regular 

- 3 experimentos en cada vértice de un 

cuadrado o rectángulo 

- 4 experimentos en cada vértice de un 

triángulo isósceles 
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El modelo puede estar escrito en térmi

nos de funciones de las x" como por ejem-
1 

plo 

En este caso el polígono tiene que ser di

bujado en el plano 1 Ix 1,1 IX
2 

y no en el 

plano X
l
'X

2
• En una forma más general po

demos decir que si el modelo es de la 

forma 

el polígono elegido para producir un di

seño G-óptimo tiene que ser trazado en el 

plano f
l
(x

l
),f

2
(x

2
). Sin embargo hay por 

lo meno~ dos casos en que puede dibujarse 

el polígono en el plano x
1

,X
2 

y la condi

ción h también se cumplirá para el modelo 

escri to en funciones de estas variables. 

Estos dos casos - f
l 

Y f
2 

no represen

tan transformaciones lineales de las va

riables xl yx2 , debido a que la matriz H 
es invariante bajo transformaciones no li

neales siempre y cuando el modelo incluya 

el término independiente. 
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- f 1 Y f 2 no representan necesariamente 

transformaciones lineales pero el polígono 

elegido es un rectángulo. Esto se debe a 

que como los puntos elegidos de la región 

experimental 

forma (a, b) 

(f(a) ,r(b» 

pueden ser 

(a ,e) (d,b) 

(f(a),f(e» 

escritos de la 

(d,e) los puntos 
(f(d),f(b» (r(d), 

f(e» también describen un rectángulo. 

Si hay tres regresores independientes 

entre sí, diseños formados por los vérti
ces de poliédros regulares satisfacen la 

condición-h. 

ii) Diferencia lntrinsica entre G- y D
Optimalidad 

El hecho que el imponer la condición h 

produce diseños G-óptimos hace ver que la 

G-optimalidad, a diferencia de la D-optimª 

lidad, no se preocupa por la cobertura que 

se logra de la región experimental. Dada 

una región experimental rectangular y n=5 

cualquiera de los siguientes pentágonos 

produciría diseños G-óptimos al ubicar los 

experimentos en los vértices. 
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Obviamente mientras sea menor el área del 

pentágono menor será el determinante de la 

matriz de información y peor el diseño 

desde el punto de vista de la D-optimali

dad. 

Eso sí la G-optimalidad persigue un ba

lance en la ubicación de los experimentos. 

üi) Diseños que son simultáneamente D- y G- óptimos 

En 1960 Ki efer & Wol fow i t z demostraron, 

para la teoría aproximada, la equivalencia 

entre los criterios de D y G optimalidad; 

sin embargo posteriormente en 1985 Kiefer 

demostró mediante un contraejemplo que es

ta equivalencia no necesariamente se cum

ple para los diseños exactos de n puntos. 

Nosotros podemos apreciar esto claramente 

a partir de ii}. 
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Si la región experimental es rectangu

lar y deseamos hacer un diseño que sea 

G-óptimo y D-óptimo a la vez, es evidente 

que para lograr cobertura total de la re

gión experimental por parte de la CVI y 

balance en la posición de los experimentos 

necesitamos que n sea un múltiplo de 4. En 

ese caso se realizan un número igual de 

experimentos en cada vértice de la región 

experimental. 

Resulta evidente también de ii) que 
para lograr diseños que sean D y G óptimos 

para el caso de dos regresores, si la re

gión experimental no es rectangular debe 

tener una forma tal que sus vértices sean 

equidistantes del centro y que el número 

de observaciones debe ser múltiplo del nú

mero de vértices. Sólo así pueden satisfa

cerse cobertura y balance simultáneamente. 

iv) Sobre el número de experimentos 

Es evidente que para el modelo 

y = ~o + ~1X1 + ~2x2 + ~3X3 + 

+ ~ x + E: 
r r 
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el mínimo número de experimentos es 

p = r + 1 si los parámetros se van a esti

mar en forma puntual. Por ello n podrá to

mar los valores p + 1, P + 2, P + 3, .. etc. 

Si además deseamos imponer los criterios 

de D y G optimalidad simultáneamente habrá 

que hacer algunas restricciones sobre los 

valores de n según se desprende de iii). 

La comparación entre dos diseños con dife

rente número de experimentos puede hacerse 

en función de las varianzas de los estima

dores de los parámetros y de la variable 

respuesta. 

Es conveniente notar que como 

+ fJ x . 
r rl 

la varianza de Y
i 

puede expres~rse en fun-

ción de las varianzas de las fJ. 
J 

y las co-

varianzas entre las fJ. y fJ j 
Si las va-

l A 

rianzas y covarianzas de las fJ. se ven to-
J 

das reducidas en un mismo porcentaje es de 
A 

esperar que las varianzas de las Y. se 
1 
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vean reducidas en el mismo porcentaje. No

sotros trabajaremos primero a nivel de las 

varianzas de las Y. por cuanto veremos que 
1 

esto es muy sencillo para los diseños que 

satisfacen la condición-h. 

Si un diseño D
1 

satisface la condición 

h y comprende n
1 

experimentos se cumple: 

Var D (Y i ) = ~ a
2 (2) 

1 1 

Para otro diseño D
2 

que también satisface 

la condición h pero que comprende n
2 

expe

rimentos, tendremos: 

(2.a) 

De las expresiones (2) y (2.a) observamos 

que si los dos diseños cumplen la condi

ción h (por lo que además son G-óptimos) 

la relación entre sus varianzas es inver

samente proporcional a la razón del número 

de experimentos de cada uno 
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Var (y i ) 
-L 2 

(J 
D n n 

1 1 2 TI i (3) = = 
Var (Y. ) -L 2 n 

(J 1 
D 1 n 

2 2 

Es interesante notar que esta expresión 

depende sólo del número de experimentos de 

cada diseño y es independiente de los va

lores de la región experimental bajo la 

condición de que ambos diseños satisfagan 

la condición-h. Así la ganancia o pérdida 

relativa en términos de varianza de los 

estimadores al pasar de un diseño D
1 

a uno 

D
2 

podemos definirla como 

Var D (Y¡) - Var D (Y
i

) 
1 2 

Var D (Y¡) 
1 

x 100 

De las expresiones 

(4) es igual a 

anteriores vemos 

x 100 

(4) 

que 

(S) 

De esta manera, si n
2 

es mayor que n
1 

la 

expresión en (S) tomará un valor positivo, 
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es decir ganaremos algo en términos de re

ducción de varianza de estimadores por ha

ber aumentado el número de experimentos. 

En caso contrario, es decir si reducimos 

el número de experimentos, la expresión 
(5) tomará un valor negativo que represen-

ta la pérdida relativa de precisión. 

Lo fácil que ha sido deducir una expre

sión general, independiente de la región 

experimental, es una razón más para prefe

rir trabajar con diseños que satisfagan la 

condición-h. 

El cálculo de las expresiones (3) y (5) 

para diferentes valores de n
1 

y n
2 

es muy 

útil para ayudarnos a tomar la decisión 

acerca del número de experimentos a reali

zar. Una vez calculadas y graficadas esas 

expresiones utilizando como n
1 

el mínimo 

número de experimentos determinado de 

acuerdo a los criterios de la sección an

terior, el estadístico y el experimentador 

pueden decidir cual disminución relativa 

en la varianza del estimador consideran 

que vale la pena y obtendrán como resulta-

59 



do un valor adecuado para el número de ex

perimentos a realizar. 

Experimentalmente trabajamos analizando 

también la reducción en la varianza de los 

estimadores de los parámetros. Para dise
ftos que asignan un número igual de experi

mentos en cada vértice de un rectángulo, 

la reducción en las varianzas y covarian

zas de los estimadores de los parámetros 

se da en forma uniforme y coincidente en 

términos porcentuales con la reducción en 

Var (Y.) pero es mucho más sencillo obte-
1 

ner una forma general Var (Y.) tal como lo 
1 

hemos hecho. 

Hasta el momento la discusión acerca 
del número de experimentos ha sido llevada 

acabo tomando en cuenta sólo la precisión 

pero no el costo. El Estadístico, como 

producto de la información que el experi

mentador le proporcione al respecto, puede 

definir una función costo c(n) que repre

senta el costo (en unidades monetarias) de 

ejecución de un disefto con n experimentos. 
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Para poder contrastar el costo de rea

lizar n experimentos y lo que ganamos al 

realizar esos n experimentos, necesitamos 

definir una función ganancia (en las mis

mas unidades monetarias que la función 

costo). Definamos, por ejemplo, como q la 

cantidad de unidadeAs monetar~as que gana

mos al reducir Var(y.) y Var(~.) en un 10% 
1 J 

con respecto a los valores que estas va-

rianzas toman para el caso de realizar el 

mínimo número de experimentos, al que lla-

* maremos n . Se puede definir una función 

ganancia g(n) que representa el número de 

unidades monetarias que ganamos al reali

zar un diseño con n. Si el diseño satis

face la condición-h, gracias a la expre

sión (5) se puede escribir: 

g( n) = * n-n 
n x q x 10 

En base a la función ganancia y a la fun

ción costo podemos definir otra función a 

la que podemos llamar función utilidad 

u(n) = g(n) - c(n) 
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Cuando la función de utilidad toma va

lores negativos significa que 10 que se 

gana en precisión no justifica el costo de 

su realización. 

v) La G-optima1idad y los diseños que 

incluyen observaciones en el centro de 

la reunión experimental 

La imposición de la condición-h descarta

ría la inclusión de observaciones en el 

centro del polígono descrito por los otros 

datos. Este detalle puede llamar la aten

ción a los usuarios de algunos diseños es

tándar formados por ejemplo por los vérti

ces de un cuadrado y el centro del mismo. 

Cabe aclarar que aquí hemos estado traba

jando bajo el supuesto que deseamos esti

mar un modelo de regresión múltiple de ti

po predeterminado al cual hemos podido 

llegar por conocimiento del área de apli

cación (conocimiento o suposición de rela

ciones funcionales entre las variables o 

por previa experimentación). El caso es 

diferente cuando la experimentación se 

realiza con fines exploratorios a fin de 
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determinar el orden de la superficie a es

timar y donde los puntos centrales y otros 

puntos interiores de la región experimen

tal si cumplen un cometido: el de ofrecer 

información acerca de la curvatura de la 

superficie y por ende de la necesidad de 

incluir términos cuadráticos y de produc

tos cruzados de las variables. 

6. Conclusiones 

1) El uso de las propiedades de la ma

triz H permite una mejor comprensión de 

los criterios de V- y G- optimalidad. 

2) La V-optimalidad nos indica que el 

número de observaciones debe ser lo más 

grande posible en relación al número de 

parámetros pero no aporta nada en la ubi

cación de los experimentos para el caso 

del modelo de regresión. 

3) La G-optimalidad busca un balance en 

la ubicación de los experimentos pero no 

se preocupa de la cobertura de la región 

experimental por parte de CVI. 
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4) Los diseños que asignan una influen

cia potencial igual a todos los puntos del 

diseño (10 que hemos definido como condi

ción-h) gozan de las siguientes propieda

des: 

i) son G-óptimos 

ii) la varianza de y. es p aln, in-
1 

dependientemente de los valores de las x. 
J 

y por tanto podemos conocer la reducción 

en la varianza del estimador de la varia

ble respuesta al incrementar el número de 

observaciones, independientemente de la 

ubicación de la región experimental. 

5) En el caso de los diseños exactos, 
para que los criterios de D-optima1idad y 

G-optima1idad puedan ser satisfechos si

multáneamente hay que imponer una restric

ción en cuanto a los valores que puede to
mar n (número de experimentos) y a la for

ma de región experimental. 

6) Cuando se van a realizar experimen

tos con miras a estimar los parámetros de 

un modelo previamente elegido y se desea 

que el diseño sea G-óptimo, queda descar-
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tada la inclusión de experimentos en el 

centro de la CVI. 

Este artículo es consecuencia del tra

bajo realizado por el autor en la atención 

de una consulta para lograr un diseño 

G-óptimo para ciertos experimentos a rea

lizarse dentro del ámbito de la Ingeniería 

electrónica, durante su permanencia en la 
Clínica Matemática del C1aremont Graduate 

School de California. El autor agradece a 

la Clínica Matemática de C.G.S. y al 

CONCYTEC: que hicieron posible su visita a 

dicha institución. 
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IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA 

DE e y 1t 

* 

José TOLA* 

Las demostraciones de la trascendencia de 
los números e y 1t constituyen hechos im
portantes de la historia de las Matemáticas 
que se deben a Charles Hermite (1872) y 
F erdinand Lindemann (1882) respectiva
mente. En particular, la demostración de Lin
demann dejó definitivamente establecido que 
es imposible construir un cuadrado cuya área 
sea exactamente igual a la de un círculo dado. 
Quedó así resuelto en sentido negativo el clá
sico problema de los geómetras griegos que 
se conoce con el nombre de cuadratura del 
círculo. En la creencia de que esas demostra
ciones serán de interés para los lectores de 

Profesor Principal de la PUCP 
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Pro-Mathematicase exponen en este artículo 
las demostraciones de la trascendencia de e 
y 1t en la forma, más sencilla que las origina
les, que se deben a Dal'id Hilberl. Para 
mayor ilustración se dan, además, las prue
bas, considerablemente más simples, de la 
irracionalidad de los mencionados números. 

§ l. Introducción 

Es un hecho bien conocido que e y n son 

números trascendentes~ es decir que no son 

raíces de ninguna ecuación algebraica 

en que los coeficientes a
o

,a
1

, ••• ,a
n 

son 

números enteros. Las demostraciones han 

sido muy difundidas y no es dificil ha

llarlas en la literatura matemática, par

ticularmente en otros idiomas. No obstan

te, considero de interés darla a conocer 

mejor en nuestro medio. 
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En parte, la importancia de la trascen

dencia de n está en el hecho, importante 

en la historia de las Matemáticas, de que 

puso punto final, después de muchos si

glos, a los innumer;ables y estériles in

tentos de llevar a cabo, con sólo la ayuda 

de la regla y el compás, la construcción 

de un cuadrado cuya área fuera exactamente 

igual a la de un círculo de radio dado, 
problema que, con el nombre de cuadratura 

del círculo, se remonta a la antigüedad 

clásica. 

El problema de la cuadratura del círcu

lo se reduce, dado un segmento cuya longi

tud se toma por unidad, a construir con 

sólo la ayuda de la regla y el compás otro 

segmento cuya longitud sea exactamente 

igual a n. Desde luego, es preciso enten

der claramente que esta construcción debe 

concebirse en un sentido ideal, en que los 

medios empleados sean absolutamente per

fectos y en que el resultado no esté afec

tado por error alguno. 

Ahora bien, dado el segmento de longi

tud unidad, todos los números construíbles 

69 



con la regla y e 1 compás son aque llos y 

sólo aquellos que pertenecen a una exten

sión F del campo F de los números racio-
n o 

nales, tal que existe una sucesión de cam-

pos F ,F
1

, ••• ,F que tiene la propiedad de 
o n 

que cada campo F,(i = 1, ... ,n) resulta del 
1 

precedente F
i

_
1 

por adjunción a éste de un 

número {k, donde k pertenece al campo F, 
1-1 

pero {k no; es decir que F, está formado 
1 

por todos los números de la forma a + b {k 
donde a y b pertenecen a F

i
_

1
• 

Cada número construíble es algebraico, 

es decir que es raíz de una ecuaC10n alge

braica con coeficientes enteros. (1) 

Por tanto, para comprobar que n no es 

construible con la regla y el compás basta 

probar que no es un número algebraico, es 
decir que es trascendente. 

La historia de la demostración de la 
trascendencia de n está estrechamente li-

( 1 ) 
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gada a la de la trascedencia de e, la base 

de los logaritmos neperianos 

Johann Heinrich Lambert f1728-1777) demos

tró en 1764 que n es un número irracional, 

con 10 cual quedó demostrado que el pro

blema de la cuadratura del círculo no pue

de ser resuelto con sólo el auxilio de la 

regla. 

En 1872 Charles Hermite (1822-1905) [2] 

logró demostrar que e es trascendente, a 

cuyo fin se valió de un polinomio obtenido 

con ayuda de reducidas de fracciones con

tínuas que había utilizado Lambert. Final

mente, en 1882, Ferdinand Lindemann f1852-

1939) [2] demostró, mediante una modifica

ción de la demostración de Hermite, que n 

es también trascendente. Posteriormente, 

varios matemáticos, y entre ellos los más 

grandes de su tiempo como Karl Weierstrass 

f1815-1897) y David Hi1bert f1862-1943) , 

dieron variantes y modificaciones de las 

demostraciones originales. 

Las demostraciones de la trascendencia 

de e y n que se dan aqui se deben a David 
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Hilbert [3]. Naturalmente demuestran al 

mi smo tiempo que esos números son i rra

ciona1es. No obstante, para mayor ilus

tración y por ser muy sencillo, probaremos 

previamente la irracionalidad de e y n, 

aún cuando eso no es requerido para la de

mostración de su trascendencia. 

I • IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE e . 

§ 2. Irracionalidad de e 

e es igual a la suma de la serie 
ro 

L 
n=o 

1 
n! 

en donde, en particular, O! = 1 por defi

nición. 

Si e fuera racional, podríamos suponer 

que e = ~ donde p y q son enteros primos 

entre sí. Demostraremos que esta suposi

ción conduce a una contradicción. En efec

to, de ella se deduce que 

o < § - [1 + ir + ~! + ••• + ~!] = ~ ~ ! ( 1 ) 
n=q+l 
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Ahora bien, podemos escribir 

1 
+ .•• ) (q+1)(q+2) 

< ~! (q!1 + (q!1)2 + ••• ) = 

1 
1 (j+T 11 = = q! 1 1 q! q 

- q+1 

Luego, de (l) se deduce que 

o < q! (§ - 2 - ~! - ... - ~!) < ; 

Esta desigualdad es imposible pues en 

tanto el término de enmedio es un número 
1 

entero positivo, q es menor 

consiguiente e es irracional. 

§ 3. Trascendencia de e . 

que 1. Por 

Para demostrar que e es un número 

trascendente es necesario probar que no es 

raíz de una ecuación 

a 
o 

2 
+ax+ax 

1 2 
+ ••• + 

73 



en que a ~ o y 
o 

a , ... , a son 
1 n 

números enteros. fin bastará en-

tonces con demostrar que una relación de 

la forma 

o 

2 
+ a e + a e + .•• + a en = O 

1 2 n 
(1) a 

conduce a una contradicción. 

La idea de la demostración es la si

guiente: determinaremos los números ente-

ros 11, 11 , 11 , 
1 2 

11 tales que se cum-
n 

plen las relaciones 

e = 
M 

1 
+ E 

1 

11 

n e = 

2 e 

M 
n 

= 
+ E 

n 

11 

+ E 
2 

M 
(2) 

donde E /M, E /M, •• • ,E /M son números po-
1 2 n 

sitivos muy pequeños. Valiéndonos de las 

expresiones (2) de las potencias de e la 

relación (1) que suponemos cumplida toma 

la forma 

[a M + a M + a M + ••• + a M ] + 
o 11 22 nn 

(3) 
[a E + a E + ••• + a E ] = o • 

1 1 2 2 n n 
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La primera expresión entre corchetes es 

un entero. En el curso de la demostración 

probaremos que no es nulo. En lo que res

pecta a la expresión encerrada en el se

gundo par de corchetes, podremos estable

cer que puede hacerse menor que la unidad. 

Resultará así una contradicción porque es 

imposible que un entero aumentado en un 

número menor que 1 resulte igual a cero. 

De esa manera quedará demostrado que la 

relación (1) es imposible, y por tanto, 

que e es trascendente. 

En el curso de la demostración que si

gue haremos uso del teorema según el cual 

si un entero no es divisible por un cierto 

número no puede ser igual a cero, por 

cuanto cero es divisible por cualquier nú

mero dado. Mostraremos entonces que los 

números 11, ... ,11 son divisibles por un 
1 n 

cierto número primo p, pero que a 11 no es 
o 

divisible por dicho número. Resultará así 

que a 11 + a 11 + ... + a 11 no es divisible 
o 1 n n 

por p y por tanto es diferente de cero. 
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La ayuda más importante que tendremos 

es la de la integral de Hermite 

ro 

M = J Zp-l[(z-1)(z-2) •.. (z-n)]p 
(p-1)! 

o 

-z e dz, (4) 

donde n es el grado de la ecuación (1) y p 

es un número impar primo que después vamos 

a determinar. Si el intervalo de integra

ción lo dividimos en dos partes por el nú

mero v, podremos definir los números Mv y 

~v' (v = 1, ... ,n) mediante las fórmulas 

ro vJ zp-l[(z-1)(z-2) .•. (z-n)]p e- z
d M v = e (p-1 ) ! z, 

y 

~ = v 

v (S) 

v evJ zp-l[(z-1)(z-2) ... (z-n)]p 
(p-1) ! 

o 

-z e dz, 

(6) 

De las fórmulas (4), (5) Y (6) se deduce 

la ecuación 
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que para v = 1,2, ... ,n, da las relaciones 

(21. 

Podemos entrar ahora a detallar la de

mostración. 

1. Comencemos por recordar la fórmula me

diante la cual se define la función gama : 

ro 

f(p) = J zI'-l e-' dz. (1) 

o 

Esta fórmula la vamos a necesitar única

mente para valores enteros y positivos de 

p. Esto supuesto, y que p > 1, se obtiene 

integrando por partes 

r(p) 

( 1 ) 

ro 

= J zP-l e -'dz = 
o 

[ p-l -z]ro -z e + 
o 

ro 

+ J (p-1 )zP-2e -'dz = 
o 

Ver, por ejemplo, 

Lima (1971), pág. 235. 

Análisis 1 1 , 
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ro 

= (p-1) J p-2 -zd z e z = (p-1 )f(p-1) = 

o 

= ( p-1 ) (p-2) f ( p-2 ) = 
= (p-1)(p-2)(p-3) ... 2.1 r(1) . 

y puesto que 

resulta 

ro 

f(l) = J e-zdz = 1 . 

o 

J
ro p-l -z 

r (p) = z e d z = (p-1)! 

o 

(7) 

Por consiguiente f(p) aumenta rápidamente 

cuando el entero p crece. 

2. La fórmula que acabamos de obtener nos 

permitirá calcular con facilidad la inte

gral de Hermite. Con ese fin nos valdremos 

de la fórmula para elevar a una potencia 
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(1) 
un polinomio ,y tendremos el siguiente 

polinomio en potencias de z : 

np n p 
= z +- ... (-1) (n!), (8) 

en donde hemos escrito únicamente los tér

minos en la mayor y en la menor potencia 

de z, y hemos tenido en cuenta nuestra su

posición de que p es un número impar, y 

por tanto se tiene que (_1)n
p = [(_1)p]n = 

(_1)n. Se sabe además que todos los coefi

cientes del polinomio obtenido en (8) son 

enteros. La integral de Hermite es enton

ces dada por 

( 1 ) 
La fórmula para elevar a potencia un 
polinomio es 

(a + a + ... + a )m 
1 2 P 

oc oc oc 
= L m! a 1 2 P 

1 a 2 ••• a p • oc !OC !. .. OC ! 
1 1 P 

donde la suma se extiende a 

conjuntos {OC ,OC , ••• ,OC } de 
1 2 P 

todos los 

números en 

teros postivos o nulos tales que OC + 
1 

OC + ••• +OC = m, y los coeficientes son 
2 p 

números enteros. (Weber,Lehrbuch der Al 
gebra, 1, pág.53). 
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11 ( - 1 ) n ( n ! ) p JOO P -1 -Z d 
= ( p-1 ) ! z e z + 

o 

np+p 

L 
p=p+l 

e p 
(p-1 ) ! 

<X> 

J p-l -zd z e z, 

o 

donde los e son constantes enteras. Las p 
integrales de la ecuación precedente pue-

den ser calculadas mediante la fórmula (7) 

y se obtiene 

np+p 

11 = (_1)n(n.l)p ~ e (p-1)! 
+ L.. (p-1 )! . 

p=p+l p 

El índice de sumación p es siempre mayor 

que p.Por tanto la expresión (p-1)!j(p-1)! 

es un número entero que tiene a p como 

factor, de manera que puede sacarse en 

factor común a p en la sumatoria y resulta 

11 = (-1) n ( n ! ) p + p [e + e (p+ 1 ) + 
p+l p+2 

e (p+2) .•. ] • 
p+3 

El número 11 no será divisible por p si 

no 10 es el primer término del segundo 
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miembro para lo cual, dado que p es primo, 

bast a que sea p > n, lo que es posible 

porque los números primos son infinitos. 

Podemos suponer por tanto que (_1)n (n!)p, 

y por consiguiente H, no es divisible por 

el número primo p. También podemos escoger 

a p de manera que el término a de (1), 
o 

que es diferente de cero, no sea divisible 

por p, para lo cual basta que sea p >Ia 1, 
o 

lo que es siempre posible. De la manera 

dicha queda probado que a H no es di v i si -
o 

ble por p, que es uno de los hechos que 

nos proponíamos establecer. 

3. Vamos a probar ahora que los números Hv 
definidos por (S) son todos divisibles por 

p. Si en dicha ecuación introducimos el 

factor e V dentro del signo integral y ha

cemos el cambio de la variable z por la 

variable e = z-v, que varía entre o e q) 

cuando varía entre v e 00, se obtiene 

ro 

I1v = J (P:l) [(~+V)P-l[(C+V-l)(~+V-2) __ . 

o 
p -e] .. . (e+v-n)] e de 
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Si se llevan a cabo las multiplicacio

nes del numerador se obtiene un polinomio 

en e en que el término de menor grado es 
p 1 d d 1"(n+1l p -1, en e y e e mayor gra o es en ~ 

y cuyos coeficientes son números enteros. 

La integral del numerador será entonces 

una combinación lineal de las integrales 

ro 

J
ro p -e Jro p + 1 - e e e de , e e de, ... , J ,'n+1l p-l e -Zd<:, 

o o o 

con coeficientes enteros. Puesto que di

chas integrales, según (7), son iguales a 

pI, (p+1)! , ... , [(n+1)p-1]!, la integral 

del numerador será igual a p! multiplicado 

por un número entero Av' de manera que 

P ' A . v 
= = (p-1) ! (v = 1,2, ... ,n), 

lo cual prueba, como ya habíamos anunciado 

que 11 , ... ,11 son números enteros divisi-
1 n 

bles por p. Este resultado y el hecho ya 

probado de que a M no es divisible por p, 
o 

permite deducir que a 11 + a 11 + ••• + a 11 
o 1 1 n n 

no es divisible por p y por tanto es dife-

rente de cero. 
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4. Vamos a tratar ahora acerca de una nue

va parte de la demostración que se refiere 

a la suma a € + •.. + a € donde los €v son 
1 1 n n 

dados por las fórmulas (S). Vamos a probar 

que estos números pueden suponerse arbi

trariamente pequeños. Para ese fin haremos 

uso del hecho de que p puede ser elegido 

tan grande como se quiera, pues las condi

ciones que hasta ahora hemos impuesto a p 

son la de ser un número primo mayor que n 

y que la I y que, por 10 demás, puede ser 
o 

arbitrariamente grande. 

Designemos por G y gv a los máximos de 

los valores absolutos de z(z-1) •.. (z-n) y 
-z+v 

(z-1)(z-2) ... (z-n)e respectivamente, 

para z en el intervalo (o,n), es decir que 

Iz(z-1) ... (z-n) Is G 

-z+v l(z-1)(z-2) ••. (z-n)e Is } 

para 

o s z 
gv 

Puesto que v S n, se tiene para 

v = 1, . .. ,n, 

s n . 
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lE: 15; J/JIZP-
1
[(Z-1)(Z-2) ..• (z-n)]Pe -Z+/JldZ 

1) (p-1)! 
O 

~r 
O 

o sea 

GP - 1 
gl) 

(p-1)! dz , 

lE: I 5; 
1) (p-1) ! 

(9) 

Ahora bien, G, gl) Y 1) son números constan

tes independientes de p, y es claro que la 

fracción GP
-

1
/ (p-1 )! es tan pequeña como 

se quiera si p se elige suficientemente 

grande. 

Luego, 

la
1

E:
1
+a

2
E:

2
+ ••• + a E:. 15; la I lE:. 1+la I lE:. 1+ 

n n 1 1 2 2 

••• + I a 1I E: I 5; (1 a I g + la 12g + 
n n 1 1 2 2 

GP - 1 

••• + la ni ng n) (p-1)! • 

Puesto que el valor de la expresión en

tre paréntesis es independiente de p, re-
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sulta de aquí que si p es suficientemente 

grande la suma la1[;1+ ..• +an[;nl es tan pe

queña como se quiera y, en particular, me

nor que la unidad. 

Con esto hemos dado término a la demos

tración, que fue descrita al comienzo, de 

que una relación de la forma (1) en que a 
o 

es diferente de cero y a , ... ,a son ente-
1 n 

ros, conduce a una contradicción, y por 

consiguiente el número e no es algebraico. 

Es por tanto trascendente. 

II. IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE 1t 

§ 4. Irracionalidad de 1t 

E 1 d 
., . Cll

d 
~ n a emostrac10n que s1gue esempena 

un papel importante la función 

( 1 ) 

donde n es un número entero. 

( 1 ) 
Niven, Bull. of the Am. Math. Soc., 53 

(1947) pág.209). 
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Designemos por Dkf a la k-ésima deri

vada de f. Para calcularla podemos emplear 

la conocida fórmula de Leibnitz de la de

rivada de un producto de dos funciones(1): 

k 

Dk(gh) = I (~) Djg.Dk-jh. 

j =0 

donde DOg = g y DOh = h. 

Se tiene por tanto 

k 

Dkr 1 L (~) Djg Dk-jh = n! 
j=o 

donde g(x) = xn y h(x) = (l_x)n. Por con

siguiente, puesto que 

( 1 ) 
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si j < n 

si j = n 

si j > n 

= (_1)1 n! 
(n-l) ! 

y 

R. Courant, Differential and Integral Calcu

lus, Blackie and Son Limited, vol. 1, (1942) 

pág. 202. 



se tiene 

si k < n 

y 

Dkf(O} = ~! (~) n! Dk-nh(O} si k ~ n. (2) 

Además, se deduce de (1) que f(1-x) = 
f(x), y por tanto, para k = 0,1,2, ... es 

Dkf(1-x) = (_1)k Dkf (X). En particular 

(3) 

Puesto que tanto los coeficientes binomia-
k-n les como D h(o) son 

(2) y (3) que Dk f ( o ) 

enteros, resulta de 

y Dk f(1}, para 

k = 0,1,2, ... , son números enteros. 

2 2. Es claro que si probamos que n no es 

racional tampoco lo será n. Demostraremos 

pues que si se supone que 

n2 = E. (4) q 

donde p/q es una fracción irreducible se 

llega a una contradicción. Con este fin 

nos valdremos de la función f antes consi

derada, y supondremos que se cumple (4). 
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Sea la función 

F n 2n 2n-2 2 
(x) = q {n [(x) - n D [(x) + 

+ n 2n - 4D4
[(X) _ + 

n 2 (-1 ) n-1 D2n - 2 [( x) + ( -1 ) n D2n [( x) }. (5) 

En virtud de 10 demostrado en la parte 1 y 

de (4), 

F(o) y F(1) son números enteros (6) 

Teniendo en cuenta que, por ser f (x) un 

polinomio de grado 2n, sus derivadas de 

órdenes mayores que 2n son nulas, podemos 

obtener las derivadas primera y segunda de 

F(x) en la forma 

F'(x)= qn{n2nD[(x)_n2n-2D3[(x)+rr2n-4D5[(X) _ 

_ ••• +rr2 ( -1 ) n':'1 D 2n - 1 [( x) } 

F"(x) = qn{rr2nD2[(x)_n2n-2D4[(x)+ 

n2n- 4 D6 f (x) _ ••• +n2 ( -1 ) n - 1 D2n [( x) } ; 

de donde se deduce haciendo uso de (5), 

2 n 2n+2 n 2 
F" ( X ) + rr F ( x) = q rr f ( x) = p rr [( x ) ( 7 ) 

Ahora bien, puede observarse que 
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(F' (x)sen 

F" (x) sen 

F"(x)sen 

nx-nF(x)cos nx)' = nF'(x)cos nx+ 
2 nx+n F(x)sen nx-nF'(x)cos nx = 
2 nx+n F(x)sen nx . 

La ecuación (7) nos permite escribir en

tonces 

n 2 (F'(x)sen nx-nF(x)cos nx)'= p n f(x)sen nx 

(8) 

Se deduce de aquí que 

1 
n 2 J [(Xlsen nx.dx (F'(x)sen nx -p n = 

o 
1 

- nF(x)cos nx) - nF ( 1 ) +nF (O) , 

o 
o sea 

1 
n J [(xlsen nx.dx F(1)+F(O). (9) np = 

o 

Puesto que, según (6), el segundo miembro 

es entero, también 10 será el primer miem

bro cualquiera que sea el número n. Basta

rá entonces con probar que n puede ser 

elegido de modo que el primer miembro de 

(9) sea un número posi Uvo estrictamente 
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menor que 1, para que (9) sea una relación 

absurda, y por consiguiente la fórmula (4) 

implique una contradicción. Lograremos ese 

propósito si suponemos que n es tal que 

2p n 
Um <1, lo que es posible porque nI n~ro 

En efecto, debido a que x ( 1-x) 

n 
L = o n! 

2 = x-x 

es positivo y menor que 1 para o < x < 1 , 

en este intervalo se cumple que 

1 
o < f(x} < n! 

y por consiguiente 

n 
o < rep J

'1 

o 

f(x)sen rex.dx < re pn J1 sen 
n! 

o 

rex.dx 

es decir que el primer miembro de (9) es 

positivo y menor que 1 y por tanto, como 

hemos señalado, esa ecuación es absurda y 

la suposición (4) implica una contradic-

ción. es por consiguiente un número 

irracional. 
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§ S. Trascendencia de 1t 

5.1 Definiciones y proposiciones preliminares 

La demostración de la trascendencia del 

número n que vamos a exponer aquí se debe 

a H i 1 be r t como ya hemos señalado, y re

quiere recordar algunas definiciones y 

proposiciones algebraicas que damos a con

tinuación. 

Se llama función racional de las varia

bles x ,x , ... ,X a una función que es de-
l 2 n 

finida por un cociente de la forma 

a a a 

L 1 2 n e x x ... x 
a 1 2 n 

f(x,x , ... ,x) 
a 

= 
1 2 n a a a 

L e' 1 2 n 
X X x a 1 2 n a 

donde las sumas se extienden a todos los 

conjuntos 

a = {a ,a , ... ,a } 
1 2 n 

de n números enteros positivos o nulos, y 

en que los coeficientes e y e' son núme-a a 

91 



ros complejos, un número finito de los 

cuales, a lo sumo, es diferente de cero; 

pero sin que el denominador se reduzca a 

cero. Si la expresión que define a f se 

reduce al numerador 

f(x" •.. ,x) = L c 
1 n a 

a 

a a 
x 1 2 

1 x 2 

a 
n 

X 
n 

se llama función racional entera de x
l

,X
2

' 

.•• ,X o polinomio en x ,x , ... ,X • De lo 
n 1 2 n 

contrario se llama función racional frac-

cionaria. 

Se dice que la función f(x , •.. ,X ) es 
1 n 

simétrica si su valor no cambia cuando se 

realiza una permutación cualquiera de los 

valores que se atribuya a las variables, 

es decir si se cumple que 

cualesquiera que sean los números a
l

, •• ,a
n 

del dominio en que la función es definida 

y la permutación a de los subíndices 

1,2, ... ,n . Las funciones racionales ente

ras que son simétricas se denominan en 
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forma abreviada polinomios simétricos en 

las variables Xl'" .,X
n 

• 

Atención especial merecen los polino

mios evidentemente simétricos 

s = X + X + ... + X 
1 1 2 n 

S 
n 

= x x + x x + ••• + x x + x x + ... +x X 
1 2 1 3 1 n 2 3 n-l n 

= x x x +X x x + ••• +X x X 
1 2 3 1 2 4 n-2 n-1 n 

(1) 

los cuales se llaman funciones simétricas 

elementales de las variables Xl"" ,X
n

' 

Consideremos ahora la ecuación alge

braica de grado n 

n-1 n a+ax+ ... +a X +x =0, (1) 
o 1 n-1 

cuyos coeficientes son números complejos, 

y en que el coeficiente de x n es 1, razón 

( 1 ) 
Observar cada térmi no X. X .••• X. 

J 1 }2 J p 

que 

de Sp es tal que jl< j2< ... < jp 
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por la cual diremos que la ecuación es mó

ni ca. Si a ,a , ... ,a son las raíces de la 
1 2 n 

ecuación, es sabido que se cumple la iden-

tidad 

a + a x + ••. + 
o 1 

n-1 n 
a x + x = (x-al) (x-a

2
) 

n-1 

de donde se deduce que 

-a = a + a + ••• + a 
n-l 1 2 n 

+ a a 
n-1 n 

..• (x-a ), 
n 

-a = a a a + a a a + ••• + a a a 
n-3 123 124 n-2n-1n 

(_1)n a 
o 

= a a 
1 2 

. .. a 
n 

Puede reconocerse de inmediato que los se

gundos miembros de las ecuaciones anterio

res son la funciones simétricas elementa

les de las raíces de la ecuación y se cum
ple por tanto que las funciones simétricas 

elementales s ,s , ... ,s de las raíces de 
1 2 n 

una ecuación mónica son iguales a los coe-

ficientes de la ecuación con sus propios 

signos o con signos contrarios, de acuerdo 
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con la fórmula 

(p = 1,2, ... ,n). 

La siguiente proposición, que luego va

mos a utilizar, es consecuencia del teore

ma fundamental de la teoría de las funcio-
• , • ( 1) 

nes S1metr1cas 

Teorema 1. 

a) Cada polinomio simétrico P de las 

variables x ,x , ... ,X es igual a un poli-
1 2 n 

nomio Q en las funciones simétricas ele-

mentales s , ... , s de dichas variables y 
1 n 

en los coeficientes de P; y los coeficien-

tes de Q son números enteros. 

b) Si todos los coeficientes de P son 

números racionales, Q es un polinomio en 

las funciones simétricas elementales de 

las variables y sus coeficientes son ra

cionales. 

c) Si todos los coeficientes de P son 

números enteros, Q es un polinomio en las 

( 1 ) 
Ver por ejemplo, Van der Warden, 

ne Algebra I, Springer (1937). 

Moder 

95 



funciones simétricas elementales de las 

variables y sus coeficientes son enteros. 

Las observaciones hechas precedentemen

te acerca de la ecuación mónica (1) da lu

gar a la siguiente consecuencia del teore

ma anterior. 

Teorema 2. 

a) Cada polinomio simétrico P en las 

raíces a , ... ,a de la ecuación mónica (1) 
1 n 

es igual a un polinomio Q en los coefi-

cientes a ,a , ... ,a de la ecuación y en 
o 1 n-1 

los coeficientes de P; y los coeficientes 

de Q son enteros. 

b) Si todos los coeficientes de P y los 
de la ecuación (1) son números racionales, 

P es igual a un número racional. 

c) Si todos los coeficientes de P y los 
de la ecuación (1) son números enteros, P 

es igual a un número entero. 

Si la ecuación que se considera no es 

mónica, y si a ~o es el coeficiente de xn, 
n 

lo expresado anteriormente se cumple sus-
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tituyendo a los coeficientes a ,a , ... ,a 
o 1 n 

a a 
1

, o 
por os numeros a- a 

n 

1 

n 

a 
n-1 

a 
n 

Por último, recordaremos los siguientes 

conceptos acerca de los números a1gebrai
cos(1) 

Un número complejo se llama algebraico 

si es una raíz de una ecuación algebraica 

con coeficientes enteros, o bien, equiva

lentemente, de una ecuación mónica con co

eficientes racionales. 

Un número algebraico se llama entero 

algebraico si es raíz de una ecuación mó

nica con coeficientes enteros racionales. 
En adelante mantendremos la denominación 

de enteros para los números enteros racio

nales 

La suma, la diferencia, el producto y 

el cociente, de números algebraicos (con 

divisor diferente de cero en el último ca-

( 1 ) 
L.W.Reid,The Elements of the Theory of 

AIgebraic Numbers, The Macmi llan Co. 

(1910) . 
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so) son números algebraicos; y la suma, la 

diferencia y el producto de números ente

ros algebraicos son también enteros alge

braicos. 

En el anexo se ha reunido una informa

ción complementaria acerca de los números 

algebraicos; en particular, se da la de

mostración de las proposiciones enunciadas 

anteriormente. 

5.2 Demostración de la trascendencia de 1t 

De la ecuación 

mediante la cual se define a la función 

exponencial de la variable compleja 2, re

sulta la relación 

1 + 
in 

e = o (21 

La trascendencia de e, que ya fue demo~ 

trada, asegura que no puede existir una 

ecuación de la forma 

a + a e + 
o 1 
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donde a :# o ya, al' ... , a son números' en-
o o n 

teros racionales. 

Lindemann demostró en 1882 que tampoco 

es posible que se cumpla una relación de 

la forma 

b b b 
1 2 n 

a + a e + a e + ••. + a e = o (3) 
o 1 2 n 

en que los números a. y b. (j = 0,1, .. . ,n) 
J J 

sean algebraicos. Ahora bien, la unidad 

imaginaria i es un número algebraico por 
, d 1 ., 1 2 cuanto es ralZ e a ecuaC10n + x = o . 

Luego, si Tr. fuera algebraico también 10 

sería iTr., y no podría cumplir la ecuación 

(2) en virtud del teorema de Lindemann. 

Resulta así que Tr. es trascendente. 

Aquí no vamos a demostrar el teorema 
general de Lindemann sino un caso particu

lar. La demostración de Hilbert que vamos 

a exponer es una modificación de la que 

fue dada para demostrar la trascendencia 

de e . 

Comenzamos pues suponiendo, contraria

mente a 10 que queremos probar, que Tr. es 
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algebraico, es decir que es raíz de una 

ecuación algebraica con coeficientes ente

ros. Según lo dicho in satisfaría también 

a una ecuación de la misma clase, cuyas 

raíces (in entre ellas) vamos a designar 

por a ,a , ••• ,(X • A causa de (2) se cumple 
1 2 n 

entonces la relación 

a oc a 
1 2 n 

(1+e )(1+e ) ••• (1+e ) = o, 

que puede escribirse en la forma 

al oc
2 

a oc +a a +a 
(1+e +e + .•• +e n)+(e 1 2+ e 1 3+ ••• 

a +oc <X +(X +<x a +<x +<x (4) 
n-l n 1 2 3 1 2 4 

+e )+ ••• +(e +e + •• 

oc +oc +oc <X +<x + ••• +oc 
n-2 n- 1 n 1 2 n 

+e )+ ••• +(e )= O 

Puede ocurrir que algunos de los exponen-

tes de esta ecuación sean nulos. Cada vez 

que eso ocurra uno de los términos se re-

ducirá a 1. Si los sumamos con el 1 que ya 

aparece en el primer término resultará un 

número racional entero positivo a . Los 
o 

demás exponentes, todos ellos diferentes 
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de cero, los 

y por tanto 

forma 

designamos 

(4) puede 

por /3 ,/3 , •.• ,/3 , 
1 2 N 

escribirse en la 

f3 1 /3 2 /3 N 
a +e +e +. 

o 
. +e = o, ( a en tero > o) (5 ) 

o 

Podemos probar que los números {31' /3 2' ••• , 

(3N son las ra í ces de una ecuación alge

braica con coeficientes enteros raciona

les. En efecto, a partir de la ecuación 

cuyas raíces son a ,a , ... ,a 
1 2 n 

podemos 

construir otra ecuación con coeficientes 

enteros cuyas raíces son las sumas de dos 

términos a + a 
n-1 n 

( 1 ) 
Los coeficientes de la ecuación mónica 

de grado n(n-1)j2 

(X-(o: +0: » (X-(o: +0: »" .. (x-(a +0:», 
1 2 1 3 n-1 n 

cuyas, raíces son los números o: . +0: . , 
1 J 

don dei ,} = 1,2,. ,n ,e i <}, s o n fu n c i o 

nes simétricas de los a y por tanto 
k 

son funciones racionales enteras de 

los coeficientes del polinomio 

cuyas raíces son a
1
,0:2, •• ,a

n 

mónico 

y por 

consiguiente son números racionales. 

Luego, los números a.+ a. son 
1 J 

de una ecuación algebraica con 

cientes enteros. 

raices 

coefi-
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Semejantemente, a partir de la ecuación 

cuyas raíces son estos últimos números po

demos construir otra, también con coefi-

cientes enteros, cuyas raíces son las su
mas de tres términos oc +oc +oc ,oc +oc +oc , ••• 

1 231 2 4 

,oc +oc +oc 
n-2 n-1 n 

Y así sucesivamente. Por 

último, oc +oc + ••• +OC que es el coeficiente 
1 2 n 

de mayor grado de la ecuación mónica, cu-

yas raíces son oc 1 ,oc2 "" ,oc
n

' es un número 

racional y satisface por tanto a una ecua

ción lineal de coeficientes enteros. Mul

tiplicando todas las ecuaciones así obte

nidas se obtendrá una ecuación de coefi

cientes enteros algunas de cuyas raíces 

pueden ser nulas, y cuyas restantes raíces 

son /3 1 /32, •.. ,/3N Si la dividimos por la , 
potencia de la incógnita cuyo exponente es 

igual al número de raíces nulas, resultará 

una ecuación de grado N cuyas raíces son 

los N números /31,/32'" .,/3N 

2 .N 
b+bz+bz+ .•• +bz =0, (b,b~o 

o 1 2 N o N 

b. entero para i = 0,1, ... ,N). 
l 
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Resumiendo: si se supone que n es alge

braico tendrá que cumplirse la ecuación 

(S) en donde 

son raices de 

los 

una 

exponen tes {3 , {3 , ••• , {3 
1 2 N 

ecuación (6). Si demos-

tramos que de (S) y (6) resulta una con

tradicción quedará probado que n es un nú

mero trascendente. Podemos decir en conse

cuencia que para demostrar que n es tras

cendente basta probar la siguiente propo

sición que es un caso particular del teo

rema de Lindemann Si {31,{32' ••• ,f3N son 

las raíces de una ecuación (6), no es po

sible que se cumpla la relación (S). 

La demostración se hará siguiendo pasos 

semejantes a los de la demostración de la 

trascendencia de e, de la que difi~re en 

aspectos muy importantes. -Tal como enton

ces pudimos obtener expresiones apropiadas 

de las potencias enteras de e, ahora las 

obtendremos para las potencias de e que 

figuran en la ecuación (S). Ellas serán 

f3 1 
11 + e: f3 2 

f1 + e: 
1 1 2 2 e = 11 

e = 11 ' ... , 
f3 N 

11 + e: 
N N (7) e = 11 
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en donde, como probaremos luego, H será un 

entero y los números t.
1

, ••• , t.
N

, que ahora 

podrán ser comp1ej os, serán tan pequeños 

como se quiera en valor absoluto; pero en 

que, a diferencia de 10 que tuvo lugar en 

el caso de e, la suma L Hv ' y no cada uno 
v 

de los números Hv ' será un entero divisi-

ble por un cierto número primo p(1) 

Sustituyendo en (5) los valores (7) se 

obtiene 

En el curso de la demostración probaremos 

que aH, 
o 

y por tanto la primera expresión 

entre corchetes, es un entero no divisible 

por un número primo p, y es por consi

guiente un entero diferente de cero. Pro

baremos también que basta elegir al número 

primo p 

la suma 

suficientemente grande, para que 

t.
1 

+t.
2 

+ ••• +t.
N 

se haga tan pequeña 

( 1 ) 
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ComO' observaremos mas tarde, los 
serán ahora enteros algebraicos, 
riamente enteros (racionales). 

números H v 
no necesa-



como se quiera. Resultará así que (9) es 

una relación imposible, 10 que probará que 

rr es trascendente. 

Procederemos ahora a exponer los deta

lles de la demostración que acabamos de 

describir. 

1. Para definir al número M utilizaremos 

una adecuada modificación de la integral 

de Hermi te que fue utilizada para demos

trar la trascendencia de e. M será dado 

por 

donde b
N 

es el coeficiente de zn en (6), y 

p es un cierto número primo que luego de

terminaremos. Puesto que ~ , ... ,~ son las 
1 N 

raices de la ecuación (6), puede escribir-

se 
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y por consiguiente 

N P [b+bz+ .•• +bz]. 
o 1 N 

(N-llp-1 
• b

N 
(10) 

2. Desarrollemos ahora el integrando según 

las potencias de z . La menor potencia es 

Zp-1 y da origen al término 

r
a> -z p-1 

e z dz bP b (N-llp-1 

(p-1 ) ! o N 

o 

de la expresión de M. 

La fórmula 

f(p) = r·zP-le-ZdZ = (p-I)! 

o 

(11) 

(12) 

que da el valor de la función gama para p 

entero positivo permite escribir el térmi

no (11) en la forma 
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Los demás términos del integrando de la 

expresión de M contienen a z elevado a la 

potencia P o mayores que p, de manera que 

sus integrales son de la forma 

K ro 
q J -z q-l 

( p-1 ) ! e z d z , 
o 

(q-1 ~ p), 

donde k es un entero. En virtud de (12) 
q 

esos términos tienen valores 

K (q-1)! = 
q (p-1)! Kq .p ... (q-1), (q-1 ~ p), 

de manera que todos ellos son números en

teros divisibles por p. Resulta así que M 
es la suma de b

o 
b~N-1)P-l y de un múlti-

plo de p. Basta con que elijamos al número 

primo p de modo que sea p > I bol y p > I b
N 

I 

b b
CN-l)p-l 

para que o N no sea divisible por 

p, y por tanto, para que M tampoco sea di

visible por p. Por último, puesto que a 
o 

es un entero positivo, a M no será divi
o 

sib1e por p si elegimos a p con la condi-

ción adicional p > a . 
o 
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3. Ahora vamos a determinar a los números 

I1v y C-v de las fórmulas (7). El procedi

miento que fue empleado en el caso de e 

requiere ahora una importante modificación 

porque para definir esos números vamos a 

emplear los números ~v como uno de los lí

mites de integración, que pueden ser com

plejos (de hecho: uno de ellos es in). Por 

consiguiente las integrales mediante las 

cuales definiremos a I1v y C-v deberán con

siderarse sobre el plano complejo, a cuyo 

fin podemos observar que los integrandos 

son funciones anal í ticas uniformes de la 

variable compleja z, regulares salvo en el 

punto z = 00 en que hay una singularidad 

esencial. Debemos por tanto fijar conve

nientemente el camino de integración. 

Para cada valor de v la integral que 

expresa el valor de 11 en la fórmula (10) 

puede ser elegido, como se ve en la figu

ra de la pago 109, formado por un segmento 

de recta que parte de o y llega a f3v ' y 

por una semirrecta paralela al eje real, 

que parte de ~v ' y va a 00 • Como es sa-
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bido, el valor de la integral resulta ser 

el mismo para todos del número v . 

I , 
, 

o 

I , 
, , 

fJ :.---
4 

f3 1 ... - - - - - - - ---,...,.' f3 
2 

""', f3 3 

" ..... ---- --- ---- - --

---_ .. -_ .. --------- .. ---

La integral a 10 largo del segmento ofJv 
definirá el valor de f:v que, como luego 

veremos podrá hacerse arbitrariamente pe

queño si se elige al número primo p sufi

cientemente grande; y la integral a 10 

largo de la semirrecta fJv
oo proporcionará 

el valor de Mv . Se tiene por tanto 

fJ v 

J 
e-zzP-1dz N P 

( 1)' [b +b z+ ••. +b z ] p-. o 1 N 

o 

b (N-1lp-1 
• N (131 
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ro 

J 
e-zzP-ldz N P 

( 1) , [b +b z+ ... +b z ] p-. o 1 N 

f3 V 

(N-l)p-1 
• b

N 
(14) 

valores que es fácil observar que satisfa

cen a las relaciones (7). 

4. Trataremos ahora acerca de los ~v 

Como se sabe, el valor de la integral de 

una función de variable compleja es no ma

yor que el producto del máximo del valor 

absoluto del integrando sobre el camino de 

integración por la longitud de éste que en 

este caso es lf3vl. 

El integrando puede escribirse en la 

forma 

Si G denota al maX1mo de Iz(b +b z+ ... + 
o 1 

bNZ
N

) b:- 1 1 en una región del plano comple-
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jo que contiene a todos los segmentos que 

unen a o con los ~v' resultará que I€vl s~ 

rá no mayor que el producto de eP-
1/(p_1)! 

por factores que son independientes de p. 

Resultará así que si se aumenta convenien

temente el valor de p, lo que es siempre 

posible, los números €v y por tanto la su

ma € + ... +€ puede hacerse tan pequeña co-
l v 

mo se quiera; en particular, menor que la 

unidad. 

5. Nos ocuparemos ahora de los números Mv. 
Si reemplazamos en el integrando de la 

ecuación (14) la expresión entre corchetes 

por su valor deducido de (9) y sustituímos 

luego la variable z por la variable Cv = 
z-{3v' que deberá variar entre o e 00, se 

obtiene 

en donde 
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(16) 

Se tiene entonces que 

N N ro 

¿ M = L J e-'dC cP <I>(C) , 1) (p-1) ! 
1)=1 1)=1 o 

(17) 

en donde 

N 

<I>(C) = I b:P-l(C+~I)P-1(C+~I)-~1)P", 
1)=1 

••• (C+~I)-~I)_l)P(C+~I)-~I)+l)P", 

••• (C+~I)-~N)P 

es un polinomio en C, en cada uno de cuyos 

sumandos una de las N cantidades ~1'~2"" 

~N juega un papel particular; pero en el 

conjunto de ellos ninguna de esas cantida

des tiene un rol diferente del de las de

más. Por esa razón, si se desarrollan las 

potencias y se llevan a cabo los productos 
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de la expresión de <P(C), cada uno de los 

coeficientes de las potencias de C es una 

función racional entera y simétrica de ~1' 

""~N con coeficientes enteros. Ahora 

bien, los números ~ l' ••• '~N son todas raí· 

ces de la ecuación (6) cuyos coeficientes 

son enteros, pero que no es mónica. Por 

tanto el teorema 2 de la sección 5.1 nos 

permite establecer que los mencionados coe· 

ficientes de las potencias de C del poli· 

nomio <P( () son racionales. Pero nosotros 

deseamos probar que esos coeficientes son 

enteros. Esto podemos lograrlo valiéndonos 
Np-l 

del factor entero b
N 

que aparece en to-

dos los términos de <P(C). Puede escribirse 

en efecto 

N 

<P( () = L ( b "'+b Q )P-1(b "'+b Q b Q )p 
N'" NfJV N'" NfJV- NfJ l ••• 

V=l 

.. • (bNC+bn~v-bN~V_l)P(bNC-bN~V-bN~V+1)P 

••• (bNC+bN~V-bN~N)P, 

Cuando se lleva a cabo el cálculo de los 

coeficientes de las potencias de C median-
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te la fórmula de la potencia de un polino

mio se obtienen funciones enteras raciona

les simétricas de los productos bNf31, bNf32, 

... , b
Nf3N, con coeficientes enteros. Ahora 

bien, estos últimos N productos son todas 

las raíces de la ecuación que resulta de 

la ecuación (4) cuando se reemplaza la in

cógnita z por la incógnita w tal que w = 
b

N
, o sea la ecuación 

y también, por tanto, de la que resulta de 
N-1 

ésta al multiplicarla por b
N 

' o sea 

+ .•. + 

= o, (18) 

que es una ecuación mónica con coeficien

tes enteros. Resulta así, según el teorema 

2 de la sección 5.1, que los coeficientes 

del polinomio ~(C) son números enteros que 

denotaremos por A ,A , ... ,A 
o 1 Np-l 

Se tiene 

por consiguiente 
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N 

V=l 

2 
(A +A C'+A C' + 

o 1 2 

.+A C'Np-l) 
Np-1 ' 

y en virtud de (12) resulta 

N 

1 
(A p! 

o (p-1 ) ! 
V=l 

+ A (Np)!), 
Np-l 

N 

+ A (p+ 1 ) ! 
1 

+ •.. 

(19) 

b \' 11 que prue a que L v es un número entero 
V-1 

(1) 
divisib.le por p. 

( 1 ) 
Cabe aquí 
camos en 
cedente, 

observar que, tal 
una 
los 

n o t a d e p. i e d e 
números 11 son 

gebraicos. En efecto, 
V 
puesto 
raíces 

como i n d i -

página pr~ 

enteros al 

que b fJ , 
N 1 

del a .• ,bNfJN son todas las 
ecuación mónica (18) con coeficientes 
enteros, dichos números son, por defi
nición, enteros algebraicos. De (15) 
puede deducirse entonces, mediante la 

fórmula (12), que 11 es una expresión 
V 

racional entera de números algebrai-

cos. De lo dicho al final de la sec
ción 5.1 resulta que 11 es un número 

V 
entero algebraico. 
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En la parte 2 de la demostración hemos 

probado que a H es un entero que no es di-
o 

visible por p . 

Por consiguiente la suma 

es necesariamente un número racional ente

ro que no es divisible por p , y por tanto 

es diferente de cero. Resulta así que la 

ecuación 

N N 

[aoH + L Hvl + [ ¿ E:vl = o , 
1)=1 1)=1 

que es la ecuación (S) no puede cumplirse, 

pues no es posible que la suma de un ente

ro diferente de cero y de un número que es 

menor que la unidad pueda ser igual a 

cero. Esto prueba, según fue explicado al 

comenzar la demostración, que si se supone 

que n es un número algebraico, la ecuación 

(2), que es cierta sin duda, no podría 

cumplirse. Luego n es un número trascen-
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dente, y como consecuencia resulta la im

posibilidad de resolver el problema clási

co de la cuadratura del círculo. 

§ 6. ANEXO 

Los Números Algebraicos 

Para las definiciones de los números 

algebraicos y de los números enteros alge

braicos remi timos al lector a la sección 

5.1 . 

Sea ~ el campo de los números raciona

les y ~[x] el anillo de los polinomios en 

x, con coeficientes racionales. 

Un polinomio f(x) E ~[x] se llama irre

duci bl e si no es posible expresarlo como 

un producto de dos polinomios ninguno de 

los cuales sea de grado o, es decir ele

mentos pertenecientes a ~. 

Teorema 3. 

La suma, la diferencia, el producto y el 

cociente (en este último caso con divisor 
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diferente de cero) de dos números alge

braicos, son números algebraicos. 

Demostración. 

Sean a y f3 dos números algebraicos. Por 

definición serán raíces de las repectivas 

ecuaciones mónicas 

m m-1 (1) X + a x + ••• + a = o 
1 m 

n 
b 

n-1 
b (2) X + X + ••• + = O 

1 n 

cuyos coeficientes son números racionales. 

Sean a = a,a, ••• ,a las raíces de 
o 1 m-1 

(1) y f3 = f3,f3 , ••• ,13 las raíces de (2). 
o 1 n-1 

Consideremos la ecuación mónica 

i , j 

n (x-(a.+f3.» 
1 J 

mn mn-1 
= X +e X + ... +e = o, 

1 mn 

(3) 

donde el producto del primer miembro se 

extiende a todos los pares (i,j) tales que 

i = o,1, ... ,m-1, j = o,1, ... ,n-1. 

Los coeficientes e ,e , . .. ,e son funcio-
1 2 mn 

nes enteras simétricas de las raíces de 
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las ecuaciones (1) Y (2); son por tanto 

funciones racionales enteras de los coefi

cientes de dichas ecuaciones, es decir que 

son números racionales. Puesto que a + ~ = 
a + ~ es una raíz de (3), será un número 

o o 

algebraico. De manera semejante se prueba 

que a-~ y a~ son números algebraicos. Para 

probar que a/~, con ~ ~ o, es algebraico, 

puede observarse que 1/~ es algebraico 

porque es raíz de la ecuación de coefi

cientes racionales 

b yn + b 
n n-1 

n-1 
y + ••. + b 1Y + 1 

Resulta entonces que el producto 

es algebraico .• 

Corolario 1. 

= o 

1 a 
a. 73 = fi 

Toda función racional de números algebrai

cos con coeficientes racionales, en que 

ningún divisor es nulo, es un número alge

braico. 

Demostración. 

Resulta del Teorema porque todo número ra

cional es algebraico .• 
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Corolario 2. 

La suma, la diferencia y el producto de 

dos números enteros algebraicos son ente

ros algebraicos. 

Demostración. 

En este caso, los coeficientes e de la 

ecuación (3), en el caso de la suma a + ~ 

de dos enteros algebraicos, son funciones 

racionales enteras de los coeficientes a y 

b; Y puesto que estos son ahora enteros 

por hipótesis, los e serán también ente

ros. Luego a+~ será un número entero alge

braico. Semejantemente para a-~ y a~ .• 

La siguiente proposición no es utiliza

da en los parágrafos precedentes. Se in

cluye aquí unicamente a título de informa

ción complementaria de interés en la teo

ría de los números algebraicos. 

Teorema 4. 

Si w es una raíz de la ecuación 

F(x} 
n n-1 

=x+ax + ••. +a=o, 
1 n 

donde los coeficientes son números a1ge-
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braicos, es también raíz de una ecuación 

con coeficientes racionales y por tanto es 

un número algebraico. 

Demostración. 

Cada uno de los números a.(i=1, ... ,n), por 
1 

cuanto es algebraico, será raíz de una 

ecuación mónica ~.(x) = o 
1 

de grado.m. con 
1 

coeficientes racionales, cuyas raíces va

mos a designar por 

° a 
(m - 1) 

i 

Sea m = m
1
m

2 
••• m

n
, y definamos los m poli

nomios 

F. (x) 
J 

n j 1 
= X +a x 

1 

n-l n-2 jn-1 j 
n 

+ ••• +a x+ a 
n-1 n 

donde j= {j1, ... ,jn}' jkE {o,1,2, ... ,mk-1} 

para k = 1,2, ... ,n; de manera que 

F = F(x). 
(0, ... ,0) 

Consideremos el polinomio 

[(x) = n F(x) 
j j 

donde el producto se extiende a todos los 
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conjuntos j. El número ú) es raíz de la 

ecuación 

f(x) = o. 

Ahora bien, los coeficientes de f (x) 

son evidentemente funciones racionales en

teras simétricas de todas las raíces de la 

ecuación mónica qJl(X)qJZ(X) ••• qJn(X) = o de 

coeficientes racionales; por consiguiente, 

según el teorema 2, son funciones raciona

les de estos últimos coeficientes, y por 

consiguiente ellos mismos son números ra

cionales. Puesto que ú) es raíz de la ecua

ción f(x) = o, será un número algebraico .• 

Ejemplo. 

Sea ú) una raíz de la ecuación 

F(x) = 2 
X + 12 x + ~ = o. 

Tenemos ahora: (X = 12 
1 

y (XZ= ~, de modo 

(X0 = .f2, (x' = -.(2, (X0 = ~, (X' = -~, 
1 1 Z Z 

y 
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F 
2 /2x /3 = x + + 

(o, o) 

F 
2 /2x /3 = x - + 

( 1 , o) 

F 
2 /2x /3 = x + 

(o, 1 ) 

F(l,1) 
2 /2x /3. = X -

Se tiene entonces 

f(x) = F .F .F F = 
(0,0) (1 o) (0,1) (1,1) 

864 2 
X - 4x - 2x - 12x + 9 = o. 

Puesto que (J es una raíz de esta última 

ecuación, es un número algebraico. Puede 

observarse que es un entero algebraico; 10 

cual es consecuencia de que los coeficien

tes del polinomio F(x) son enteros alge

braicos, según resulta del siguiente coro

lario. 

Corolario. 

Si (J es raíz de la ecuación 

n n-l 
F(x) = X + <X X + ••• + <X = O, 

1 n 

donde <Xl'<X2, ••• ,<Xn son enteros algebrai

cos, entonces él mismo es un entero alge

braico. 
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Demostración. 

Usando las notaciones de la demostración 

del teorema anterior, los coeficientes de 

f(x) son funciones racionales enteras de 

los coeficientes de las ecuaciones ~.(x) = 
1 

o, los cuales son ahora enteros raciona-

les. Luego los coeficientes de f (x) son 

racionales enteros y w es un entero alge

braico.-
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Una función f : ~g ~ ~ será llamada a -

homogénea de grado uno si 

Tales funciones - por ejemplo - aparecen 

como funciones de producción en Economía 

(Ver [1]) y el objetivo de este artículo 

es responder a ¿qué podemos decir acerca 

de una tal función? Es fácil ver que una 

condición necesaria para que una función f 

sea a - homogénea es que f ( o) = o y que 

toda función ~ - lineal definida en ~g es 

a - homogénea. Sin embargo, como se verá a 

continuación, una función no tiene por qué 

ser continua en el o, y, aun permitiendo 

discontinuidad en ~n conjunto de medida de 

Lebesgue cero, no se obtendrá la lineali

dad. 

Sea ~ := { f : ~g ~ ~ / f es a - homo-a 
génea de grado uno}. A continuación sólo 

consideraremos el caso a > 1 debido que el 

otro puede ser tratado similarmente con 

a-l. Nótese también que ~g puede ser reem

plazado por un Espacio de Banach. 
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[ .a 
{x E IR g 

: 1 ~ 11 x 11 < a} ( es-Sea 

pecie 

11 

de "hiper-casquete" sólido) donde 

11 denota una norma de IR g
, e. g . la 

euclidiana. 

Lema. 'V x E IR g 
\ {O} 3! n E 7L / a n ~ 11 x 11 

n+1 < a 

Prueba. La unicidad es clara. Para la 
existencia: Si 11 x .11 ~ 1 =+ n . - máx {m E 

7L 
m 

~ 11 11 } . Si 11 11 1 : a x x < =+ n . -
mín {m E 7L+ 

O 
: 11 x 11 ~ a-m} •• 

Tomemos (J E ~ Y sea f IRg~ IR de-a, 1 (J 

finida por 

~{ 
o si x = o 

X 
n 

(a -n x) si # a (J x o 

y n es como el lema. 

Proposición 1. 

u = {f :(J E u } a (J a,1 
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Prueba.-

"~,, : Es suficiente restringir f E ~ a ~ a a 
y usar su a-homogeneidad. 

"2" : Sean (J E ~ ,x E IRQ \ {o} y n co-a, 1 

mo en el lema. Entonces n+1 a ~ 11 ax 11 < 
n+2 

a 

(x) •• 

Luego, f (ax) 
(J 

n+1 -n-1 = a (J ( a ax ) = 

¿Qué condiciones aseguran un comportamien

to "aceptable" para f E ~ ? Debido a la a 
existencia de funciones continuas sin de-

rivada en ningún punto [2, Thm. 1, pag.37] 

y f(o) = o observamos que o tendrá un pa

pel decisivo en el comportamiento global 

de f. Es claro que la continuidad en el o 

no es suficiente para garantizar diferen

ciabilidad en una vecindad de tal. 

Proposición 2. 

Si f E ~ es diferenciable en el 0, entona 
tonces f es diferenciable en IRg. Más aún, 

f es IR- lineal. 
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Prueba. - La existencia de la derivada en 

el o (Df(o», implica la existencia de de

rivadas direccionales, i .e., ~ v E ~g 

Df(O).v = lim f(tv) 
t40 t 

Consideran la sucesión < 

de (*) obtenemos: 

-n 
a 

Df(O).v = lim f(a-nv)an 

n-HO 

(* ) 

>---4 o 

(**) 

La a - homogeneidad de f implica : V n E 

71,+ f(ex-nv) = a-nf(v). De (**) sigue que 
o 

f(v) = Df(O).v .• 

A seguir una justificación geométrica 

de la prop.2 para n = 1. Para este caso se 

tiene 

Escolio: Si f es a - homogénea de IR en IR 

y es diferenciable por la derecha (iz

quierda) del o, entonces ~ x ~ o f(x) = ax 

(~ X ~ o, f ( x) ax) .• 
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En el gráfico : 

f(l)··I· .. ¡ y de la existencia ] de la derivada por 

la derecha el x en 

0, la ~-homogeneidad de [ y una sucesión 

[(x. ) 
_........::..J_~ 

x 
j 

k 
x 

k 

Luego si kjx ± f(1), 

ciable. 

f no será diferen-
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l. Introducción. 

Consideramos una prueba de vida, de 

tipo 11 con censura, de N elementos cuyos 

tiempos de vida siguen una ley exponencial 

y construímos un predictor bayesiano empí

rico del tiempo en que ocurrirá la r-ésima 

falla, habiendo observado la k-ésima, en 

la experiencia actual, a partir de obser

vaciones en experiencias precedentes. 

Finalmente, comparamos a través de la 

simulación a este predictor con un predic
tor obtenido por métodos clásicos por 

Lawless (1971) y a un predictor bayesiano 

obtenido por Dunsmore (1974). 

2. La Predicción Estadística. 

La predicción estadística consiste en 

utilizar las observaciones de un experi

mento aleatorio (experimento informativo) 

E para predecir resultados de otro experi
mento aleatorio (experimento futuro) F. 

Consideramos que E y F son independientes. 

Supongamos que la información obtenida 

de la realización de E puede expresarse a 

134 



través de una variable aleatoria (v.a.) X 
o de una estadística suficiente de una 

muestra de la v.a. X, que tiene por densi

dad f(x : e), donde e pertenece a un con

junto de parámetros O. Buscamos entonces, 
predecir las observaciones de una v. a. Y 

que tiene por densidad f(y : e) y que des

cribe ciertos resultados de F. 

Para situarnos en el contexto bayesia

no, supondremos que e sigue una ley a 
priori G(e), (e E O). Si G(e) admite una 

densidad f(e), entonces la densidad pre

dictiva de Y, dada X, se expresa por: 

f(y x) ; J f(y: 6)f(6:X)d6 

O 

(1) 

donde f(e:x) representa la densidad a pos

teriori de X. 

Para el caso discreto cambiamos, sim

plemente, el signo de integral por el de 

sumatoria. 

Se puede demostrar que bajo ciertas 

condiciones de existencia, poniendo E(Y:e) 

= u(e), donde u es una función dada (Capa 
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Santos 1986, por ejemplo), entonces el 

predictor bayesiano se puede expresar por: 

p(x) = E[u(e):x] 

es decir, utilizando la expresión explíci

ta de la densidad a posteriori 1'(e:x) en 
la fórmula (l), tenemos: 

P(x)=Jg(e)r(x:e)r(e)de/J~(x:e)r(e)de 121 

El análisis bayesiano paramétrico con

sidera conocidas 1'(x:e) y 1'(e) y de esta 

forma se puede calcular p(x) utilizando la 
expresión (2). El análisis bayesiano empí

rico paramétrico, al contrario, supone co

nocida 1'(x:e) y asume solamente la exis

tencia de la ley G que sigue e. 

Para encontrar una regla de decisión en 
el contexto bayesiano empírico, suponemos 

que el experimento E se ha realizado va

rias veces en el pasado, de manera inde

pendiente entre ellas y que e sigue en 

todos los casos la misma ley a priori, 

desconocida (esto puede ser de mucha uti

lidad en los procesos en los que no exis-
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ten cambios demasiado bruscos en ciertos 

períodos de tiempo, permitiéndose utilizar 

la información precedente}. Es decir, en 

el momento de tomar la decisión actual, 

disponemos de una serie de elementos alea

torios independientes: 

(x,e ), ... ,(x,e} = (x,e) 
z z n n 

Los elementos e , ... ,e = e son, evidente-
1 n 

mente, desconocidos y no observables. Su-

pondremos también que G tiene una inter

pretación frecuencial y utilizaremos los 

valores x , ... , x = x para obtener la in-
1 n 

formación sobre G que nos permita deducir 

una regla de decisión ó (x) = o (x,x , ..• , 
n n 1 

x
n

_
1

) que aproxime, en un cierto sentido, 

al predictor bayesiano p. o se llamará un 
n 

predictor bayesiano empfrico (p.b.e.J 

Lemon y Kru t chkof f (1969) proponen la 

estimación de la función de distribución G 

(o ley a priori) por una función en esca

lera, con saltos de tamaño 1/n en los pun

tos e,(l = 1, ... ,n}, donde e es una esti-
1 

mación clásica de e en la 1 -ésima expe-
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riencia, en el pasado, basada en estadís

tica suficientes. 

3. Construcción de un Predictor Bayesiano Empírico. 

Supongamos que deseamos medir el tiempo de 

vida de 11 elementos idénticos e indepen

dientes. Probaremos a la vez estos elemen

tos y detendremos la experiencia en el mo

mento que ocurra la p-ésima falla (1spsl1). 

Los elementos que fallan durante el expe

rimento no se cambiarán. Definiremos a 

esta prueba como una prueba de tipo (11,8, 

p), lo que corresponde en la literatura 

anglosaj ona a las pruebas censuradas de 

tipo 11. 

La v.a. T representará el tiempo de 

vida de un elemento y (T l' ... , T p)' a la 

muestra ordenada de tiempos de falla. Su

pondremos que T sigue una ley exponencial 

estándar de parámetro e(e>o), cuya densi

dad está dada por la fórmula 

f(t) = eexp(-et) (t>o) 
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Si deseamos predecir en la misma prueba el 

r-ésimo tiempo de falla, habiendo observa

do la k-ésima falla, tenemos el problema 

de que las experiencias informativa y fu

tura no son independientes. Sin embargo, 

utilizaremos el hecho de que si el tiempo 

de vida T sigue una ley exponencial están

dar de parámetro e, entonces (Tanis, 1964) 

las v.a.: 

k 

Sk = L T1 + (N-k)T k Y 
i = 1 

y = T -T 
r k 

son independientes. Además Sk sigue una 

ley r(k,e) y y tiene por densidad: 

f(y:e) = eexp(-(N-r+1)ey)(1-exp(-ey» r-k-1 

donde, 

-1 (B(N-r+1,r-k» 

-1 B(N-r+k,r-k) = (N-k)![(N-r)!(r-k-1)!] 

Tenemos entonces: 

E(Y:e) = (N-k)![e(N-r)!]-1 
r-k-1 

L (_1)1 
i=o 

[i! (r-k-1-i)! (N-r+i+1 )2]-1 
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Es decir, 

-1 
E(Y:e) = e u(N,r,k) 

donde u es una función de las tres varia
bles indicadas e independiente de e. Esto 

nos permite obtener el predictor bayesiano 

de Y (sabiendo que Sk= s): 

-1 
pes) = u(N,r,k)E(e :s) 

Situemos en el contexto b.e. y supongamos 

aún que los datos (k ,s ), ... , (k , 
1 k1 n-l 

S ) = (k, s ), donde s es el tiempo de 
kn-1 k k . 

prueba observa hasta la k-ésima falla en 

la prueba actual, sean disponibles. 

Si S = s y o (s) es un estimador b.e. de 
k n 

1/e basado en los datos precedentes (el 

cálculo se hará siguiendo los procedimien
tos mencionados en (2), entonces: 

y = u(N,r,k) o (s) 
n n 

es un predictor b.e. de Y. Esto nos permi
te dar un predictor b. e. T de T 

r"n r 

T 
r,n 
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Es necesario señalar que el valor de T k 

debe conocerse en la prueba actual. 

Tomando como estimador clásico de e al 

estimador de máxima verosimilitud: 

e = k /s 
i k i 

(i=1, ... ,n) 

utilizando el procedimiento de Lemon y 

Krutchkoff y puesto que S 
k 

sigue una ley 

f(k,e), obtenemos el p.b.e. de T si-
r 

guiente 

pbe 
n ~ k-1 ~ 

= u(N,r,k) [ L e. eXp(-e.s
k

)] 
1 1 

i = 1 

n ~ k ~ _ 1 [ L e. eXp(-e.s
k

)] + t (3) 
1 1 k 

i = 1 

4. Comparación de los predictores. 

Con la finalidad de tener una idea so

bre el comportamiento de los predictores 

b.e. de T , consideremos el predictor de-
r 

finido por la fórmula (3) y otros dos pre-

dictores obtenidos por métodos diferentes. 

El primero es un predictor bayesiano (de-
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notado pb), encontrado por Dunsmore (1974) 

utilizando una ley gama f(g,h) como ley a 

priori para e, pues estas leyes definen 

una familia de conjugadas naturales. Para 

el caso r = k + 1, pb está definido por: 

donde, 

pb = Hj(N-k) (G-1) 

H = h+S 
k 

y 

(G>l) 

G = g+k 

El segundo predictor, es el calculado por 

Law1ess (1971) a través de métodos clási

cos, y que corresponde al predictor baye

siano con respecto a una ley no informati

va para e; es decir, cuando tomamos h=g=o. 

El predictor de Lawless se expresa enton

ces como sigue : 

pe = S j(N-k)(k-l) 
k 

(k>l) 

La metodología elegida para comparar los 

predictores puede describirse de la si

guiente manera : 

Hemos elegido como ley a priori para e 
una ley gamma f(g,h), pues esta nos permi-
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te construir un predictor bayesiano utili

zando el criterio de las familias conjuga

das naturales. Varias combinaciones de los 

parámetros han hecho posible la compara

ción de los predictores con respecto a di

ferentes leyes a priori r(g,h). 

Cuando se ha fijado una combinación de 

parámetros (g,h), se generan n observacio

nes 8 , ... ,8 de una ley r(g ,h). Con cada 
1 n 

una de las primeras (n-1) observaciones 

construimos (n-1) muestras completas de 

una ley exponencial estándar, todas del 

mismo tamaño (tomamos k 1 = 6, y entonces 

k = 5, (i = 1, ... ,n-1». Estas muestras 
i -1 

deben ser independientes, condicionalmente 

a los 8., Y ordenadas para calcular los 
1 

tiempos de prueba S .. 
1 

Con la última observación 8 generamos 
n 

una muestra completa, independiente de las 

precedentes, de tamaño N = 10, de una ley 

exponencial estándar de parámetro 8 , con 
n 

la cual efectuaremos nuestras previsiones. 

Luego de ordenarla, calculamos Sn y 

(k = 6). 
n 
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Finalmente calculamos el estimador de 

máxima verosimilitud de e., con la infor-
1 

mación de la Í-ésima muestra, de acuerdo a 

lo indicado en la sección precedente. 

Ahora procedemos a calcular los diver

sos predictores de T
7 

(es decir, hemos to

mado r = k + 1 = 7) en la prueba actual 

(la n-ésima). Hay que recordar que s y k 

corresponden, 

k = 6. 
n 

respectivamente, a s 
n 

y 

Los valores de n considerados var ían 

entre 2 y 21. Nos limitaremos a presentar 

ciertos resultados hasta n = 11, pues lue

go de este valor no constatamos diferen

cias importantes. Puesto que, con observa

ciones simples era difícil obtener conclu

siones defini ti vas, para cada valor de n 

repetimos la experiencia 100 veces, lo que 

nos permi tió aproximar los riesgos baye

sianos de los predictores por sus riegos 

empíricos, con la fórmula : 

100 

[ L (valor de la j-ésima previsión 
j=l 
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Para ciertos análisis complementarios, 

también calculamos las varianzas empíricas 

de estas aproximaciones de los riesgos ba

yesianos. 

Hemos calculado además, la media teóri

ca (media de las observaciones margi

nales) : 

r 

m
t
= h(g_1)-1 L (N_i+1)-1 

i = 1 

al igual que las medias empíricas de T 
r 

En las tablas 1 y 2 presentamos algunos 

resul tados de los ensayos numéricos, con 

los que podemos constatar la concordancia 

con los aná lisis teóricos. Por ej emplo, 

los riesgos del predictor bayesiano son 

casi siempre más pequeños que aquellos de 

los otros predictores. Es necesario obser

var que los riesgos del pb y los del pbe 

están bastante cerca y los del pbe son más 

pequeños que, los del pe; esto se puede 

también constatar en la fig. 1, donde he

mos representado los comportamientos de 

pb, pe y pbe, para una ley a priori 
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f(4,6). Notemos, que en el caso en que los 

riesgos empíricQs tengan valores muy cer

canos, las varianzas empíricas de los 

riesgos de pe son, en general, más grandes 

que las otras. 

s. Conclusiones. 

La información que presentamos contiene 

resultados de tipo bayesiano; esto nos ha 

permitido controlar la calidad de las si

mulaciones. Recordemos, sin embargo, que 

en la mayoría de problemas la ley a priori 

de e es desconocida; sería entonces, más 

interesante comparar los comportamientos 

del predictor b.e. y el predictor clásico. 

El predictor pbe, tiene un comporta

miento similar al pb y además se lo puede 

calcular rápidamente con una calculadora 

de bolsillo, lo que nos haría prferirlo en 

la práctica. 

Aunque no hemos presentado aquí los re

sultados concernientes a los intervalos 

predictivos, señalemos las principales 

conclusiones a las que llegamos por medio 
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de estos ensayos numéricos: Se puede ele

gir el intervalo predictivo b.e. si se es

pera que la observación por predecir sea 

grande. Por el contrario, si ésta es pe

queña, sería preferible utilizar el inter

valo predictivo clásico. 
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TABLA 1 

pb pbe pe obs. 
n = 2 
medias empíricas: 2,16 2,16 2,25 2,13 
riesgos empíricos: 0,17 0,20 0,27 
varo emp. riesgos: 0,09 0,11 0,25 

n = 3 
medias empíricas: 2,29 2,30 2,40 2,19 
riesgos empíricos: 0,26 0,30 0,40 
varo emp. riesgos: 1,26 1,17 1,27 

n = 4 
medias empíricas: 2,12 2,12 2,22 1,86 
riesgos empíricos: 0,50 0,53 0,56 
varo emp. riesgos: 2,02 1,83 1,67 

n = 5 
medias empíricas: 1,95 1,93 1,99 1,86 
riesgos empíricos: 0,15 0,17 0,21 
varo emp1 riesgos: 0,09 0,09 0,14 

n = 6 
medias empíricas: 2,41 -2,43 2,54 2,35 
riesgos empíricos: 0,19 0,24 0,35 
varo emp1 riesgos: 0,10 0,19 0,54 

n = 7 
medias empíricas: 1,97 1,97 2,04 1,90 
riesgos empíricos: 0,16 0,17 0,22 
varo emp1 riesgos: 0,14 0,15 0,20 

n = 8 
medias empíricas: 2,26 2,28 2,36 2,19 
riesgos empíricos: 0,26 0,23 0,30 
varo emp1 riesgos: 0,44 0,20 0,23 
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n = 9 
medias empíricas: 2,07 2,09 2,16 2,15 
riesgos empíricos: 0,35 0,38 0,36 
varo empl riesgos: 0,50 0,70 0,59 

n = 10 
medias empíricas: 2,20 2,22 2,30 2,28 
riesgos empíricos: 0,52 0,50 0,53 
varo empl riesgos: 3,16 2,35 2,69 2,76 

n = 11 
medias empíricas: 2,22 2,23 2,32 2,28 
riesgos empíricos: 0,27 0,30 0,39 
varo empl riesgos: 0,59 0,64 0,78 

Resultados con una ley a priori [(4,6). 
Media teórica mt = 2,19 
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CASOS PARTICULARES DE LA 
DESIGUALDAD DE JOHN-NIRENBERG 

PARA ESPACIOS BMOq> 

ALEJANDRO ORTIZ FERNANDEZ* 

En esta nota se dan los detalles de casos 
particulares de una extensión de la desigual
dad de John- Nirenberg, 

I{x E Q / If(x) - fQI > A}I ~ 

-1 ( A ) e V1Q1 ' 

donde f E BMOep , 
IIfll*,cp 

2 n 

V (t) = J a ~ dy, o < a < 1, a . y 
t 

siendo cp una función contínua, no-decre
ciente, de valor real, con <p(0 )=0. 

Tal extensión nos fue comunicada por el 
Profesor A. Torchinsky, [6], a quien agrade
cemos. 

Profesor Asociado de la PUCP. 
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1. Introducción. 

El espacio de las funciones de oscila

ción media acotada, B110, fue introducido 

por F.John L.Nirenberg en 1961, [3], 

donde 

Bl10 = {f E L
1
(Qo)/lIfll* = 

sup I~I J If(x) - f Idx < oo} 
QcQ Q Q 

o 

siendo Q un cubo fijo en ~n, de medida de 
o 

Lebesgue IQ I finita, cuyos lados (así co-
o 

mo los de los cubos Q) son paralelos a los 

ejes coordenados; f Q es el promedio 

I~I Jo r(xldx. Con la norma nrn* • 
IIfll 1 Bl10 es un espacio de Banach. 

L (Q ) 
o 

Obsérvese que Loo e Bl10 siendo la inclusión 

propia ya que log Ixl E B110. El espacio 

BMO está relacionado a otras ramas del 

análisis (funciones analíticas, ecuaciones 

en derivadas parciales, martingalas, aná

lisis armónico, ... ). La desigualdad de 

John-Nirenberg es como sigue. 
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Sea A > o un número real y sea el con

junto EA= {x E Q / If(x) - fQI > A} Si 

W(A) E lEAl s A e-bAIQI, con A y b apro

piadas constantes, entonces f E BMO. 

r
oo 

-bA A 
A o e dA. I Q I = b I Q I ] . 

El reciproco es la parte crucial: si f E 

BMO, entonces existen constantes A y b tal 

que 

_bAllfll*-1 
w(A) s A e .IQI [+] 

La prueba original de John-Nirenberg es 

un tanto técnica; ella fue mejorada por 

A.P. Calderón, según aparece en Neri [4], 

en donde se hace uso de la descomposición 

de Calderón-Zygmund. 

Como en la prueba de la extensión de la 

desigualdad de John-Nirenberg se usará la 

idea de tal descomposición, veamos algunos 

detalles de la misma. 
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Descomposición de Calderón-Zygmund. 

Sea f una función integrable, definida en 

un cubo Qo y sea A > o un real tal que 

-¡-zf¡ I If(x) Idx s A 
o Q 

o 

Entonces existe una familia enumerable 

{Qk}' de cubos abiertos, disjuntos en Qo' 

tal que 

(a) If(x)1 s A a.e. si x E Q - U Qk 
o k 

(b) 

(e) 

Prueba. 

Dividamos Q en 2
n cubos abiertos congruo 

entes (dividiendo por 2 sus lados). Con 

estos subcubos se presentan dos casos. 

(1) IQ;I IQ.,lf(X)ldX > A 

1 
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(11) 

Conservemos 

(1) (que es 

I 1" I 1 I f ( x ) I d x ~ A . 
Q. Q" 

1 í 

los cubos Qí que satisfacen 

parte de la conclusión (b)), 

mientras que los cubos Ql' que satisfacen 

(11), son sometidos al anterior proceso, 
n 

esto es, son divididos en 2 nuevos subcu-

bos congruentes, dando origen a una nueva 

generación de cubos en donde nuevamente 

tenemos 

( 1 ) 
1 IQ' .. If(x) Idx > A 

I Qí í I 
1 1 

(11) 1 1 If(x) Idx ~ A 
IQ'~ . I . 

1 1 Q" 
í í 

Retenemos los cubos Qjí ' mientras los Qji 

son sometidos a tal proceso. Y as í suce-

sivamente Renumerando obtenemos fami-

lias de cubos abiertos, disjuntos, de dis

tintas generaciones Q1,Q2'·· ·,Qk·· .tal que 
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que implica (b) . 

Por otro lado, 1Qk l < f J lf(x)ldx 
Qk 

de donde I 1Qk l 
1 J If(x)ldx, < - que es A 

k Qo 
(c) . 

Finalmente, sea x E Q - U Qk ' esto es, 
o k 

x pertenece a algún cubo del tipo Qk' don

de (por construcción) 1Qil ~ o cuando 

k -+ ro Como IQrl JQ"lf(Y)ldY ~ ~ , por 

k 

el teorema de diferenciación de Lebesgue 

tenemos 

I f (x) I = Ji m I Qk;' I JQu I f (y) I dy s A a • e • 
k~ro k 

• 

2. Espacios BMO~ . 

El espacio BMO fue extendido por S. 
Spanne [5], 1965, vía el espacio BMO , 

~ 
donde ~(t) es una función positiva, no -

decreciente, definida sobre {o,ro). Así, 
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B!10 = {f E L1(QO) / IIfll* = qJ ,qJ 

1 1 J - fQldx < ro} sup q>(r) Tq)T If(x) 
QcQ 

o Q 

donde r es la longitud del lado del cubo 
Q. Con la respectiva norma, B!10 es un es

q> 
pacio Banach. Formas particulares de q> ha-

cen coincidir (isomórficamente) B!10 con 
q> 

algunos clásicos espacios de funciones. 
Así, 

Si q> ( t ) = 1 , entonces BI10 = BI10 ; 
q> 

Si q> ( t ) = ta. o < a. < 1 , entonces 
BI10 = Aa. donde (espacio de q> 

Lpischitz) 

Si -1 < a. < o, entonces se tiene BI10 = 
q> 

LP,'A. A. d ( . d , con a. = - p , S1en o espac10 e 

Morrey) 
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LP , A = {f E L 1 (Q ) / IIfIl Á = 
o LP , 

{ 
1Jp 

ro } • 
1 

IQlf(X)I
P 

dX} < = sup ~ 
Q r 

Algunos resultados de Spanne son: 

(i) Si ~(~) es casi-decreciente (esto es, 

si ti !5: t, existe una constante A tal 

que ~(~) !5: A ~(~:», entonces 

f(x) 

r 

I 
~(t) dt E BHO = ,x

1
,-t- ~ 

~1 ( t ) 
(ii) Si t es no-creciente, entonces 

BHO e BHO si y solo sí existen cons-
~1 ~2 

tantes c,8 tal que ~l(r) !5: e ~2(r), o < 
r < 8. La inclusión es continua. 

8 

(iii) Si I ~(:) dt < ro , para algún Ó > 0, 

o 
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entonces toda f E BHO es una función 
~ 

continua, y su módulo de continuidad 



w(f,r) = sup 
Ix-yl:;;r 

If(x) - f(y)1 satisface 

r 

w(f,r) < e J ~(:J 
o 

dt .lIfll* . ,l{J 

( . ) S· l{Jft\ • d . t 1V 1 ~ es caS1 ecreC1en e y 

r o 

l{J( t) dt -t- = +00 entonces en 8110 
l{J 

existen funciones ni acotadas, ni con-

tínuas. 

En particular, de lo anterior se deduce 

que 

-. Si l{J(t) 

ciente y 

1 = 1, entonces t es casi-decr~ 

J8 d: = +ro • Luego BHO~ = BHO 
o 

contiene a la función no acotada f(x) = 
loglxl. 

-.Sil{J(t) 
a = t , o < a < 1, entonces 

r 

J tlfl dt = 
o 

ra 
< 00 • Así, w(f,r) :;; 

a 

a r 
e a IIfll* :;; e rllfll* . Luego, si r , l{J , l{J 
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es pequeño, w( f , r) es pequeño y f es 

una función continua. Mas concretamente 

BMO = A , lo que constituye el teore-
ta. a. 

ma de Meyers-Campanato. Mas generalmen

te, consideremos el espacio de 

Lipschitz 

{ 
If(x) - f(y) I } 

A tp = f / 11 f 11 Aq> = s u P n q> ( I x _ y I ) < ro . 
x,yEIR 

Se tiene 1\ e BMO , con inclusión con-q> q> 
tínua 

1 1 J 1 ~ tp(r) TQT TQT 
Q 

J If(x)-f(y)ldy dx < 
Q 

~ sup If(x)-f(y)1 < ro] 
~ q>(lx-yl)' 

X,yEQ 

En 1971, Ch. Fefferman [1] establece que 

el espacio BMO se identifica con el espa

cio dual del espacio de Hardy H
1

, donde H
1 

= {f E L
1 

/ Rjf E L
1

, j = 1, ... ,n} siendo 

Rjf la transformada de Riesz de f, defini-
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X j 
da por [Rjf] (x) = TXT f(x), con f la 

transformada de Fourier de f. Fefferman 

prueba que tal identificación es equiva

lente a la caracterización: f E BMO si y 
n 

sólo si f = f + L R.f. , con f. E LOO, j = 
o j=1 J J J 

o,1, ... n. En esta dirección Janson [2], 

1976, obtiene una caracterización semejan

te para BMO I{J imponiendo a I{J la (extra) 

condición de crecimiento 

00 

J l{J(tt) dt ~ e l{J(r) 
-t r 

r 

Se observa que se tiene 

00 

J~(~) 
r 

( *) . 

dt 
-t ~ y 

que la condición (*) implica que la fun

ción (positiva, no-decreciente y continua) 
00 

e(r) = r J ~(~) d~ define (por la anterior 

r 
caracterización (ii)) al mismo espacio 

BM0I{J Esto nos permite asumir que, bajo 

la condición (*), f E BMO es una función 
I{J 

continua. Bajo estas consideraciones, 

Janson prueba que 
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n 
f E Bl10 si y sólo si f = f + L R.f. 

cp ° j=1 J J 

con f. E /\ 
J cp 

j = 0,1, ... ,n. 

E . LP,41 
SpaCIOS 

Sea ~ una función positiva, no-decreciente 

mos (por conveniencia en las aplicaciones) 

la condición ~(2t) ~ e ~(t). 

Sea 1 ~ P ~ ro y r la longitud del lado del 

cubo Q, 

= {f E 

'-

( 1 J If(x) - f Q IPdx)1/P < ro} . S~P ~(r) 
Q 

Identificando las funciones que difieren 

en una constante, se obtiene la respectiva 

norma, con la cual LP,~ es un espacio de 

Banach. Observemos que si ~(t) = rncp(t), 

donde cp es una función positiva, no-decre 

cien te sobre (o,ro), entonces L1,~ = Bl10 cp 
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3. Desigualdad de John-Nirenberg para BMOcp 

(Torchinsky [6]). 

En esta ocasión consideramos ~(t), una 

función contínua, no-decreciente, de valor 

real tal que ~(o) = o . Entonces, f E BHO 
!(J 

si f E L1(Qo) y 

IIfll* = sup !(J( I~I) I~I Jlf(X}-f Qldx < ro . 
,!(J QcQo Q 

El objetivo es extender a BHO la desigual 
!(J 

dad de John-Nirenberg [+1 de la sección 1. 

Bien, sea la función 

2n 

V(t) = J ~(~) dy 

t 

Se tiene la 

Proposición 1. Sea fEBHO. Si 1 ím '1'( t } <ro, 
!(J t~o+ 

entonces 

sup ess.lf(x}-fQI~ 
XEQ 

dY)lIfII* . ,!(J 
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Prueba. 

Fijemos x E Q ~ QO • Asumamos que x sea un 

punto de Lebesgue de f, esto es, tal que 

lim I~I J If(y)-f(x)dy = o . 
Q-x Q 

Como f E L: oc y casi todo punto de Rn es 

un punto de Lebesgue de f, es suficiente 

asumir tal condición para x . Llamando Q1 
n = Q, Q2 es uno de los 2 subcubos congru-

entes en que es dividido Q1 • Este proceso 

es continuado sucesivamente, y de esta ma

nera se obtiene una sucesión de subcubos 

(diádicos) {Qj}' que converge a x. Además, 

por el teorema de diferenciación de 

Lebesgue, 

Pero, 

166 
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j~(l) J 



.::; 2
n

cp(IQ. 1 1 )lIfll* 
J - ,CP 

Entonces, 

+ lim If(x)-fQ.1 = 
}~ex> J 

ex> 

2
n 

( L cP ( 1 Q ji) ) "f" * ,CP 
}=1 

(considerando que IQI = 2(}-1)n IQ .1) = 
J 

Ahora probemos la desigualdad 

IQI 

cP (.!.2.l) .::; _~1_ 
2 kn n log2 

2(k-1)n 

J CP(Yy) dy , 

IQI 

k;;:: 1. [*] 

2 kn 

En efecto, 
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IQI IQI 
2(k-1)n 

J 
q>(y) dy ~ 

Y 
IQI 

2 kn 

= n lag 2 (p(lli) 
2 kn , 

que l.mplica [ *] . 

Luego, 
101 

ro 2(k-1)n 

If(X)-fOI s 2
n L ( 1 J <P(~l dY) 

lag 2 . 1 n J= IQI 

2 kn 

. IIfll*q> s (desde que la suma es por blo
ques) 

s 2 n ( 1 
n lag 2 

2n lQI 

J q> ( y ) dY)" f 11 
. Y *q>' 

a 

1 ., 2n donde observamos que ~ es equi-2(j-2)n 

valente a 22n s 2 n (j+1). Así se tiene la 

tesis con 
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Caso • 1 i m '1' ( t) = +00 • 

t-+o+ 

Si esto es el caso, se sabe que 

'1'( Ixl ) 

2 n 

= J P(~) dy E 

Ixl 

Bl10 cp 

(ver sección 2). Sea ahora la función 

2 n ex 

'1' (t) = J cp(y) dy , o < ex < 1 . ex y 
t 

Entonces se tiene el 

Teorema. Si 1 im '1'( t) = +00 , entonces exis
t-+o+ 

te una constante e tal que para r E Bl10cp Y 

todo Q ~ Qo se tiene 

Prueba. 

La idea de usar la descomposición de 

Calderón-Zygmund. Asumamos r Q = o y 

"r,,* = 1. (pues hacemos el cambio r por ,cp 
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f-fQ 

IIfU* ,cp 
, de ser necesario). Asi la tesis 

es I{x E Q / If(x)1 > A}I s C 1 

Al usar tal descomposición obtenemos suce

civas generaciones de sub cubos de Q en la 

forma siguiente. La primera generación de 

cubos es obtenida al nivel 

I b I J I f ( x) I d x ~ '" ( I Q 1) ~ 2
n 

'" ( I Q I ) , 
Q 

obteniéndose cubos abiertos disjuntos Q~1) 
J 

tales que 

(a) If{x)1 s 2
n 

cp{IQI) a.e. sobre Q_~Q)1); 

1 J . s ("T) I ({x) Idx s 
IQ. I Q(1) 

J j 

(c) \' I Q{.1 ) I s 1 
L J 2 n cp ( I Q I ) 
j 

I J I ({ x) I dx s 
. Q ( 1 ) J . 

J 
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~ IQI J If(x) Idx 
2

n
rp( IQI) IQI Q . 

1 
~ - IQI . 

2 n 

Ahora, en la segunda etapa, aplicamos la 

descomposición de Calderón-Zygmund a cada 

función (f(x)-f (1» X (1)(X), y obtenemos 
Qj Qj 

una segunda generac10n de subcubos. Asi, 

fijemos Q)1) y pongamos Q(1)e Q)1). Enton

ces, desde que 

obtenemos los subcubos Q~2) de Q(1), 
J 

abiertos y disjuntos, tales que 

(a)' If(x)-f (1)1 ~ 2 nrp(IQ(1)1) a.e. sobre 
Q 

Q ( 1 ) _ UQ. (2 ) 
J J 
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( b )' 2
n 

¡p ( I Q ( 1 ) 1) ~ ~ 2) J I f ( x ) - f (1) I d x 
IQ. I Q(2) Q 

J j 

~ 4 n¡p(IQ(1)I) 

(e)' IIQ)2)1~ n 1(1) IJ If(x)-f (1)ldX 
. 2 ¡p( IQ 1) . Q(2) Q 

J J j 

Desde que IQ(1)1 ~ IQ-I , de (a)" y (b) ob-
2

n 

tenemos 

I f (x) I ~ 1 f (x) -f (1) I + ~ 1 ) J I f (x) I dx 
Q IQ I Q( 1) 

esto es, 
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Ahora, de (b)' y (e), sumando sobre todos 

los cubos de la primera generación Q( 1 ) , 

obtenemos 

[++] , 

y asi podemos continuar ... Asumiendo que 

tenemos seleccionado una (k-1)-geración de 

cubos Q(k-1), por el método usado antes, 

se selecciona una (k)-generación de 

Calderón-Zygmund cubos, tal que para cada 
(k-1) cubo Q se tiene (inductivamente) 

k-1 

[+] If(x):$; 4
n L q>('~~) a.e. sobre 

. 2 
)=0 

[++] 
k 

:$; Gn) IQI • 

Ahora hagamos el siguiente argumento. 
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Caso A > 2 n cp ( I Q I ) 

entero tal que 

Sea k el más grande 

k-1 

4
n .I cp(~~J) < A . Entonces se tiene 

)=0 

k-1 

{x E Q /lf(x)1 > A} ~ {x E Q / 4
n I cp(I~~) 

. 2 
)=0 

Luego, 

< I f (X) I} e UQ (. k) , por [+] 
) ) 

I{x E Q / If(x)1 > A}I ~ IIQj(X)1 

j 

k 

~ (~n) I Q I . [ * * ] 

Ahora, por construcción de k, 

k 
4

n 
\' 

(por [*]) ~ n log 2 L 
j=O 
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IQI 
2(j-1)n r2n'Q' J ~(~) dy ~ 4n 

titl dy 
lag 2 = n y 

IQI IQI 

2 jn 
2 kn 

(
1 QI) e 'P IQI 2kn . 

Luego, usando {**], 

que ~s la tesis para este caso. 

n + Caso A ~ 2 ¡p( IQI). Por hipótesis, si A~ a 
-1 

entonces 'PIQI(A) ~ 00 luego existe una 

constante c
1 

tal que 

n 2 ¡p(IQI). Por lo tanto, 

-1 IQI ~ c 1'P
IQI

(A), A ~ 

I{x E Q / If(x)1 > 

A}I ~ IQI • • 

4. Casos particulares. 

PROPOSICION 2. Sea ¡p(t)= r¡(lag(f» y el>'(t) 

= r¡( t), donde el> es una función continua 
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(derivable), no-decreciente, con ~(o) = o. 

Si 

2 n lQI 

~IQI(t) = J D(log(f)) 
t 

dy 
Y 

entonces tenemos 

Prueba. 

esto es, 
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-1 
'1'-1 (t) -- c

1
e(-1/2)<P (t)IQI. 

IQI ~ 

Tenemos 

1 

2 n :QI 

= J D(log 

1 
T 

s)(- ds) 
s 

1 
T 

= J D(log 

1 

2 n lQI 

y) dy 
Y 

1 
T 

= J D(log y)d(log y)= ~(log(f)) 
1 

1 -4>( 1 og(--»; 
2 n lQI 

+ 4>(lOg( 1 )) = 4>(log(.!». 
2 n lQI t 



* Llamemos ~IQI(t) = t 

* Luego t + 

° aun, reescribiendo, 

así, 

= t + <l>(lOg( 1 )), de donde 
2 n lQI 

-1 * t = ~IQI(t ). 

-1 ° aún ~ I Q I ( t ) = e 

(t+<l>(log( 1 ») 
2n lQI Pero, 

-1 desde que <l> es creciente, en general, si 

Luego, 

~ e 

. e 

2 

~ log( 1 ) 
2n lQI 

= e 
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Considerando que 

~ log( 1 ) 
2

n
lQI 1 e = = 

( 
1 ) 1/2 

2 n
lQI 

tenemos la tesis. 

• 

Corolario 1. Sea 11 (y) = 1 Y CfJ ( t) = 1 . 
Como 4> es tal que 4>'(t)= 1, 4>(t)= t ,esto 

es, 4>-1 (t) = t . Luego, 

-1 
'l'IQI(t)~ 

-(1/2)4>-1(t) 
c

1
e IQI= 

y por teorema tenemos 

-(1/2)t IQI c
1

e , 

I{x E Q / If(x)-fQI> A}I ~ C1'l'1~1 (lIfll:,~~ 

-( 1/2)Allfll~1 
,CfJ 

~ c
1 

e IQI , 

que es la desigualdad de John-Nirenberg 

para Bf10 . 
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Corolario 2. Asumamos T}(y} = y-E:, o < E: < 

< 1; cp(t} = (log(1/t}}-E: = 1 
(-log t}E: 

Entonces <1>' ( t) = t - E: <I>(t} 

Si 

t = (S(1_E:}}1/1-E: . 

Entonces, 

= (s(1_E:}}1/1-E: = 1/1-E: e s . 

Luego, 

y por tanto se tiene la respectiva desi

gualdad de John-Nirenberg, 
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Corolario 3. ( S tegenga ) . Sea T}(y) 1 = Y Y 

cp(t) 1 (log t)-1 Asi q,' ( t ) = = . = 
lOg(f) 

- t- 1 
Ó q, ( t ) = 1 og( e f) . Entonce's 

-t q,-1(t) = e e y se tiene la correspon-

diente desigualdad de John - Nirenberg . 
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