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IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA 

DE e y 1t 

* 

José TOLA* 

Las demostraciones de la trascendencia de 
los números e y 1t constituyen hechos im
portantes de la historia de las Matemáticas 
que se deben a Charles Hermite (1872) y 
F erdinand Lindemann (1882) respectiva
mente. En particular, la demostración de Lin
demann dejó definitivamente establecido que 
es imposible construir un cuadrado cuya área 
sea exactamente igual a la de un círculo dado. 
Quedó así resuelto en sentido negativo el clá
sico problema de los geómetras griegos que 
se conoce con el nombre de cuadratura del 
círculo. En la creencia de que esas demostra
ciones serán de interés para los lectores de 

Profesor Principal de la PUCP 
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Pro-Mathematicase exponen en este artículo 
las demostraciones de la trascendencia de e 
y 1t en la forma, más sencilla que las origina
les, que se deben a Dal'id Hilberl. Para 
mayor ilustración se dan, además, las prue
bas, considerablemente más simples, de la 
irracionalidad de los mencionados números. 

§ l. Introducción 

Es un hecho bien conocido que e y n son 

números trascendentes~ es decir que no son 

raíces de ninguna ecuación algebraica 

en que los coeficientes a
o

,a
1

, ••• ,a
n 

son 

números enteros. Las demostraciones han 

sido muy difundidas y no es dificil ha

llarlas en la literatura matemática, par

ticularmente en otros idiomas. No obstan

te, considero de interés darla a conocer 

mejor en nuestro medio. 
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En parte, la importancia de la trascen

dencia de n está en el hecho, importante 

en la historia de las Matemáticas, de que 

puso punto final, después de muchos si

glos, a los innumer;ables y estériles in

tentos de llevar a cabo, con sólo la ayuda 

de la regla y el compás, la construcción 

de un cuadrado cuya área fuera exactamente 

igual a la de un círculo de radio dado, 
problema que, con el nombre de cuadratura 

del círculo, se remonta a la antigüedad 

clásica. 

El problema de la cuadratura del círcu

lo se reduce, dado un segmento cuya longi

tud se toma por unidad, a construir con 

sólo la ayuda de la regla y el compás otro 

segmento cuya longitud sea exactamente 

igual a n. Desde luego, es preciso enten

der claramente que esta construcción debe 

concebirse en un sentido ideal, en que los 

medios empleados sean absolutamente per

fectos y en que el resultado no esté afec

tado por error alguno. 

Ahora bien, dado el segmento de longi

tud unidad, todos los números construíbles 
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con la regla y e 1 compás son aque llos y 

sólo aquellos que pertenecen a una exten

sión F del campo F de los números racio-
n o 

nales, tal que existe una sucesión de cam-

pos F ,F
1

, ••• ,F que tiene la propiedad de 
o n 

que cada campo F,(i = 1, ... ,n) resulta del 
1 

precedente F
i

_
1 

por adjunción a éste de un 

número {k, donde k pertenece al campo F, 
1-1 

pero {k no; es decir que F, está formado 
1 

por todos los números de la forma a + b {k 
donde a y b pertenecen a F

i
_

1
• 

Cada número construíble es algebraico, 

es decir que es raíz de una ecuaC10n alge

braica con coeficientes enteros. (1) 

Por tanto, para comprobar que n no es 

construible con la regla y el compás basta 

probar que no es un número algebraico, es 
decir que es trascendente. 

La historia de la demostración de la 
trascendencia de n está estrechamente li-

( 1 ) 
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gada a la de la trascedencia de e, la base 

de los logaritmos neperianos 

Johann Heinrich Lambert f1728-1777) demos

tró en 1764 que n es un número irracional, 

con 10 cual quedó demostrado que el pro

blema de la cuadratura del círculo no pue

de ser resuelto con sólo el auxilio de la 

regla. 

En 1872 Charles Hermite (1822-1905) [2] 

logró demostrar que e es trascendente, a 

cuyo fin se valió de un polinomio obtenido 

con ayuda de reducidas de fracciones con

tínuas que había utilizado Lambert. Final

mente, en 1882, Ferdinand Lindemann f1852-

1939) [2] demostró, mediante una modifica

ción de la demostración de Hermite, que n 

es también trascendente. Posteriormente, 

varios matemáticos, y entre ellos los más 

grandes de su tiempo como Karl Weierstrass 

f1815-1897) y David Hi1bert f1862-1943) , 

dieron variantes y modificaciones de las 

demostraciones originales. 

Las demostraciones de la trascendencia 

de e y n que se dan aqui se deben a David 
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Hilbert [3]. Naturalmente demuestran al 

mi smo tiempo que esos números son i rra

ciona1es. No obstante, para mayor ilus

tración y por ser muy sencillo, probaremos 

previamente la irracionalidad de e y n, 

aún cuando eso no es requerido para la de

mostración de su trascendencia. 

I • IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE e . 

§ 2. Irracionalidad de e 

e es igual a la suma de la serie 
ro 

L 
n=o 

1 
n! 

en donde, en particular, O! = 1 por defi

nición. 

Si e fuera racional, podríamos suponer 

que e = ~ donde p y q son enteros primos 

entre sí. Demostraremos que esta suposi

ción conduce a una contradicción. En efec

to, de ella se deduce que 

o < § - [1 + ir + ~! + ••• + ~!] = ~ ~ ! ( 1 ) 
n=q+l 
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Ahora bien, podemos escribir 

1 
+ .•• ) (q+1)(q+2) 

< ~! (q!1 + (q!1)2 + ••• ) = 

1 
1 (j+T 11 = = q! 1 1 q! q 

- q+1 

Luego, de (l) se deduce que 

o < q! (§ - 2 - ~! - ... - ~!) < ; 

Esta desigualdad es imposible pues en 

tanto el término de enmedio es un número 
1 

entero positivo, q es menor 

consiguiente e es irracional. 

§ 3. Trascendencia de e . 

que 1. Por 

Para demostrar que e es un número 

trascendente es necesario probar que no es 

raíz de una ecuación 

a 
o 

2 
+ax+ax 

1 2 
+ ••• + 
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en que a ~ o y 
o 

a , ... , a son 
1 n 

números enteros. fin bastará en-

tonces con demostrar que una relación de 

la forma 

o 

2 
+ a e + a e + .•• + a en = O 

1 2 n 
(1) a 

conduce a una contradicción. 

La idea de la demostración es la si

guiente: determinaremos los números ente-

ros 11, 11 , 11 , 
1 2 

11 tales que se cum-
n 

plen las relaciones 

e = 
M 

1 
+ E 

1 

11 

n e = 

2 e 

M 
n 

= 
+ E 

n 

11 

+ E 
2 

M 
(2) 

donde E /M, E /M, •• • ,E /M son números po-
1 2 n 

sitivos muy pequeños. Valiéndonos de las 

expresiones (2) de las potencias de e la 

relación (1) que suponemos cumplida toma 

la forma 

[a M + a M + a M + ••• + a M ] + 
o 11 22 nn 

(3) 
[a E + a E + ••• + a E ] = o • 

1 1 2 2 n n 
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La primera expresión entre corchetes es 

un entero. En el curso de la demostración 

probaremos que no es nulo. En lo que res

pecta a la expresión encerrada en el se

gundo par de corchetes, podremos estable

cer que puede hacerse menor que la unidad. 

Resultará así una contradicción porque es 

imposible que un entero aumentado en un 

número menor que 1 resulte igual a cero. 

De esa manera quedará demostrado que la 

relación (1) es imposible, y por tanto, 

que e es trascendente. 

En el curso de la demostración que si

gue haremos uso del teorema según el cual 

si un entero no es divisible por un cierto 

número no puede ser igual a cero, por 

cuanto cero es divisible por cualquier nú

mero dado. Mostraremos entonces que los 

números 11, ... ,11 son divisibles por un 
1 n 

cierto número primo p, pero que a 11 no es 
o 

divisible por dicho número. Resultará así 

que a 11 + a 11 + ... + a 11 no es divisible 
o 1 n n 

por p y por tanto es diferente de cero. 
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La ayuda más importante que tendremos 

es la de la integral de Hermite 

ro 

M = J Zp-l[(z-1)(z-2) •.. (z-n)]p 
(p-1)! 

o 

-z e dz, (4) 

donde n es el grado de la ecuación (1) y p 

es un número impar primo que después vamos 

a determinar. Si el intervalo de integra

ción lo dividimos en dos partes por el nú

mero v, podremos definir los números Mv y 

~v' (v = 1, ... ,n) mediante las fórmulas 

ro vJ zp-l[(z-1)(z-2) .•. (z-n)]p e- z
d M v = e (p-1 ) ! z, 

y 

~ = v 

v (S) 

v evJ zp-l[(z-1)(z-2) ... (z-n)]p 
(p-1) ! 

o 

-z e dz, 

(6) 

De las fórmulas (4), (5) Y (6) se deduce 

la ecuación 
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que para v = 1,2, ... ,n, da las relaciones 

(21. 

Podemos entrar ahora a detallar la de

mostración. 

1. Comencemos por recordar la fórmula me

diante la cual se define la función gama : 

ro 

f(p) = J zI'-l e-' dz. (1) 

o 

Esta fórmula la vamos a necesitar única

mente para valores enteros y positivos de 

p. Esto supuesto, y que p > 1, se obtiene 

integrando por partes 

r(p) 

( 1 ) 

ro 

= J zP-l e -'dz = 
o 

[ p-l -z]ro -z e + 
o 

ro 

+ J (p-1 )zP-2e -'dz = 
o 

Ver, por ejemplo, 

Lima (1971), pág. 235. 

Análisis 1 1 , 
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ro 

= (p-1) J p-2 -zd z e z = (p-1 )f(p-1) = 

o 

= ( p-1 ) (p-2) f ( p-2 ) = 
= (p-1)(p-2)(p-3) ... 2.1 r(1) . 

y puesto que 

resulta 

ro 

f(l) = J e-zdz = 1 . 

o 

J
ro p-l -z 

r (p) = z e d z = (p-1)! 

o 

(7) 

Por consiguiente f(p) aumenta rápidamente 

cuando el entero p crece. 

2. La fórmula que acabamos de obtener nos 

permitirá calcular con facilidad la inte

gral de Hermite. Con ese fin nos valdremos 

de la fórmula para elevar a una potencia 
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(1) 
un polinomio ,y tendremos el siguiente 

polinomio en potencias de z : 

np n p 
= z +- ... (-1) (n!), (8) 

en donde hemos escrito únicamente los tér

minos en la mayor y en la menor potencia 

de z, y hemos tenido en cuenta nuestra su

posición de que p es un número impar, y 

por tanto se tiene que (_1)n
p = [(_1)p]n = 

(_1)n. Se sabe además que todos los coefi

cientes del polinomio obtenido en (8) son 

enteros. La integral de Hermite es enton

ces dada por 

( 1 ) 
La fórmula para elevar a potencia un 
polinomio es 

(a + a + ... + a )m 
1 2 P 

oc oc oc 
= L m! a 1 2 P 

1 a 2 ••• a p • oc !OC !. .. OC ! 
1 1 P 

donde la suma se extiende a 

conjuntos {OC ,OC , ••• ,OC } de 
1 2 P 

todos los 

números en 

teros postivos o nulos tales que OC + 
1 

OC + ••• +OC = m, y los coeficientes son 
2 p 

números enteros. (Weber,Lehrbuch der Al 
gebra, 1, pág.53). 
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11 ( - 1 ) n ( n ! ) p JOO P -1 -Z d 
= ( p-1 ) ! z e z + 

o 

np+p 

L 
p=p+l 

e p 
(p-1 ) ! 

<X> 

J p-l -zd z e z, 

o 

donde los e son constantes enteras. Las p 
integrales de la ecuación precedente pue-

den ser calculadas mediante la fórmula (7) 

y se obtiene 

np+p 

11 = (_1)n(n.l)p ~ e (p-1)! 
+ L.. (p-1 )! . 

p=p+l p 

El índice de sumación p es siempre mayor 

que p.Por tanto la expresión (p-1)!j(p-1)! 

es un número entero que tiene a p como 

factor, de manera que puede sacarse en 

factor común a p en la sumatoria y resulta 

11 = (-1) n ( n ! ) p + p [e + e (p+ 1 ) + 
p+l p+2 

e (p+2) .•. ] • 
p+3 

El número 11 no será divisible por p si 

no 10 es el primer término del segundo 
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miembro para lo cual, dado que p es primo, 

bast a que sea p > n, lo que es posible 

porque los números primos son infinitos. 

Podemos suponer por tanto que (_1)n (n!)p, 

y por consiguiente H, no es divisible por 

el número primo p. También podemos escoger 

a p de manera que el término a de (1), 
o 

que es diferente de cero, no sea divisible 

por p, para lo cual basta que sea p >Ia 1, 
o 

lo que es siempre posible. De la manera 

dicha queda probado que a H no es di v i si -
o 

ble por p, que es uno de los hechos que 

nos proponíamos establecer. 

3. Vamos a probar ahora que los números Hv 
definidos por (S) son todos divisibles por 

p. Si en dicha ecuación introducimos el 

factor e V dentro del signo integral y ha

cemos el cambio de la variable z por la 

variable e = z-v, que varía entre o e q) 

cuando varía entre v e 00, se obtiene 

ro 

I1v = J (P:l) [(~+V)P-l[(C+V-l)(~+V-2) __ . 

o 
p -e] .. . (e+v-n)] e de 

81 



Si se llevan a cabo las multiplicacio

nes del numerador se obtiene un polinomio 

en e en que el término de menor grado es 
p 1 d d 1"(n+1l p -1, en e y e e mayor gra o es en ~ 

y cuyos coeficientes son números enteros. 

La integral del numerador será entonces 

una combinación lineal de las integrales 

ro 

J
ro p -e Jro p + 1 - e e e de , e e de, ... , J ,'n+1l p-l e -Zd<:, 

o o o 

con coeficientes enteros. Puesto que di

chas integrales, según (7), son iguales a 

pI, (p+1)! , ... , [(n+1)p-1]!, la integral 

del numerador será igual a p! multiplicado 

por un número entero Av' de manera que 

P ' A . v 
= = (p-1) ! (v = 1,2, ... ,n), 

lo cual prueba, como ya habíamos anunciado 

que 11 , ... ,11 son números enteros divisi-
1 n 

bles por p. Este resultado y el hecho ya 

probado de que a M no es divisible por p, 
o 

permite deducir que a 11 + a 11 + ••• + a 11 
o 1 1 n n 

no es divisible por p y por tanto es dife-

rente de cero. 
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4. Vamos a tratar ahora acerca de una nue

va parte de la demostración que se refiere 

a la suma a € + •.. + a € donde los €v son 
1 1 n n 

dados por las fórmulas (S). Vamos a probar 

que estos números pueden suponerse arbi

trariamente pequeños. Para ese fin haremos 

uso del hecho de que p puede ser elegido 

tan grande como se quiera, pues las condi

ciones que hasta ahora hemos impuesto a p 

son la de ser un número primo mayor que n 

y que la I y que, por 10 demás, puede ser 
o 

arbitrariamente grande. 

Designemos por G y gv a los máximos de 

los valores absolutos de z(z-1) •.. (z-n) y 
-z+v 

(z-1)(z-2) ... (z-n)e respectivamente, 

para z en el intervalo (o,n), es decir que 

Iz(z-1) ... (z-n) Is G 

-z+v l(z-1)(z-2) ••. (z-n)e Is } 

para 

o s z 
gv 

Puesto que v S n, se tiene para 

v = 1, . .. ,n, 

s n . 
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lE: 15; J/JIZP-
1
[(Z-1)(Z-2) ..• (z-n)]Pe -Z+/JldZ 

1) (p-1)! 
O 

~r 
O 

o sea 

GP - 1 
gl) 

(p-1)! dz , 

lE: I 5; 
1) (p-1) ! 

(9) 

Ahora bien, G, gl) Y 1) son números constan

tes independientes de p, y es claro que la 

fracción GP
-

1
/ (p-1 )! es tan pequeña como 

se quiera si p se elige suficientemente 

grande. 

Luego, 

la
1

E:
1
+a

2
E:

2
+ ••• + a E:. 15; la I lE:. 1+la I lE:. 1+ 

n n 1 1 2 2 

••• + I a 1I E: I 5; (1 a I g + la 12g + 
n n 1 1 2 2 

GP - 1 

••• + la ni ng n) (p-1)! • 

Puesto que el valor de la expresión en

tre paréntesis es independiente de p, re-
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sulta de aquí que si p es suficientemente 

grande la suma la1[;1+ ..• +an[;nl es tan pe

queña como se quiera y, en particular, me

nor que la unidad. 

Con esto hemos dado término a la demos

tración, que fue descrita al comienzo, de 

que una relación de la forma (1) en que a 
o 

es diferente de cero y a , ... ,a son ente-
1 n 

ros, conduce a una contradicción, y por 

consiguiente el número e no es algebraico. 

Es por tanto trascendente. 

II. IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE 1t 

§ 4. Irracionalidad de 1t 

E 1 d 
., . Cll

d 
~ n a emostrac10n que s1gue esempena 

un papel importante la función 

( 1 ) 

donde n es un número entero. 

( 1 ) 
Niven, Bull. of the Am. Math. Soc., 53 

(1947) pág.209). 
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Designemos por Dkf a la k-ésima deri

vada de f. Para calcularla podemos emplear 

la conocida fórmula de Leibnitz de la de

rivada de un producto de dos funciones(1): 

k 

Dk(gh) = I (~) Djg.Dk-jh. 

j =0 

donde DOg = g y DOh = h. 

Se tiene por tanto 

k 

Dkr 1 L (~) Djg Dk-jh = n! 
j=o 

donde g(x) = xn y h(x) = (l_x)n. Por con

siguiente, puesto que 

( 1 ) 

86 

si j < n 

si j = n 

si j > n 

= (_1)1 n! 
(n-l) ! 

y 

R. Courant, Differential and Integral Calcu

lus, Blackie and Son Limited, vol. 1, (1942) 

pág. 202. 



se tiene 

si k < n 

y 

Dkf(O} = ~! (~) n! Dk-nh(O} si k ~ n. (2) 

Además, se deduce de (1) que f(1-x) = 
f(x), y por tanto, para k = 0,1,2, ... es 

Dkf(1-x) = (_1)k Dkf (X). En particular 

(3) 

Puesto que tanto los coeficientes binomia-
k-n les como D h(o) son 

(2) y (3) que Dk f ( o ) 

enteros, resulta de 

y Dk f(1}, para 

k = 0,1,2, ... , son números enteros. 

2 2. Es claro que si probamos que n no es 

racional tampoco lo será n. Demostraremos 

pues que si se supone que 

n2 = E. (4) q 

donde p/q es una fracción irreducible se 

llega a una contradicción. Con este fin 

nos valdremos de la función f antes consi

derada, y supondremos que se cumple (4). 
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Sea la función 

F n 2n 2n-2 2 
(x) = q {n [(x) - n D [(x) + 

+ n 2n - 4D4
[(X) _ + 

n 2 (-1 ) n-1 D2n - 2 [( x) + ( -1 ) n D2n [( x) }. (5) 

En virtud de 10 demostrado en la parte 1 y 

de (4), 

F(o) y F(1) son números enteros (6) 

Teniendo en cuenta que, por ser f (x) un 

polinomio de grado 2n, sus derivadas de 

órdenes mayores que 2n son nulas, podemos 

obtener las derivadas primera y segunda de 

F(x) en la forma 

F'(x)= qn{n2nD[(x)_n2n-2D3[(x)+rr2n-4D5[(X) _ 

_ ••• +rr2 ( -1 ) n':'1 D 2n - 1 [( x) } 

F"(x) = qn{rr2nD2[(x)_n2n-2D4[(x)+ 

n2n- 4 D6 f (x) _ ••• +n2 ( -1 ) n - 1 D2n [( x) } ; 

de donde se deduce haciendo uso de (5), 

2 n 2n+2 n 2 
F" ( X ) + rr F ( x) = q rr f ( x) = p rr [( x ) ( 7 ) 

Ahora bien, puede observarse que 
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(F' (x)sen 

F" (x) sen 

F"(x)sen 

nx-nF(x)cos nx)' = nF'(x)cos nx+ 
2 nx+n F(x)sen nx-nF'(x)cos nx = 
2 nx+n F(x)sen nx . 

La ecuación (7) nos permite escribir en

tonces 

n 2 (F'(x)sen nx-nF(x)cos nx)'= p n f(x)sen nx 

(8) 

Se deduce de aquí que 

1 
n 2 J [(Xlsen nx.dx (F'(x)sen nx -p n = 

o 
1 

- nF(x)cos nx) - nF ( 1 ) +nF (O) , 

o 
o sea 

1 
n J [(xlsen nx.dx F(1)+F(O). (9) np = 

o 

Puesto que, según (6), el segundo miembro 

es entero, también 10 será el primer miem

bro cualquiera que sea el número n. Basta

rá entonces con probar que n puede ser 

elegido de modo que el primer miembro de 

(9) sea un número posi Uvo estrictamente 
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menor que 1, para que (9) sea una relación 

absurda, y por consiguiente la fórmula (4) 

implique una contradicción. Lograremos ese 

propósito si suponemos que n es tal que 

2p n 
Um <1, lo que es posible porque nI n~ro 

En efecto, debido a que x ( 1-x) 

n 
L = o n! 

2 = x-x 

es positivo y menor que 1 para o < x < 1 , 

en este intervalo se cumple que 

1 
o < f(x} < n! 

y por consiguiente 

n 
o < rep J

'1 

o 

f(x)sen rex.dx < re pn J1 sen 
n! 

o 

rex.dx 

es decir que el primer miembro de (9) es 

positivo y menor que 1 y por tanto, como 

hemos señalado, esa ecuación es absurda y 

la suposición (4) implica una contradic-

ción. es por consiguiente un número 

irracional. 
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§ S. Trascendencia de 1t 

5.1 Definiciones y proposiciones preliminares 

La demostración de la trascendencia del 

número n que vamos a exponer aquí se debe 

a H i 1 be r t como ya hemos señalado, y re

quiere recordar algunas definiciones y 

proposiciones algebraicas que damos a con

tinuación. 

Se llama función racional de las varia

bles x ,x , ... ,X a una función que es de-
l 2 n 

finida por un cociente de la forma 

a a a 

L 1 2 n e x x ... x 
a 1 2 n 

f(x,x , ... ,x) 
a 

= 
1 2 n a a a 

L e' 1 2 n 
X X x a 1 2 n a 

donde las sumas se extienden a todos los 

conjuntos 

a = {a ,a , ... ,a } 
1 2 n 

de n números enteros positivos o nulos, y 

en que los coeficientes e y e' son núme-a a 
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ros complejos, un número finito de los 

cuales, a lo sumo, es diferente de cero; 

pero sin que el denominador se reduzca a 

cero. Si la expresión que define a f se 

reduce al numerador 

f(x" •.. ,x) = L c 
1 n a 

a 

a a 
x 1 2 

1 x 2 

a 
n 

X 
n 

se llama función racional entera de x
l

,X
2

' 

.•• ,X o polinomio en x ,x , ... ,X • De lo 
n 1 2 n 

contrario se llama función racional frac-

cionaria. 

Se dice que la función f(x , •.. ,X ) es 
1 n 

simétrica si su valor no cambia cuando se 

realiza una permutación cualquiera de los 

valores que se atribuya a las variables, 

es decir si se cumple que 

cualesquiera que sean los números a
l

, •• ,a
n 

del dominio en que la función es definida 

y la permutación a de los subíndices 

1,2, ... ,n . Las funciones racionales ente

ras que son simétricas se denominan en 
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forma abreviada polinomios simétricos en 

las variables Xl'" .,X
n 

• 

Atención especial merecen los polino

mios evidentemente simétricos 

s = X + X + ... + X 
1 1 2 n 

S 
n 

= x x + x x + ••• + x x + x x + ... +x X 
1 2 1 3 1 n 2 3 n-l n 

= x x x +X x x + ••• +X x X 
1 2 3 1 2 4 n-2 n-1 n 

(1) 

los cuales se llaman funciones simétricas 

elementales de las variables Xl"" ,X
n

' 

Consideremos ahora la ecuación alge

braica de grado n 

n-1 n a+ax+ ... +a X +x =0, (1) 
o 1 n-1 

cuyos coeficientes son números complejos, 

y en que el coeficiente de x n es 1, razón 

( 1 ) 
Observar cada térmi no X. X .••• X. 

J 1 }2 J p 

que 

de Sp es tal que jl< j2< ... < jp 
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por la cual diremos que la ecuación es mó

ni ca. Si a ,a , ... ,a son las raíces de la 
1 2 n 

ecuación, es sabido que se cumple la iden-

tidad 

a + a x + ••. + 
o 1 

n-1 n 
a x + x = (x-al) (x-a

2
) 

n-1 

de donde se deduce que 

-a = a + a + ••• + a 
n-l 1 2 n 

+ a a 
n-1 n 

..• (x-a ), 
n 

-a = a a a + a a a + ••• + a a a 
n-3 123 124 n-2n-1n 

(_1)n a 
o 

= a a 
1 2 

. .. a 
n 

Puede reconocerse de inmediato que los se

gundos miembros de las ecuaciones anterio

res son la funciones simétricas elementa

les de las raíces de la ecuación y se cum
ple por tanto que las funciones simétricas 

elementales s ,s , ... ,s de las raíces de 
1 2 n 

una ecuación mónica son iguales a los coe-

ficientes de la ecuación con sus propios 

signos o con signos contrarios, de acuerdo 
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con la fórmula 

(p = 1,2, ... ,n). 

La siguiente proposición, que luego va

mos a utilizar, es consecuencia del teore

ma fundamental de la teoría de las funcio-
• , • ( 1) 

nes S1metr1cas 

Teorema 1. 

a) Cada polinomio simétrico P de las 

variables x ,x , ... ,X es igual a un poli-
1 2 n 

nomio Q en las funciones simétricas ele-

mentales s , ... , s de dichas variables y 
1 n 

en los coeficientes de P; y los coeficien-

tes de Q son números enteros. 

b) Si todos los coeficientes de P son 

números racionales, Q es un polinomio en 

las funciones simétricas elementales de 

las variables y sus coeficientes son ra

cionales. 

c) Si todos los coeficientes de P son 

números enteros, Q es un polinomio en las 

( 1 ) 
Ver por ejemplo, Van der Warden, 

ne Algebra I, Springer (1937). 

Moder 
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funciones simétricas elementales de las 

variables y sus coeficientes son enteros. 

Las observaciones hechas precedentemen

te acerca de la ecuación mónica (1) da lu

gar a la siguiente consecuencia del teore

ma anterior. 

Teorema 2. 

a) Cada polinomio simétrico P en las 

raíces a , ... ,a de la ecuación mónica (1) 
1 n 

es igual a un polinomio Q en los coefi-

cientes a ,a , ... ,a de la ecuación y en 
o 1 n-1 

los coeficientes de P; y los coeficientes 

de Q son enteros. 

b) Si todos los coeficientes de P y los 
de la ecuación (1) son números racionales, 

P es igual a un número racional. 

c) Si todos los coeficientes de P y los 
de la ecuación (1) son números enteros, P 

es igual a un número entero. 

Si la ecuación que se considera no es 

mónica, y si a ~o es el coeficiente de xn, 
n 

lo expresado anteriormente se cumple sus-
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tituyendo a los coeficientes a ,a , ... ,a 
o 1 n 

a a 
1

, o 
por os numeros a- a 

n 

1 

n 

a 
n-1 

a 
n 

Por último, recordaremos los siguientes 

conceptos acerca de los números a1gebrai
cos(1) 

Un número complejo se llama algebraico 

si es una raíz de una ecuación algebraica 

con coeficientes enteros, o bien, equiva

lentemente, de una ecuación mónica con co

eficientes racionales. 

Un número algebraico se llama entero 

algebraico si es raíz de una ecuación mó

nica con coeficientes enteros racionales. 
En adelante mantendremos la denominación 

de enteros para los números enteros racio

nales 

La suma, la diferencia, el producto y 

el cociente, de números algebraicos (con 

divisor diferente de cero en el último ca-

( 1 ) 
L.W.Reid,The Elements of the Theory of 

AIgebraic Numbers, The Macmi llan Co. 

(1910) . 
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so) son números algebraicos; y la suma, la 

diferencia y el producto de números ente

ros algebraicos son también enteros alge

braicos. 

En el anexo se ha reunido una informa

ción complementaria acerca de los números 

algebraicos; en particular, se da la de

mostración de las proposiciones enunciadas 

anteriormente. 

5.2 Demostración de la trascendencia de 1t 

De la ecuación 

mediante la cual se define a la función 

exponencial de la variable compleja 2, re

sulta la relación 

1 + 
in 

e = o (21 

La trascendencia de e, que ya fue demo~ 

trada, asegura que no puede existir una 

ecuación de la forma 

a + a e + 
o 1 
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donde a :# o ya, al' ... , a son números' en-
o o n 

teros racionales. 

Lindemann demostró en 1882 que tampoco 

es posible que se cumpla una relación de 

la forma 

b b b 
1 2 n 

a + a e + a e + ••. + a e = o (3) 
o 1 2 n 

en que los números a. y b. (j = 0,1, .. . ,n) 
J J 

sean algebraicos. Ahora bien, la unidad 

imaginaria i es un número algebraico por 
, d 1 ., 1 2 cuanto es ralZ e a ecuaC10n + x = o . 

Luego, si Tr. fuera algebraico también 10 

sería iTr., y no podría cumplir la ecuación 

(2) en virtud del teorema de Lindemann. 

Resulta así que Tr. es trascendente. 

Aquí no vamos a demostrar el teorema 
general de Lindemann sino un caso particu

lar. La demostración de Hilbert que vamos 

a exponer es una modificación de la que 

fue dada para demostrar la trascendencia 

de e . 

Comenzamos pues suponiendo, contraria

mente a 10 que queremos probar, que Tr. es 
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algebraico, es decir que es raíz de una 

ecuación algebraica con coeficientes ente

ros. Según lo dicho in satisfaría también 

a una ecuación de la misma clase, cuyas 

raíces (in entre ellas) vamos a designar 

por a ,a , ••• ,(X • A causa de (2) se cumple 
1 2 n 

entonces la relación 

a oc a 
1 2 n 

(1+e )(1+e ) ••• (1+e ) = o, 

que puede escribirse en la forma 

al oc
2 

a oc +a a +a 
(1+e +e + .•• +e n)+(e 1 2+ e 1 3+ ••• 

a +oc <X +(X +<x a +<x +<x (4) 
n-l n 1 2 3 1 2 4 

+e )+ ••• +(e +e + •• 

oc +oc +oc <X +<x + ••• +oc 
n-2 n- 1 n 1 2 n 

+e )+ ••• +(e )= O 

Puede ocurrir que algunos de los exponen-

tes de esta ecuación sean nulos. Cada vez 

que eso ocurra uno de los términos se re-

ducirá a 1. Si los sumamos con el 1 que ya 

aparece en el primer término resultará un 

número racional entero positivo a . Los 
o 

demás exponentes, todos ellos diferentes 
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de cero, los 

y por tanto 

forma 

designamos 

(4) puede 

por /3 ,/3 , •.• ,/3 , 
1 2 N 

escribirse en la 

f3 1 /3 2 /3 N 
a +e +e +. 

o 
. +e = o, ( a en tero > o) (5 ) 

o 

Podemos probar que los números {31' /3 2' ••• , 

(3N son las ra í ces de una ecuación alge

braica con coeficientes enteros raciona

les. En efecto, a partir de la ecuación 

cuyas raíces son a ,a , ... ,a 
1 2 n 

podemos 

construir otra ecuación con coeficientes 

enteros cuyas raíces son las sumas de dos 

términos a + a 
n-1 n 

( 1 ) 
Los coeficientes de la ecuación mónica 

de grado n(n-1)j2 

(X-(o: +0: » (X-(o: +0: »" .. (x-(a +0:», 
1 2 1 3 n-1 n 

cuyas, raíces son los números o: . +0: . , 
1 J 

don dei ,} = 1,2,. ,n ,e i <}, s o n fu n c i o 

nes simétricas de los a y por tanto 
k 

son funciones racionales enteras de 

los coeficientes del polinomio 

cuyas raíces son a
1
,0:2, •• ,a

n 

mónico 

y por 

consiguiente son números racionales. 

Luego, los números a.+ a. son 
1 J 

de una ecuación algebraica con 

cientes enteros. 

raices 

coefi-
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Semejantemente, a partir de la ecuación 

cuyas raíces son estos últimos números po

demos construir otra, también con coefi-

cientes enteros, cuyas raíces son las su
mas de tres términos oc +oc +oc ,oc +oc +oc , ••• 

1 231 2 4 

,oc +oc +oc 
n-2 n-1 n 

Y así sucesivamente. Por 

último, oc +oc + ••• +OC que es el coeficiente 
1 2 n 

de mayor grado de la ecuación mónica, cu-

yas raíces son oc 1 ,oc2 "" ,oc
n

' es un número 

racional y satisface por tanto a una ecua

ción lineal de coeficientes enteros. Mul

tiplicando todas las ecuaciones así obte

nidas se obtendrá una ecuación de coefi

cientes enteros algunas de cuyas raíces 

pueden ser nulas, y cuyas restantes raíces 

son /3 1 /32, •.. ,/3N Si la dividimos por la , 
potencia de la incógnita cuyo exponente es 

igual al número de raíces nulas, resultará 

una ecuación de grado N cuyas raíces son 

los N números /31,/32'" .,/3N 

2 .N 
b+bz+bz+ .•• +bz =0, (b,b~o 

o 1 2 N o N 

b. entero para i = 0,1, ... ,N). 
l 
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Resumiendo: si se supone que n es alge

braico tendrá que cumplirse la ecuación 

(S) en donde 

son raices de 

los 

una 

exponen tes {3 , {3 , ••• , {3 
1 2 N 

ecuación (6). Si demos-

tramos que de (S) y (6) resulta una con

tradicción quedará probado que n es un nú

mero trascendente. Podemos decir en conse

cuencia que para demostrar que n es tras

cendente basta probar la siguiente propo

sición que es un caso particular del teo

rema de Lindemann Si {31,{32' ••• ,f3N son 

las raíces de una ecuación (6), no es po

sible que se cumpla la relación (S). 

La demostración se hará siguiendo pasos 

semejantes a los de la demostración de la 

trascendencia de e, de la que difi~re en 

aspectos muy importantes. -Tal como enton

ces pudimos obtener expresiones apropiadas 

de las potencias enteras de e, ahora las 

obtendremos para las potencias de e que 

figuran en la ecuación (S). Ellas serán 

f3 1 
11 + e: f3 2 

f1 + e: 
1 1 2 2 e = 11 

e = 11 ' ... , 
f3 N 

11 + e: 
N N (7) e = 11 
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en donde, como probaremos luego, H será un 

entero y los números t.
1

, ••• , t.
N

, que ahora 

podrán ser comp1ej os, serán tan pequeños 

como se quiera en valor absoluto; pero en 

que, a diferencia de 10 que tuvo lugar en 

el caso de e, la suma L Hv ' y no cada uno 
v 

de los números Hv ' será un entero divisi-

ble por un cierto número primo p(1) 

Sustituyendo en (5) los valores (7) se 

obtiene 

En el curso de la demostración probaremos 

que aH, 
o 

y por tanto la primera expresión 

entre corchetes, es un entero no divisible 

por un número primo p, y es por consi

guiente un entero diferente de cero. Pro

baremos también que basta elegir al número 

primo p 

la suma 

suficientemente grande, para que 

t.
1 

+t.
2 

+ ••• +t.
N 

se haga tan pequeña 

( 1 ) 
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como se quiera. Resultará así que (9) es 

una relación imposible, 10 que probará que 

rr es trascendente. 

Procederemos ahora a exponer los deta

lles de la demostración que acabamos de 

describir. 

1. Para definir al número M utilizaremos 

una adecuada modificación de la integral 

de Hermi te que fue utilizada para demos

trar la trascendencia de e. M será dado 

por 

donde b
N 

es el coeficiente de zn en (6), y 

p es un cierto número primo que luego de

terminaremos. Puesto que ~ , ... ,~ son las 
1 N 

raices de la ecuación (6), puede escribir-

se 
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y por consiguiente 

N P [b+bz+ .•• +bz]. 
o 1 N 

(N-llp-1 
• b

N 
(10) 

2. Desarrollemos ahora el integrando según 

las potencias de z . La menor potencia es 

Zp-1 y da origen al término 

r
a> -z p-1 

e z dz bP b (N-llp-1 

(p-1 ) ! o N 

o 

de la expresión de M. 

La fórmula 

f(p) = r·zP-le-ZdZ = (p-I)! 

o 

(11) 

(12) 

que da el valor de la función gama para p 

entero positivo permite escribir el térmi

no (11) en la forma 
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Los demás términos del integrando de la 

expresión de M contienen a z elevado a la 

potencia P o mayores que p, de manera que 

sus integrales son de la forma 

K ro 
q J -z q-l 

( p-1 ) ! e z d z , 
o 

(q-1 ~ p), 

donde k es un entero. En virtud de (12) 
q 

esos términos tienen valores 

K (q-1)! = 
q (p-1)! Kq .p ... (q-1), (q-1 ~ p), 

de manera que todos ellos son números en

teros divisibles por p. Resulta así que M 
es la suma de b

o 
b~N-1)P-l y de un múlti-

plo de p. Basta con que elijamos al número 

primo p de modo que sea p > I bol y p > I b
N 

I 

b b
CN-l)p-l 

para que o N no sea divisible por 

p, y por tanto, para que M tampoco sea di

visible por p. Por último, puesto que a 
o 

es un entero positivo, a M no será divi
o 

sib1e por p si elegimos a p con la condi-

ción adicional p > a . 
o 
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3. Ahora vamos a determinar a los números 

I1v y C-v de las fórmulas (7). El procedi

miento que fue empleado en el caso de e 

requiere ahora una importante modificación 

porque para definir esos números vamos a 

emplear los números ~v como uno de los lí

mites de integración, que pueden ser com

plejos (de hecho: uno de ellos es in). Por 

consiguiente las integrales mediante las 

cuales definiremos a I1v y C-v deberán con

siderarse sobre el plano complejo, a cuyo 

fin podemos observar que los integrandos 

son funciones anal í ticas uniformes de la 

variable compleja z, regulares salvo en el 

punto z = 00 en que hay una singularidad 

esencial. Debemos por tanto fijar conve

nientemente el camino de integración. 

Para cada valor de v la integral que 

expresa el valor de 11 en la fórmula (10) 

puede ser elegido, como se ve en la figu

ra de la pago 109, formado por un segmento 

de recta que parte de o y llega a f3v ' y 

por una semirrecta paralela al eje real, 

que parte de ~v ' y va a 00 • Como es sa-
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bido, el valor de la integral resulta ser 

el mismo para todos del número v . 

I , 
, 

o 

I , 
, , 

fJ :.---
4 

f3 1 ... - - - - - - - ---,...,.' f3 
2 

""', f3 3 

" ..... ---- --- ---- - --

---_ .. -_ .. --------- .. ---

La integral a 10 largo del segmento ofJv 
definirá el valor de f:v que, como luego 

veremos podrá hacerse arbitrariamente pe

queño si se elige al número primo p sufi

cientemente grande; y la integral a 10 

largo de la semirrecta fJv
oo proporcionará 

el valor de Mv . Se tiene por tanto 

fJ v 

J 
e-zzP-1dz N P 

( 1)' [b +b z+ ••. +b z ] p-. o 1 N 

o 

b (N-1lp-1 
• N (131 
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ro 

J 
e-zzP-ldz N P 

( 1) , [b +b z+ ... +b z ] p-. o 1 N 

f3 V 

(N-l)p-1 
• b

N 
(14) 

valores que es fácil observar que satisfa

cen a las relaciones (7). 

4. Trataremos ahora acerca de los ~v 

Como se sabe, el valor de la integral de 

una función de variable compleja es no ma

yor que el producto del máximo del valor 

absoluto del integrando sobre el camino de 

integración por la longitud de éste que en 

este caso es lf3vl. 

El integrando puede escribirse en la 

forma 

Si G denota al maX1mo de Iz(b +b z+ ... + 
o 1 

bNZ
N

) b:- 1 1 en una región del plano comple-
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jo que contiene a todos los segmentos que 

unen a o con los ~v' resultará que I€vl s~ 

rá no mayor que el producto de eP-
1/(p_1)! 

por factores que son independientes de p. 

Resultará así que si se aumenta convenien

temente el valor de p, lo que es siempre 

posible, los números €v y por tanto la su

ma € + ... +€ puede hacerse tan pequeña co-
l v 

mo se quiera; en particular, menor que la 

unidad. 

5. Nos ocuparemos ahora de los números Mv. 
Si reemplazamos en el integrando de la 

ecuación (14) la expresión entre corchetes 

por su valor deducido de (9) y sustituímos 

luego la variable z por la variable Cv = 
z-{3v' que deberá variar entre o e 00, se 

obtiene 

en donde 
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(16) 

Se tiene entonces que 

N N ro 

¿ M = L J e-'dC cP <I>(C) , 1) (p-1) ! 
1)=1 1)=1 o 

(17) 

en donde 

N 

<I>(C) = I b:P-l(C+~I)P-1(C+~I)-~1)P", 
1)=1 

••• (C+~I)-~I)_l)P(C+~I)-~I)+l)P", 

••• (C+~I)-~N)P 

es un polinomio en C, en cada uno de cuyos 

sumandos una de las N cantidades ~1'~2"" 

~N juega un papel particular; pero en el 

conjunto de ellos ninguna de esas cantida

des tiene un rol diferente del de las de

más. Por esa razón, si se desarrollan las 

potencias y se llevan a cabo los productos 

112 



de la expresión de <P(C), cada uno de los 

coeficientes de las potencias de C es una 

función racional entera y simétrica de ~1' 

""~N con coeficientes enteros. Ahora 

bien, los números ~ l' ••• '~N son todas raí· 

ces de la ecuación (6) cuyos coeficientes 

son enteros, pero que no es mónica. Por 

tanto el teorema 2 de la sección 5.1 nos 

permite establecer que los mencionados coe· 

ficientes de las potencias de C del poli· 

nomio <P( () son racionales. Pero nosotros 

deseamos probar que esos coeficientes son 

enteros. Esto podemos lograrlo valiéndonos 
Np-l 

del factor entero b
N 

que aparece en to-

dos los términos de <P(C). Puede escribirse 

en efecto 

N 

<P( () = L ( b "'+b Q )P-1(b "'+b Q b Q )p 
N'" NfJV N'" NfJV- NfJ l ••• 

V=l 

.. • (bNC+bn~v-bN~V_l)P(bNC-bN~V-bN~V+1)P 

••• (bNC+bN~V-bN~N)P, 

Cuando se lleva a cabo el cálculo de los 

coeficientes de las potencias de C median-
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te la fórmula de la potencia de un polino

mio se obtienen funciones enteras raciona

les simétricas de los productos bNf31, bNf32, 

... , b
Nf3N, con coeficientes enteros. Ahora 

bien, estos últimos N productos son todas 

las raíces de la ecuación que resulta de 

la ecuación (4) cuando se reemplaza la in

cógnita z por la incógnita w tal que w = 
b

N
, o sea la ecuación 

y también, por tanto, de la que resulta de 
N-1 

ésta al multiplicarla por b
N 

' o sea 

+ .•. + 

= o, (18) 

que es una ecuación mónica con coeficien

tes enteros. Resulta así, según el teorema 

2 de la sección 5.1, que los coeficientes 

del polinomio ~(C) son números enteros que 

denotaremos por A ,A , ... ,A 
o 1 Np-l 

Se tiene 

por consiguiente 
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N 

V=l 

2 
(A +A C'+A C' + 

o 1 2 

.+A C'Np-l) 
Np-1 ' 

y en virtud de (12) resulta 

N 

1 
(A p! 

o (p-1 ) ! 
V=l 

+ A (Np)!), 
Np-l 

N 

+ A (p+ 1 ) ! 
1 

+ •.. 

(19) 

b \' 11 que prue a que L v es un número entero 
V-1 

(1) 
divisib.le por p. 

( 1 ) 
Cabe aquí 
camos en 
cedente, 

observar que, tal 
una 
los 

n o t a d e p. i e d e 
números 11 son 

gebraicos. En efecto, 
V 
puesto 
raíces 

como i n d i -

página pr~ 

enteros al 

que b fJ , 
N 1 

del a .• ,bNfJN son todas las 
ecuación mónica (18) con coeficientes 
enteros, dichos números son, por defi
nición, enteros algebraicos. De (15) 
puede deducirse entonces, mediante la 

fórmula (12), que 11 es una expresión 
V 

racional entera de números algebrai-

cos. De lo dicho al final de la sec
ción 5.1 resulta que 11 es un número 

V 
entero algebraico. 
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En la parte 2 de la demostración hemos 

probado que a H es un entero que no es di-
o 

visible por p . 

Por consiguiente la suma 

es necesariamente un número racional ente

ro que no es divisible por p , y por tanto 

es diferente de cero. Resulta así que la 

ecuación 

N N 

[aoH + L Hvl + [ ¿ E:vl = o , 
1)=1 1)=1 

que es la ecuación (S) no puede cumplirse, 

pues no es posible que la suma de un ente

ro diferente de cero y de un número que es 

menor que la unidad pueda ser igual a 

cero. Esto prueba, según fue explicado al 

comenzar la demostración, que si se supone 

que n es un número algebraico, la ecuación 

(2), que es cierta sin duda, no podría 

cumplirse. Luego n es un número trascen-
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dente, y como consecuencia resulta la im

posibilidad de resolver el problema clási

co de la cuadratura del círculo. 

§ 6. ANEXO 

Los Números Algebraicos 

Para las definiciones de los números 

algebraicos y de los números enteros alge

braicos remi timos al lector a la sección 

5.1 . 

Sea ~ el campo de los números raciona

les y ~[x] el anillo de los polinomios en 

x, con coeficientes racionales. 

Un polinomio f(x) E ~[x] se llama irre

duci bl e si no es posible expresarlo como 

un producto de dos polinomios ninguno de 

los cuales sea de grado o, es decir ele

mentos pertenecientes a ~. 

Teorema 3. 

La suma, la diferencia, el producto y el 

cociente (en este último caso con divisor 
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diferente de cero) de dos números alge

braicos, son números algebraicos. 

Demostración. 

Sean a y f3 dos números algebraicos. Por 

definición serán raíces de las repectivas 

ecuaciones mónicas 

m m-1 (1) X + a x + ••• + a = o 
1 m 

n 
b 

n-1 
b (2) X + X + ••• + = O 

1 n 

cuyos coeficientes son números racionales. 

Sean a = a,a, ••• ,a las raíces de 
o 1 m-1 

(1) y f3 = f3,f3 , ••• ,13 las raíces de (2). 
o 1 n-1 

Consideremos la ecuación mónica 

i , j 

n (x-(a.+f3.» 
1 J 

mn mn-1 
= X +e X + ... +e = o, 

1 mn 

(3) 

donde el producto del primer miembro se 

extiende a todos los pares (i,j) tales que 

i = o,1, ... ,m-1, j = o,1, ... ,n-1. 

Los coeficientes e ,e , . .. ,e son funcio-
1 2 mn 

nes enteras simétricas de las raíces de 
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las ecuaciones (1) Y (2); son por tanto 

funciones racionales enteras de los coefi

cientes de dichas ecuaciones, es decir que 

son números racionales. Puesto que a + ~ = 
a + ~ es una raíz de (3), será un número 

o o 

algebraico. De manera semejante se prueba 

que a-~ y a~ son números algebraicos. Para 

probar que a/~, con ~ ~ o, es algebraico, 

puede observarse que 1/~ es algebraico 

porque es raíz de la ecuación de coefi

cientes racionales 

b yn + b 
n n-1 

n-1 
y + ••. + b 1Y + 1 

Resulta entonces que el producto 

es algebraico .• 

Corolario 1. 

= o 

1 a 
a. 73 = fi 

Toda función racional de números algebrai

cos con coeficientes racionales, en que 

ningún divisor es nulo, es un número alge

braico. 

Demostración. 

Resulta del Teorema porque todo número ra

cional es algebraico .• 
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Corolario 2. 

La suma, la diferencia y el producto de 

dos números enteros algebraicos son ente

ros algebraicos. 

Demostración. 

En este caso, los coeficientes e de la 

ecuación (3), en el caso de la suma a + ~ 

de dos enteros algebraicos, son funciones 

racionales enteras de los coeficientes a y 

b; Y puesto que estos son ahora enteros 

por hipótesis, los e serán también ente

ros. Luego a+~ será un número entero alge

braico. Semejantemente para a-~ y a~ .• 

La siguiente proposición no es utiliza

da en los parágrafos precedentes. Se in

cluye aquí unicamente a título de informa

ción complementaria de interés en la teo

ría de los números algebraicos. 

Teorema 4. 

Si w es una raíz de la ecuación 

F(x} 
n n-1 

=x+ax + ••. +a=o, 
1 n 

donde los coeficientes son números a1ge-
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braicos, es también raíz de una ecuación 

con coeficientes racionales y por tanto es 

un número algebraico. 

Demostración. 

Cada uno de los números a.(i=1, ... ,n), por 
1 

cuanto es algebraico, será raíz de una 

ecuación mónica ~.(x) = o 
1 

de grado.m. con 
1 

coeficientes racionales, cuyas raíces va

mos a designar por 

° a 
(m - 1) 

i 

Sea m = m
1
m

2 
••• m

n
, y definamos los m poli

nomios 

F. (x) 
J 

n j 1 
= X +a x 

1 

n-l n-2 jn-1 j 
n 

+ ••• +a x+ a 
n-1 n 

donde j= {j1, ... ,jn}' jkE {o,1,2, ... ,mk-1} 

para k = 1,2, ... ,n; de manera que 

F = F(x). 
(0, ... ,0) 

Consideremos el polinomio 

[(x) = n F(x) 
j j 

donde el producto se extiende a todos los 
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conjuntos j. El número ú) es raíz de la 

ecuación 

f(x) = o. 

Ahora bien, los coeficientes de f (x) 

son evidentemente funciones racionales en

teras simétricas de todas las raíces de la 

ecuación mónica qJl(X)qJZ(X) ••• qJn(X) = o de 

coeficientes racionales; por consiguiente, 

según el teorema 2, son funciones raciona

les de estos últimos coeficientes, y por 

consiguiente ellos mismos son números ra

cionales. Puesto que ú) es raíz de la ecua

ción f(x) = o, será un número algebraico .• 

Ejemplo. 

Sea ú) una raíz de la ecuación 

F(x) = 2 
X + 12 x + ~ = o. 

Tenemos ahora: (X = 12 
1 

y (XZ= ~, de modo 

(X0 = .f2, (x' = -.(2, (X0 = ~, (X' = -~, 
1 1 Z Z 

y 
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F 
2 /2x /3 = x + + 

(o, o) 

F 
2 /2x /3 = x - + 

( 1 , o) 

F 
2 /2x /3 = x + 

(o, 1 ) 

F(l,1) 
2 /2x /3. = X -

Se tiene entonces 

f(x) = F .F .F F = 
(0,0) (1 o) (0,1) (1,1) 

864 2 
X - 4x - 2x - 12x + 9 = o. 

Puesto que (J es una raíz de esta última 

ecuación, es un número algebraico. Puede 

observarse que es un entero algebraico; 10 

cual es consecuencia de que los coeficien

tes del polinomio F(x) son enteros alge

braicos, según resulta del siguiente coro

lario. 

Corolario. 

Si (J es raíz de la ecuación 

n n-l 
F(x) = X + <X X + ••• + <X = O, 

1 n 

donde <Xl'<X2, ••• ,<Xn son enteros algebrai

cos, entonces él mismo es un entero alge

braico. 

123 



Demostración. 

Usando las notaciones de la demostración 

del teorema anterior, los coeficientes de 

f(x) son funciones racionales enteras de 

los coeficientes de las ecuaciones ~.(x) = 
1 

o, los cuales son ahora enteros raciona-

les. Luego los coeficientes de f (x) son 

racionales enteros y w es un entero alge

braico.-
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