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IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA

DEeY TU

José TOLA*

Las demostraciones de la trascendencia de
los niimeros e y ® constituyen hechos im-
portantes de la historia de las Matemadticas
que se deben a Charles Hermite (1872) y
Ferdinand Lindemann (1882) respectiva-
mente. En particular, la demostracion de Lin-
demann dejo definitivamente establecido que
es imposible construir un cuadrado cuya drea
sea exactamenteigual a la de un circulo dado.
Quedo asi resuelto en sentido negativo el cld-
sico problema de los geémetras griegos que
se conoce con el nombre de cuadratura del
circulo. En la creencia de que esas demostra-
ciones serdn de interés para los lectores de
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Pro-Mathematica se exponen en este articulo
las demostraciones de la trascendencia de e
y Tt en la forma, mds sencilla que las origina-
les, que se deben a David Hilbert . Para
mayor ilustracion se dan, ademds, las prue-
bas, considerablemente mds simples, de la
irracionalidad de los mencionados niimeros.

§ 1. Introduccién

Es un hecho bien conocido que e y Il son
nimeros trascendentes, es decir que no son
raices de ninguna ecuacién algebraica

a + ax+ ... +ax"=o0
0 1 n

en que los coeficientes a,a3,...,a son
numeros enteros. Las demostraciones han
sido muy difundidas y no es dificil ha-
llarlas en la literatura matematica, par-
ticularmente en otros idiomas. No obstan-
te, considero de interés darla a conocer

mejor en nuestro medio.
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En parte, la importancia de la trascen-
dencia de n estd en el hecho, importante
en la historia de las Matematicas, de que
puso punto final, después de muchos si-
glos, a los innumerables y estériles in-
tentos de llevar a cabo, con s6lo la ayuda
de la regla y el compas, la construccion
de un cuadrado cuya area fuera exactamente
igual a la de un circulo de radio dado,
problema que, con el nombre de cuadratura
del circulo, se remonta a la antigiiedad
clasica.

El problema de la cuadratura del circu-
lo se réduce, dado un segmento cuya longi-
tud se toma por unidad, a construir con
s6lo la ayuda de la regla y el compas otro
segmento cuya longitud sea exactamente
igual a n. Desde iuego, es preciso enten-
der claramente que esta construccidén debe
concebirse en un sentido ideal, en que los
medios empleados sean absolutamente per-
fectos y en que el resultado nd esté afec-

tado por error alguno.

Ahora bien; dado el segmento de longi-
tud unidad, todos los numeros construibles
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con la regla y el compds son aquellos y
s6lo aquellos que pertenecen a una exten-
sién Fn del campo Fo de los nuimeros racio-
nales, tal que existe una sucesidén de cam-
pos FO’F1""’Fn que tiene la propiedad de
que cada campo Fi(i = 1,...,n) resulta del

precedente Fi_ por adjuncién a éste de un

1
nimero {k, donde k pertenece al campo Fo_,
pero {k no; es decir que F, estd formado
por todos los nimeros de la forma a + b {k

donde a y b pertenecen a Fi-1'

Cada numero construible es algebraico,
es decir que es raiz de una ecuacidén alge-

. s e (1)
braica con coeficientes enteros.

Por tanto, para comprobar que 7 no es
construible con la regla y el compids basta
probar que no es un nimero algebraico, es
decir que es trascendente.

La historia de 1la demostracién de 1la
trascendencia de 7 estid estrechamente 1li-

1
) Richard Courant y Herbert Robbins, What

is Mathematics?,0xford University Press
(1941), pag.133.
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gada a la de la trascedencia de e, la base

de los logaritmos neperianos

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) demos-
trd en 1764 que T es un nuimero irracional,
con lo cual quedé demostrado qué el pro-
blema de la cuadratura del circulo no pue-
de ser resuelto con sélo el auxilio de 1la

regla.

En 1872 Charles Hermite (1822-1905) [2]
logré demostrar que e es trascendente, a
cuyo fin se validé de un polinomio obtenido
con ayuda de reducidas de fracciones con-
tinuas que habia utilizado Lambert. Final-
mente, en 1882, Ferdinand Lindemann (1852~
1939) [2] démostré, mediante una modifica-
ci6én de la demostracién de Hermite, que 7T
es también trascendente. Posteriormente,
varios matemiaticos, y entre ellos los mias
grandes de su tiempo como Karl Weierstrass
(1815-1897) y David Hilbert (1862-1943),
diefon variantes y modificaciones de las

demostraciones originales.

Las demostraciones de la trascendencia

de e y n que se dan aqui se deben a David

71



Hilbert [3]. Naturalmente demuestran al
mismo tiempo que esos numeros son irra-
cionales. No obstante, para mayor ilus-
tracidon y por ser muy sencillo, probaremos
previamente la irracionalidad de e y =,
ain cuando eso no es requerido para la de-

mostracion de su trascendencia.

I .IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE € .

§ 2. Irracionalidad de ¢

[+ 0]
e es igual a la suma de la serie ), %T ,
n=o ¢
en donde, en particular, 0! = 1 por defi-

nicidn.

Si e fuera racional, podriamos suponer
que e = g donde p y 9@ son enteros primos
entre si. Demostraremos que esta suposi-

cién conduce a una contradiccién. En efec-

to, de ella se deduce que

Ilﬂ

1 1 o 1
0 < g —[1 + 7T + 3T +..0.+ !] = E ET (1)

n=qg+ 1

Q
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Ahora bien, podemos escribir

o
Z -1——=1— ! + ! +...
n! q! \g+1 (g+1)(g+2)
n=q+ 1
1 1 1
< q—! (CI‘FI + (q+1)2 + ...) =
1
-1 _g+t _ 11
Tqt , __1 T qtg
g+1

Luego, de (1) se deduce que

1 1
0 < qg! ( g - 2 - ?T - he. - a!) <

Q=

Esta desigualdad es imposible pues en

tanto el término de enmedio es un numero
.y 1

entero positivo, 7 es menor que 1. Por

consiguiente e es irracional.

§ 3. Trascendencia de ¢.

Para demostrar que e es un numero
trascendente es necesario probar que no es
raiz de una ecuaciodn

2
a + ax + ax + ... +ax =20
o 1 2
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a 0 a e
en que 2_ # y o A 4, ,a_ son

nimeros enteros. Con tal fin bastard en-
tonces con demostrar que una relacién de

la forma

: 2
a +ae +ae  + ... +ae”=o0 (1)
o 1 2 n

conduce a una contradiccién.

La idea de 1la demostracién es la si-

guiente: determinaremos los nimeros ente-

ros M, M1’ Mz,

plen las relaciones

oo s Mn tales que se cum-

M + ¢ (2)

donde 51/M, ez/M,...,en/M . son nimeros po-
sitivos muy pequefios. Valiéndonos de las
expresiones (2) de las potencias de e 1la
relacidon (1) que suponemos cumplida toma

la forma
[aoM + 21M1 + 321‘12 + ...+ ann] +
(3)
[3151 +a e, + .. 4 anen] =0 .
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La primera expresién entre corchetes es
un entero. En el curso de la demostracién
probaremos que no es nulo. En lo que res-
pecta a la expresidén encerrada en el se-
gundo par de corchetes, podremos estable-

cer que puede hacerse menor que la unidad.

Resultarda asi una contradiccidén porque es
imposible que un entero aumentado en un
nimero menor que 1 resulte igual a cero.
De esa manera quedard demostrado que 1la
relacién (1) es imposible, y por tanto,
que €& es trascendente.

En el curso de la demostracidn que si-
gue haremos uso del teorema segin el cual
si un entero no es divisible por un cierto
nimero no puede ser igual a cero, por
cuanto cero es divisible por cualquier ni-
mero dado. Mostraremos entonces gque los
ndimeros Ml,...,Mn son divisibles por un
cierto nuimero primo p, pero que aoM no es
divisible por dicho nimero. Resultari asi
que aOM + 31M + ...+ anMn no es divisible

por p y por tanto es diferente de cero.
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La ayuda mas importante que tendremos
es la de la integral de Hermite

®

p—-1 p -z
M = JZ [(Z‘“(fﬁ;;;-‘z‘”” € dz, (4)

0

donde n es el grado de la ecuacidén (1) y p
es un numero impar primo que después vamos
a determinar. Si el intervalo de integra-
cién lo dividimos en dos partes por el ni-
mero v, podremos definir los niumeros Mu y

€, (v = 1,...,n) mediante las férmulas
® p-1 P -z
. euJ 2PN (z-1)(2z-2)...(z-n)]" e *
v (p-1)1! ’
v (5)
y
v, -2
.. euJ 2PN (z-1)(2-2) ... (z-n)]" & %
v (p-1)! ’
0 (6)

De las férmulas (4), (5) y (6) se deduce
la ecuacidn
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que para v = 1,2,...,n, da las relaciones
(2).

Podemos entrar ahora a detallar la de-

mostracion.

1. Comencemos por recordar la férmula me-
diante la cual se define la funcidén gama :

©

T(p) = J 2Pt e gz,

0

Esta férmula la vamos a necesitar tunica-
mente para valores enteros y positivos de
p. Esto supuesto, y que p > 1, se obtiene
integrando por partes

©

T(p) = J P le %dz = [-ZP"'e *1% &

[
0

(9]
+ J (p-1)z°"%e %dz =
)

(1)

Ver, por ejemplo, Tola, Analisis II,

Lima (1971), pag. 235.
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@0

(p-1) [ P %e%dz = (p-1)T(p-1) =
0

= (pP-1)(p-2) T(p-2) =

(p=1)(p-2)(p-3) ... 2.1 T(1)

y puesto que
(1) = J e *dz = 1

resulta

(s 9]
T'(p) = J P le™%dz = (p-1)1 (7)
0

Por consiguiente [ (p) aumenta rapidamente
cuando el entero p crece. .

2. La férmula que acabamos de obtener nos
permitira calcular con facilidad la inte-
gral de Hermite. Con ese fin nos valdremos

de la formula para elevar a una potencia
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. . (1) s
un polinomio ,» ¥ tendremos el siguiente

polinomio en potencias de z :

[(z-1)(2=-2)...(z-n)]}" = [2"+...+(-1)"n1]P=

= z"P4+o. . (-1)"(n1)P, (8)

en donde hemos escrito uGnicamente los tér-
minos en la mayor y en la menor potencia
de z, y hemos tenido en cuenta nuestra su-
posicién de que p es un ndamero impar, y
por tanto se tiene que (-1)"F = [(-1)P]" =
(-1)". Se sabe ademds que todos los coefi-
cientes del polinomio obtenido en (8) son
enteros. La integral de Hermite es enton-
ces dada por

La férmula para elevar a potencia un
polinomio es )
m
(a + a_+ ...+ a )
1 2 P
o [0 (¢4
m! 1 2 p
= ) a a_ ... a .
o lo ..o T 2 P
1 1 p
donde la suma se extiende a todos los
conjuntos {ai,az,...,a } de nimeros en
p —_
teros postivos o nulos tales que o +
a2+...+a = m, y los coeficientes son
P

nimeros enteros.(Weber,Lehrbuch der Al
gebra, I, pag.53).
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®©

n P
M = (—Z;_g?i) J zP le %dz +
0
np+p ’ cp ®p1
- -z
Z .(—P:—j-)—!JZ e dZ,
p=p+1 '

donde 1los Cp son constantes enteras. Las
integrales de la ecuacidén precedente pue-
den ser calculadas mediante la férmula (7)
y se obtiene

np+p

n _1)1

M= (-1)™(n)? + ¥ ¢ L=t
paps1 P (p-1)!

El indice d€ sumacidén p es siempre mayor
que p.Por tanto la expresidn (p-1)!/(p-1)!
es un numero entero que tiene a p como
factor, de manera que puede sacarse en

factor comin a p en la sumatoria y resulta
- n P
M = (-1) (n!) + p[Cp+1+ Cp+2(p+1)+

Cp+3(p+2)...].

El nimero M no sera divisible por p si
no lo es el primer término del segundo
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miembro para lo cual, dado que p es primo,
basta que sea p > n, lo que es posible
porque los numeros primos son infinitos.
Podemos suponer por tanto que (-1)n (n!)p,
y por consiguiente M, no es divisible por
el numero primo p. También podemos escoger
a p de manera que el término a_ de (1)},
que es diferente de cero, no sea divisible
por p, para lo cual basta que sea p >Iaol,
lo que es siempre posible. De 1la manera
dicha queda probado que aoM no es divisi-
ble por p, que es uno de los hechos que
nos proponiamos establecer.

3. Vamos a probar ahora que los numeros Mu
definidos por (5) son todos divisibles por
p. Si en dicha ecuacién introducimos el
factor e’ dentro del signo integral y ha-
cemos el cambio de la variable z por 1la
variable ¢ = z-v, que varia entre 0 e ®
cuando varia entre v e ®, se obtiene

©

N B p-1 - -
M, = J 50 [<§+v) [(C+v=1)(T+-2)...

0

...(C+v-n)]P e'c]dg
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Si se llevan a cabo las multiplicacio-
nes del numerador se obtiene un polinomio
en £ en que el término de menor grado es
en t° y el de mayor grado es en ¢ "*VP-1,
y cuyos coeficientes son nimeros enteros.
La integral del numerador sera entonces

una combinacién lineal de las integrales

(9] X ©

Jc"e'cdc, Jc"“e'cdc, e Jc‘"*“"”e'zdc,

0 0 0

con coeficientes enteros. Puesto que di-
chas integrales, segun (7), son iguales a
p!, (p+1)t ,..., [(n+1)p-1]!, la integral
del numerador serd igual a p! multiplicado
por un numero entero Au’ de manera que

pt 4,

M, = =T =P A v =1,2,...,m),

lo cual prueba, como ya habiamos anunciado
que M1""’Mn son numeros enteros divisi-
bles por p. Este resultado y el hecho ya
probado de que QOM no es divisible por p,
permite deducir que aoM + 31M1+ ce. + anMn
no es divisible por p y por tanto es dife-
rente de cero.
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4. Vamos a tratar ahora acerca de una nue-
va parte de la demostracidén que se refiere

a la suma 316 +...4 anen donde 1los ED son

1
dados por las férmulas (6). Vamos a probar
que estos numeros pueden suponerse arbi-
trariamente pequefios. Para ese fin haremos
uso del hecho de que p puede ser elegido
tan grande como se guiera, pues las condi-
ciones que hasta ahora hemos impuesto a p
son la de ser un namero primo mayor que n
y que laol y que, por lo demds, puede ser

arbitrariamente grande.

Designemos por G y g, a los maximos de
los valores absolutos de z(z-1)...(z-n) y
(z—1)(z-2)...(z—n)e'2”) , respectivamente,

para z en el intervalo (o,n), es decir que

lz(z-1)...(z-n)ls G para

-z+l)l 0 £z = n .

I (z-1)(z-2)...(z~n)e g,

Puesto que v s n, se tiene para
v=1,...,n,
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2 ' (z-1)(z-2)...(z-n)]Pe”**"

|£UIS [ (P17 dz

0

[ %4 Gp-‘l

D
‘J (-t 9% >

8}

O Sea
Gp-1gv v
L = L (9)

Ahora bien, G, g, y v son nimeros constan-
tes independientes de p, y es claro que la
fraccién (?"1/(p—1)! es tan pequefia como
se quiera si p se elige suficientemente

grande.

Luego,

a +3 £ +...+ ael £ la tle t+la_lle 1+
I 1541455, nn 1 1 2| z|

...+lan9lenl < (121|g1+lazl2gz+

GP~!
...+|3nlngn) -('m .

Puesto que el valor de la expresidén en-
tre paréntesis es independiente de p, re-
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sulta de aqui que si p es suficientemente
grande la suma Ia1e1+...+anenl es tan pe-
quefia como se quiera y, en particular, me-

nor que la unidad.

Con esto hemos dado término a la demos-
tracidén, que fue descrita al comienzo, de
que una relacién de la forma (1) en que a_

es diferente de cero y a -+.»2_ son ente-

,l’
ros, conduce a una contradiccién, y por
consiguiente el numero e no es algebraico.

Es por tanto trascendente.

II. IRRACIONALIDAD Y TRASCENDENCIA DE TU
§ 4. Irracionalidad de T

. . . (1) ~
En la demostracidn que sigue desempefia
un papel importante la funcién

o x(1-x)"

r(x) n!

(1)

donde n es un numero entero.

(1)
Niven, Bull. of the Am. Math. Soc., 53

(1947) pag.209).
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Designemos por D*f a 1a k-ésima deri-
vada de f. Para calcularla podemos emplear
la conocida foérmula de Leibnitz de la de-
rivada de un producto de dos funciones(1):
K

D*(gh) =z (’;) Dig.D* Ih.

j=0

donde D°g = g y D°h = h.

Se tiene por tanto
K
=LZ(] p*~3n
nt

donde g(x) = x" y h(x) = (1-x)". Por con-

siguiente, puesto que

0 si J < n
ng(o) = n! si = y
0 si j >
1 1 n!
D h(o) = (-1) A-IJ7T °

(1)
R. Courant, Differential and Integral Calcu-

lus, Blackie and Son Limited, vol. I, (1942)
pag. 202.
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se tiene

Df(0) = 0o si k < n

y

Dkf(o) = %T (ﬁ) n! Dk'"h(o) si k 2 n. (2)
Ademas, se deduce de (1) que f(1-x) =

f(x), y por tanto, para k = 0,1,2,... es

D*r(1-x) = (-1)*D*f(x). En particular
p*r(1) = (-1)*D*r(o). (3)

Puesto que tanto los coeficientes binomia-
les como D" "h(o) son enteros, resulta de
(2) y (3) que Dkf(o) y Dkf(1), para

k = 0,1,2,..., son nimeros enteros.

. . 2
2. Es claro que si probamos que ©~ no es
racional tampoco lo serid n. Demostraremos

pues que si se supone que
112 = B (4)

donde p/q es una fraccidén irreducible se
llega a una contradiccién. Con este fin
nos valdremos de la funcidén [ antes consi-
derada, y supondremos que se cumple (4).
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Sea la funciodn

F(x) = q"{r°"f(x) - 7°""°D?F(x) +
+ (%) - L.+
n?(=1)"'D*" PP (x)+(-1)"D*"F(x)}. (5)

En virtud de lo demostrado en la parte 1 y
de (4),

F(o) y F(1) son numeros enteros (6)

Teniendo en cuenta que, por ser f(x) un
polinomio de grado 2n, sus derivadas de
6rdenes mayores que 2n son nulas, podemos
obtener las derivadas primera y segunda de
F(x) en la forma

F'(x)= g™ {r°"Df (x)-n*""2D3r(x)+n°" *D°F(x)-

n12n1

- amd(=1) £(x)}

2n-2

F'(x) = q"{nanzf(x)—n D4f(x)+

2n 4,6

DPf(x)-...+n°(-1)""1D%"

£(x)};
de donde se deduce haciendo uso de (5),

F"(x)+n2F(x) = q'n 2n+2f(x) = p"n?f(x) (7)

Ahora bien, puede observarse que
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(F'(x)sen nx-nF(x)cos nx)' = nF’'(x)cos nx+
F“(x)sen nx+n2F(x)sen AX-nF' (x)cos mwx =

F'(x)sen nx+n2F(x)sen nx

La ecuacién (7) nos permite escribir en-

tonces

(F'(x)sen mx-nF(x)cos nx)'= p"nzf(x)sen nx

(8)
Se deduce de aqui que
1
p"nz J f(x)sen nx.dx = (F'(x)sen nx -
0
1
- nF(x)cos mx)| - nF(1)+nF(0),
0
O sea
1
np" J f(x)sen mx.dx = F(1)+F(0). (9)

0

Puesto que, segin (6), el segundo miembro
es entero, también 1o seria el primer miem-
bro cualquiera que sea el numero n. Basta-
rad entonces con probar que n puede ser
elegido de modo gue el primer miembro de

(9) sea un numero positivo estrictamente
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menor que 1, para que (9) sea una relaciodn
absurda, y por consiguiente la férmula (4)
implique una contradiccidn. Lograremos ese
propdsito si suponemos que n es tal que
2p" . lim p"

T <1, lo que es posible porque Ns® ET =0

En efecto, debido a que x(1-x) = x-x°2

es positivo y menor que I para o0 < x < 1 ,

en este intervalo se cumple que

Is\

0 < f(x) <

nt
y por consiguiente
i N 1
0o < np" J f(x)sen mx.dx < =& %T [ sen mx.dx
0 0
2n
= nf <1

es decir que el primer miembro de (9) es
positivo y menor que 1 y por tanto, como
hemos seifialado, esa ecuacién es absurda y
la suposicidén (4) implica una contradic-
cidn. T es por consiguiente un nuimero

irracional.
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§ 5. Trascendenciade T

5.1 Definiciones y proposiciones preliminares

La demostracién de la trascendencia del
nimero M que vamos a exponer aqui se debe
a Hilbert como ya hemos sefialado, y re-
quiere recordar algunas definiciones 'y
proposiciones algebraicas que damos a con-

tinuaciédn.

Se llama funcidén racional de las varia-
bles X, 3X,5.+.,X a una funcidén que es de-

finida por un cociente de la forma

a o o
1 2 n
Y e o x, o x ‘... x
™ o 1 2 n
F(X ,X 4300 ,X =
( ,1’ 2’ ? n) o o Io ’
. 1 2 n
Yoo x o ox ... x
[ed 1 2 n
[0 4

donde las sumas se extienden a todos 1los

conjuntos

de n numeros enteros positivos o nulos, y
en que los coeficientes o Y c& son nume-
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ros complejos, un nimero finito de 1los
cuales, a lo sumo, es diferente de cero;
pero sin que el denominador se reduzca a
cero. Si la expresién que define a f se

reduce al numerador

a @ o
F(x,y...,X = c. X, X cee x 1
(1’ ’n) Z(X 1 2 n ’
o
se llama funcidn racional entera de X 5%,
coesX O polinomio en X sXgseoosX o De 1lo

contrario se llama funcion racional frac-
cionaria.

Se dice quella funcién f(xi,...,xn) es
simétrica si su valor no cambia cuando se
realiza una permutacidén cualquiera de los
valores que se atribuya a las variables,
es decir si se cumple que

f(a1,...,an) = f(30(1)""’30(n))’

cualesquiera que sean los numeros 8,5..,3
del dominio en que la funcidén es definida
y la permutacién o de 1los subindices
1,2,...,n . Las funciones racionales ente-

ras que son simétricas se denominan en
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forma abreviada polinomios simétricos en

las variables XpsewesrX .

Atencién especial merecen los polino-
mios evidentemente simétricos

s = X + X _+ ... + X

1 1 2 n
S = X X + X X +,..+ X X + X X +.,..+X X

2 1 2 1 3 1 n 2 3 n-1 n
S = X X X +X X X +...+X X X

3 1 2 3 1 2 4 n-2 n-1 n

1

S = X X ees X ,()

n 1 2 n

los cuales se llaman funciones simétricas

elementales de las variables x .

177 n

Consideremos ahora 1la ecuacién alge-
braica de grado n

a+ ax +...+a x '+ x =0, (1)
o 1 n-1

cuyos coeficientes son nimeros complejos,

. . n 7
y en que el coeficiente de X es 1, razoén

(1)
Observar que cada término X . X . .,..X

de Sp es tal que j1< J2< ...< ]
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por la cual diremos que la ecuacién es mé-
nica. Si o, 50,5 ... ,0  SON las raices de 1la
ecuacién, es sabido que se cumple la iden-

tidad

n-1
a4+ aXxX +...+ a X'+ x' = (x-o )(x-0o0)
] 1 n-1 1 2
e e e (X-O
( n)o
de donde se deduce que
-4 =0 + o +,,.+ O
n-1 1 2 n
a =g + xo +...+ 0o + 0o +,,,.+
n-2 1 2 1 3 1 n 2 3
+ (¢4
n-1 n
-4 = o0+ xxoa +,..+ A o [0 4
n=-3 1 2 3 1 2 4 n-2 n-1 n
n
-1 a = oo, ... «a .
( ) o 1 2 n

Puede reconocerse de inmediato que los se-
gundos miembros de las ecuaciones anterio-
res son la funciones simétricas elementa-
les de las raices de la ecuacidén y se cum-
ple por tanto que las funciones simétricas
elementales S, 35,9495, de las raices de
una ecuacidn monica son iguales a los coe-
ficientes de la ecuacidn con sus propios

signos o con signos contrarios, de acuerdo
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con la formula

P
s = (-1) a = 1,2,...,n).
= (-D)fa ., (p=1,2,...,n)

La siguiente proposicidén, que luego va-
mos a utilizar, es consecuencia del teore-
ma fundamental de la teoria de las funcio-

. 2 . (1)
nes simetricas

Teorema 1.

a) Cada polinomio simétrico P de las

variables x_ ,Xx se--sX €S igual a un poli-

1272

nomio @ en las funciones simétricas ele-
mentales Sy seeesS de dichas variables y
en los coeficientes de P; y los coeficien-
tes de @ son numeros enteros.

b) Si todos los coeficientes de P son
nimeros racionales, @Q es un polinomio en
las funciones simétricas elementales de
las variables y sus coeficientes son ra-
cionales.

c) Si todos los coeficientes de P son
nimeros enteros, @ es un polinomio en las

(D Ver por ejemplo, Van der Warden, Modei

ne Algebra I, Springer (1937).
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funciones simétricas elementales de 1las
variables y sus coeficientes son enteros.

Las observaciones hechas precedentemen-
te acerca de la ecuacidén ménica (1) da lu-
gar a la siguiente consecuencia del teore-

ma anterior.

Teorema 2.

a) Cada polinomio simétrico P en 1las
raices L de la ecuacidén ménica (1)
es igual a un polinomio @ en los coefi-

cientes a 53 5...,2 de la ecuacidén y en

n-1
los coeficientes de P; y los coeficientes

de Q@ son enteros.

b) Si todos los coeficientes de P y los
de la ecuacidén (1) son nimeros racionales,
P es igual a un numero racional.

c) Si todos los coeficientes de P y los
de la ecuacién (1) son numeros enteros, P
es igual a un nimero entero.

Si la ecuacidén que se considera no es
2 . . . . n
ménica, y si a #0 es el coeficiente de x ,

lo expresado anteriormente se cumple sus-
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tituyendo a los coeficientes a_ ,2 ,...,4
n
a a a
. o) 1 n~-1
por los numeros R R .

a
n n n

Por tltimo, recordaremos los siguientes
conceptos acerca de los numeros algebrai-
cos'":

Un nuimero complejo se llama algebraico
si es una raiz de una ecuacidén algebraica
con coeficientes enteros, o bien, equiva-
lentemente, de una ecuacidén mdnica con co-

eficientes racionales.

Un numero algebraico se 1llama entero
algebraico si es raiz de una ecuacidén mod-
nica con coeficientes enteros racionales.
En adelante mantendremos 1la denominacidn
de enteros para los numeros enteros racio-

nales

La suma, 1la diferencia, el producto y
el cociente, de nimeros algebraicos (con
divisor diferente de cero en el ultimo ca-

1
‘1 L.W.Reid, The Elements of the Theory of

Algebraic Numbers, The Macmillan Co.
(1910) .
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S0) son niumeros algebraicos; y la suma, 1la
diferencia y el producto de nimeros ente-
ros algebraicos son también enteros alge-
braicos.

En el anexo se ha reunido una informa-
cién complementaria acerca de los nilimeros
algebraicos; en particular, se da la de-
mostracién de las proposiciones enunciadas

anteriormente.

5.2 Demostracién de la trascendencia de Tt
De 1la ecuacidn

e = e**'Y = e*(cos y + i sen Xx)

mediante la cual se define a la funcidn
exponencial de la variable compleja 2, re-
sulta la relacidn

1 + ™ = o (2)

La trascendencia de e, que ya fue demos
trada, asegura que no puede existir una

ecuaciodon de la forma

2+219+...36 =0
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donde a°¢ oy a,d,...,2 son nimeros en-

teros racionales.

Lindemann demostrd en 1882 que tampoco
es posible que se cumpla una relacién de

la forma
b1 b2 b
a + a. e + ae “+...+ ae" =0 (3)
o 1 2 n
en que los numeros aj y bj (j =0,1,...,n)

sean algebraicos. Ahora bien, 1la unidad
imaginaria I es un nimero algebraico por
cuanto es raiz de la ecuacién 1 + x° = o .
Luego, si m fuera algebraico también 1lo
seria in, y no podria cumplir la ecuacion
(2) en virtud del teorema de Lindemann.

Resulta asi que nt es trascendente.

Aqui no vamos a demostrar el teorema
general de Lindemann sino un caso particu-
lar. La demostracidén de Hilbert que vamos
a exponer es una modificacién de la que
fue dada para demostrar la trascendencia
de e .

Comenzamos pues suponiendo, contraria-

mente a lo que queremos probar, que n es
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algebraico, es decir que es raiz de una
ecuacioén algebraica con coeficientes ente-
ros. Segin lo dicho in satisfaria también
a una ecuacién de la misma clase, cuyas
raices (In entre ellas) vamos a designar

POY a ,0 ,...,0 . A causa de (2) se cumple

1
entonces la relacién

o [+ 4 o

(1+e Y)(1+e %)...(1+e "

) =0,

que puede escribirse en la forma

o o o o b o v )

(1+e +e “+...+e ")+ (e +e +...
[o + O xA +o_ +a o +x 4+

n-1 n 1 2 3 1 2 a4 s (4)

+e )Y+...+(e +e +..
o +o +o o +0_+...+Q
n-2 n-1 n 1 2 n

+e Y+...+(e )= o

J

Puede ocurrir que algunos de los exponen-
tes de esta ecuacién sean nulos. Cada vez
que eso ocurra uno de los términos se re-
ducira a 1. Si los sumamos con el 71 que ya
aparece en el primer término resultaria un
nimero racional entero positivo a_ . Los

demis exponentes, todos ellos diferentes
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de cero, los designamos por 81,Qy...,BN,
y por tanto (4) puede escribirse en la

forma

1
a +e +e “+...+e "= 0, (4_ entero > o) (5)

Podemos probar que 1los nimeros 81,32,...,
BN

braica con coeficientes enteros raciona-

son las raices de una ecuacién alge-

les. En efecto, a partir de la ecuaciédn
cuyas raices son O 0y e O podemos
construir otra ecuacidén con coeficientes
enteros cuyas raices son las sumas de dos
(1)

< i o+ o+ O, ... o +
terminos 1 20 %4 3? » Xy n

(1) .
Los coeficientes de la ecuacidén mdénica

de grado n(n—f)/Z

X-(a_ +a X-(o, +a Lo X-(« +o
(X=(o +o ) ) (x=(o +a )). . (X=(&« _ +x )),
cuyas, raices son los nimeros o +a
1 3
donde I1,j = 1,2,..,n,e i<j, son funcio
nes simétricas de los O y por tanto
son funciones racionales enteras de
los coeficientes del polinomio ménico
cuyas raices son [ed o .., or
v 17 T2 n* ¥ P
consiguiente son nimeros racionales.
Luego, los numeros O + son raices
1 3
de 'una ecuacién algebraica con coefi-

cientes enteros.
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Semejantemente, a partir de la ecuacién
cuyas raices son estos Uultimos niumeros po-
demos construir otra, también con coefi-
cientes enteros, cuyas raices son las su-
mas de tres términos o ot EEE

X ot 5y asi sucesivamente. Por

ultimo, a1+a2+...+an que es el coeficiente

o +o_+O
1 2

de mayor grado de la ecuacidén ménica, cu-

yvas raices son o 5%, ...,a , €5 un namero
racional y satisface por tanto a una ecua-
cidén lineal de coeficientes enteros. Mul-
tiplicando todas las ecuaciones asi obte-
nidas se obtendra una ecuacidén de coefi-
cientes enteros algunas de cuyas raices
pueden ser nulas, y cuyas restantes raices
son Bl,Bz’°"’BN . Si la dividimos por 1la
potencia de la inecégnita cuyo exponente es
igual al ntimero de raices nulas, resultari

una ecuacidén de grado N cuyas raices son

los N numeros B1’Bz""’BN :

b +b z+b z%+...+b z" = 0o, (b ,b.# 0 ;
A " - 0’ N ’

bi entero para I = 0,1,...,N). (6)
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Resumiendo: si se supone que m es alge-
braico tendrd que cumplirse la ecuacidn
{5) en donde 1los exponentes 81,32,...,BN
son raices de una ecuacidén (6). Si demos-
tramos que de (5) y (6) resulta una con-
tradiccidn quedara probado que m es un mi-
mero trascendente. Podemos decir en conse-
cuencia que para demostrar que ® es tras-
cendente basta probar la siguiente propo-
sicidén que es un caso particular del teo-
rema de Lindemann : Si B1’Bz""’BN son
las raices de una ecuacidn (8), no es po-

sible que se cumpla la relacidn (8).

La demostracidén se hara siguiendo pasos
semejantes a los de la demostracién de 1la
trascendencia de e, de la que difiere en
aspectos muy importantes. Tal como enton-
ces pudimos obtener expresiones apropiadas
de las potencias enteras de e, ahora las
obtendremos para las potencias de e que
figuran en la ecuacién (5). Ellas seran

eB’I_ M’l+ Ei eBZ__ M2+ €2
= M ’ - M LIRS ]
B M+ €
e N= -—NM_N ’ (7)
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en donde, como probaremos luego, M sera un

entero y los niumeros € seeesE que ahora

N’
podrian ser complejos, seran tan pequefios
como se quiera en valor absoluto; pero en
que, a diferencia de lo que tuvo lugar en

el caso de e, la suma Z MU, y no cada uno
v

de los numeros Mu’ serid un entero divisi-
. . . (1)

ble por un cierto nimero primo p .

Sustituyendo en (5) los valores (7) se

obtiene

[20M+M1+M2+°'°+MN]+[€1+EZ+'"+£N]= 0 (8)

En el curso de la demostracién probaremos
que aoM, y por tanto la primera expresidn
entre corchetes, es un entero no divisible
por un numero primo p, y es por consi-
guiente un entero diferente de cero. Pro-
baremos también que basta elegir al numero
primo p suficientemente grande, para que

la suma E FEF...4E se haga tan pequefia

(1)
Como observaremos mas tarde, los nuimeros M

serdn ahora enteros algebraicos, no necesa-

riamente enteros (racionales).
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como se quiera. Resultard asi que (9) es
una relacidén imposible, lo que probaria que

T es trascendente.

Procederemos ahora a exponer los deta-
lles de 1la demostracién que acabamos de

describir.

1. Para definir al nimero M wutilizaremos
una adecuada modificacidén de la integral
de Hermite que fue utilizada para demos-
trar la trascendencia de e. M sera dado
por

(o]

M = J TE%TTT zp'i[(z-81)(z-82)...
0
(N

-1)p
dz,
N

(z-BN)]p e %.b

donde b  es el coeficiente de z" en (6), y
P es un cierto numero primo que luego de-
terminaremos. Puesto que 81""’BN son las
raices de la ecuacién (6), puede escribir-

se
1
(Z—Bl)(Z—BZ)-..(Z—BN) = b—N- (b°+b1z+..,

+ sz") (9)
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¥y por consiguiente

00e'zzp'idz N.p
M = J‘——TE:TTT— [bo+b12+...+bNZ | S
0
b (NP (10)

N

2. Desarrollemos ahora el integrando segun

las potencias de z . La menor potencia es
z°"' y da origen al término
® 1
e "z dz ,p (N-1)p-1
J TR bo bN (11)

o

de la expresidén de M.

La férmula

(49} .
I'(p) = J P le™%dz = (p-1)1 (12)

0

que da el valor de la funcidén gama para p
entero positivo permite escribir el térmi-
no (11) en la forma

bp b(N-1)p-1
o N :
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Los demds términos del integrando de 1la
expresidén de M contienen a z elevado a la
potencia p o mayores que p, de manera que
sus integrales son de la forma

o

K
T?;ﬁ%TT J e-qu-le, (g-1 2 p),
0

donde kq es un entero. En virtud de (12)

esos términos tienen valores

(g-1) _ _ _
Kq -1 —Kq-p-..(qi), (g-1 2 p),

de manera que todos ellos son nimeros en-

teros divisibles por p. Resulta asi que M
(N-1)p-1
N

plo de p. Basta con que elijamos al numero

es la suma de bo b y de un milti-

primo p de modo que sea p >Ib°| y D >IbNI
(N-1)p-1
N

P, ¥ por tanto, para que M tampoco sea di-

para que b0 b no sea divisible por
visible por p. Por dltimo, puesto que a_
es un entero positivo, aoM no serd divi-
sible por p si elegimos a p con la condi-

cidn adicional p > a .
o
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3. Ahora vamos a determinar a los numeros
M, y ¢, de las férmulas (7). El1 procedi-
miento que fue empleado en el caso de e
requiere ahora una importante modificacidn
porque para definir esos nimeros vamos a
emplear los nimeros BU como uno de los 1li-
mites de integracidén, que pueden ser com-
plejos (de hecho: uno de ellos es im). Por
consiguiente las integrales mediante las
cuales definiremos a Mu y €, deberan con-
siderarse sobre el plano complejo, a cuyo
fin podemos observar que los integrandos
son funciones analiticas uniformes de 1la
variable compleja z, regulares salvo en el
punto =z = ® en que hay una singularidad
esencial. Debemos por tanto fijar conve-

nientemente el camino de integraciodn.

Para cada valor de v 1la integral que
expresa el valor de M en la férmula (10)
puede ser elegido, como se ve en la figu-
ra de la pag. 109, formado por un segmento
de recta que parte de o y llega a g}, y
por una semirrecta paralela al eje real,

que parte de Bu , ¥y va a ® . Como es sa-
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bido, el valor de la integral resulta ser

el mismo para todos del numero v

U
*
B berer e cmcr m s s e e s e c e e . a--

4

La integral a lo largo del segmento oBu

definira el valor de ¢, que, como luego

v
veremos podra hacerse arbitrariamente pe-
quefio si se elige al numero primo p sufi-
cientemente grande; y la integral a 1lo
largo de 1la semirrecta B,}» proporcionara

el valor de Mu . Se tiene por tanto

b
~z_p-1 P
v e "z dz N
El)— e }‘_W [b°+b12+...+b~NZ ] .
0
. p N-Deslo (13)

N
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B -z_p-1 J
_ v e "z dz N
M = ¢ JW [bo+b12+...+bNZ ] .
BU
(N-1)p-
. b, p-t (14)

valores que es facil observar que satisfa-
cen a las relaciones (7).

4. Trataremos ahora acerca de los €,

Como se sabe, el valor de la integral de
una funcidén de variable compleja es no ma-
yor que el producto del maximo del wvalor
absoluto del integrando sobre el camino de
integracién por la longitud de éste que en
este caso es IBUI.

El integrando puede escribirse en 1la
forma

N, N-1_p-1
[z(bo+b1z+...+sz )bN 1

(p-1)!

-z

(e (b°+blz+...
N,,N-2

+bnz )bN ).

Si G denota al maximo de Iz(bo+b1z+...+

szN)b:'ll en una regidén del plano comple-

110



jo que contiene a todos los segmentos que
unen a o con los Bu’ resultara que Ieul se
rad no mayor que el producto de GP~'/(p-1)!
por factores que son independientes de p.
Resultard asi que si se aumenta convenien-
temente el valor de p, lo que es siempre
posible, los numeros €, ¥ por tanto la su-
ma € +...+€, puede hacerse tan pequeria co-
mo se quiera; en particular, menor que la

unidad.

5. Nos ocuparemos ahora de los nimeros Mv‘

Si reemplazamos en el integrando de la
ecuacién (14) la expresidn entre corchetes
por su valor deducido de (9) y sustituimos
luego la variable z por la variable CU =
Z'Bv’ que debera variar entre o0 e ®, se

obtiene
=T
8]
- (15)
ce(T+B,-B )Y Jf—p% 0,0y,
o]

en donde
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®,(¢) = b P (C+B )P (C+B,-B ). ..
(T+B,-B,_ )T (T+B,-B,, )F
(T+B,-B) 7. (16)

Se tiene entonces que

0

N N
Sucf [ifreno. o

en donde

®(T) = ) byP H(C+B, )P (C+B,-B,)P
=1

: (C+BD-BU-1)p(C+Bv-Bv+1)p' e
(T+B,-B,)"

es un polinomio en {, en cada uno de cuyos
sumandos una de las N cantidades B1,Bz,..,

BN

conjunto de ellos ninguna de esas cantida-

juega un papel particular; pero en el
des tiene un rol diferente del de las de-

mis. Por esa razdén, si se desarrollan las

potencias y se llevan a cabo los productos
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de la expresidén de ¢(C), cada uno de 1los
coeficientes de las potencias de T es una
funcidén racional entera y simétrica de qu

.,BN con coeficientes enteros. Ahora

bien, los numeros B .,BN son todas rai-

g7
ces de la ecuacidén (6) cuyos coeficientes
son enteros, pero que no es moénica. Por
tanto el teorema 2 de la seccidén 5.1 nos
permite establecer que los mencionados coe-
ficientes de las potencias de { del poli-
nomio ®({) son racionales. Pero nosotros
deseamos probar que esos coeficientes son
enteros. Esto podemos lograrlo valiéndonos
del factor entero b:p'1 que aparece en to-
dos los términos de ¢(C). Puede escribirse

en efecto

N
O(T) = ) (BT+b,B,)° (b, T+bB,-b B )P, ..
=1

"‘(bNC+anu_bNBv-1)p(bNC'bNBv—bNBu+1)p

P
...(bNC+bNBU-bNBN) .

Cuando se lleva a cabo el calculo de los
coeficientes de las potencias de ¢ median-
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te la férmula de la potencia de un polino-
mio se obtienen funciones enteras raciona-
les simétricas de los productos bNB1’bNB2’
...,bNBN, con coeficientes enteros. Ahora
bien, estos uUltimos N productos son todas
las raices de 1la ecuacidén que resulta de
la ecuacidén (4) cuando se reemplaza la in-
cégnita z por la incégnita w tal que w =

bu’ o sea la ecuacidn

y también, por tanto, de la que resulta de
. . . -1
ésta al multiplicarla por b: , O sea

b b ' b bV %W ...+ b wh 2,
o N 1N N-2
N-1 N
+ bN_iw +w = 0, {18)

que es una ecuacidén ménica con coeficien-
tes enteros. Resulta asi, segin el teorema
2 de 1la seccidn 5.1, que los coeficientes
del polinomio ®({) son numeros enteros que
denotaremos por Ao’A1"“’ANp-1 . Se tiene
por consiguiente
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N
-Cn.p
_ e >t d¢ 2
ZMU— -1t (A°+A1C+A2C +
v=1 0
Y I L

Np-1

y en virtud de (12) resulta

N
1
z = (-7 (A pt + Ai(pfi)! +...

+ Np 1(Np) ), - (19)
N

que prueba que Z Mu es un nuamero entero
V-1

(1)

divisible por p.

(1)

Cabe aqui observar que, tal como indi-

camos en una nota de pie de pagina

cedente, los ntmeros M son enteros al

gebraicos. En efecto, puesto que bNB

..,b B son todas las raices de la

ecuacién ménica (18) con coeficientes
enteros, dichos nimeros son, por defi-
nicién, enteros algebraicos. De (15)
puede deducirse entonces, mediante

férmulta (12), que MU es una expresién
racional entera de nimeros algebrai-
cos. De lo dicho al final de la sec -
cién 5.1 resulta que MV es un nimero

entero algebraico.
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En la parte 2 de la demostracidén hemos
probado que aoM es un entero que no es di-
visible por p .

Por consiguiente la suma

3M+ZM
[ ’ 124
D=1

es necesariamente un nuimero racional ente-
ro que no es divisible por p , y por tanto
es diferente de cero. Resulta asi que 1la
ecuacioén

N N
[aOM + Z Mv] + [ Z sv] =0 ,

=1 V=1

que es la ecuacidn (8) no puede cumplirse,
pues no es posible que la suma de un ente-
ro diferente de cero y de un nimero que es
menor que la unidad pueda ser igual a
cero. Esto prueba, segin fue explicado al
comenzar la demostracidén, que si se supone
que T es un numero algebraico, la ecuacidn
(2), que es cierta sin duda, no podria
cumplirse. Luego =® es un numero trascen-
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dente, y como consecuencia resulta la im-
posibilidad de resolver el problema clisi-
co de la cuadratura del circulo.

§ 6. ANEXO

Los Nameros Algebraicos

Para las definiciones de 1los numeros
algebraicos y de los nimeros enteros alge-
braicos remitimos al lector a la seccidén
5.1

Sea Q el campo de los numeros raciona-
les y ®[x] el anillo de los polinomios en
X, con coeficientes racionales.

Un polinomio f(x) € Q[x] se llama irre-
ducible si no es posible expresarlo como
un producto de dos polinomios ninguno de
los cuales sea de grado o, es decir ele-
mentos pertenecientes a @.

Teorema 3.

La suma, la diferencia, el producto y el

cociente (en este ultimo caso con divisor
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diferente de cero) de dos niumeros alge-
braicos, son nuimeros algebraicos.

Demostracion.

Sean o y B dos numeros algebraicos. Por
definicidén seran raices de las repectivas
ecuaciones mdénicas

X' 4 aX 4...+ a=0 (1)
x" 4+ bix"'1+...+ b=o0 (2)

cuyos coeficientes son nimeros racionales.

Sean A= 00, las raices de

m-1
(1) y Bo= 8,61,...,Bn_ las raices de (2).

1

Consideremos la ecuacién mdénica

-1
M (x-(a,+8)) = «"+c x™ 4. 4c = o,
A 1 J
i,1]

(3)
donde el producto del primer miembro se

extiende a todos los pares (i,Jj) tales que
i =o0,1,...,m-1, j =90,1,...,n-1.

Los coeficientes c¢_,c¢ ..,C__ son funcio-

1?7 2?°
nes enteras simétricas de las raices de
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las ecuaciones (1) y (2); son por tanto
funciones racionales enteras de los coefi-
cientes de dichas ecuaciones, es decir que
son numeros racionales. Puesto que o + B =
o+ Bo es una raiz de (3), sera un numero
algebraico. De manera semejante se pruebs
que a-B y of son numeros algebraicos. Para
probar que «/f, <con B # 0, es algebraico,
puede observarse que 1/8 es algebraico
porque es raiz de la ecuacién de coefi-

cientes racionales

n-1

n
bny +bn_1y +...4 b1y+1-0

Resulta entonces que el producto «. % = %
es algebraico.s

Corolario 1.

Toda funcidén racional de nimeros algebrai-
cos con coeficientes racionales, en que
ningin divisor es nulo, es un nimero alge-

braico.

Demostracion.

Resulta del Teorema porque todo numero ra-
cional es algebraico.m
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Corolario 2.

La suma, la diferencia y el producto de
dos niumeros enteros algebraicos son ente-

ros algebraicos.

Demostracion.

En este caso, los coeficientes c¢ de la
ecuacién (3), en el caso de la suma o + B
de dos enteros algebraicos, son funciones
racionales enteras de los coeficientes a y
b; y puesto que estos son ahora enteros
por hipdtesis, los ¢ seran también ente-
ros. Luego a+f serd un numero entero alge-
braico. Semejantemente para o-f y of.m

La siguiente proposicidén no es utiliza-
da en 1los paragrafos precedentes. Se in-
cluye aqui unicamente a titulo de informa-
cién complementaria de interés en la teo-
ria de los numeros algebraicos.

Teorema 4.

Si w es una raiz de la ecuacidn

-1
F(x) = x"+ aix" ...t a= 0,

donde los coeficientes son numeros alge-
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braicos, es también raiz de una ecuacidn
con coeficientes racionales y por tanto es

un nimero algebraico.

Demostracion.

Cada uno de los numeros ai(j=1,...,n), por
cuanto es algebraico, sera raiz de wuna
ecuacidén ménica wi(x) = 0 de grado,mi con
coeficientes racionales, cuyas raices va-
mos a designar por

(m -1)

Sea m = mm,...m, y definamos los m poli-

nomios

n J n-1 J n=-2 Jn 1 n

+..,.+QX X+
1 2 - n-1 n

1}
x
+
R
-
x
+
R
x

F (x

j( )
donde j= {‘j‘l”..’jn}’ jke {091’2s---9mk—1}
para k = 1,2,...,n; de manera que

F(o, .. .,o)= F(x).

Consideremos el polinomio

f(x) = 1 F(x)
i

donde el producto se extiende a todos los
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conjuntos Jj. El1 numero ® es raiz de la
ecuaciodn
F(x) = o.

Ahora bien, 1los coeficientes de f(x)
son evidentemente funciones racionales en-
teras simétricas de todas las raices de 1la
ecuacidén modnica w1(x)¢2(x)...wn(x) = 0 de
coeficientes racionales; por consiguiente,
seglin el teorema 2, son funciones raciona-
les de estos i1ltimos coeficientes, y por
consiguiente ellos mismos son nimeros ra-
cionales. Puesto que w es raiz de la ecua-
cién F(x) = 0, seria un niimero algebraico.m

Ejemplo.
Sea w una raiz de 1la ecuacién
F(x) = x*+ yZ2 x + /3 = 0.

Tenemos ahora: « = Y2 y a= Y3, de modo

x2—3. Por tanto

que ¢,(x) = x*-2 y 9,(x)

o« = /2, a = /2, oz;

1

'/§’ alz = _/59
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F = x%+ y/2x + /3
(o0,0)

F = x22 /Bx + /3
(1,0)

F = x%+ /Bx - /3
(o,1)

F x%- /Zx - /3.

(1,1
Se tiene entonces
f(x) = F

(o,o)'F(1,o)'F(o,1)F(1,1)=

x8- 4x6— 2x4— 12x2+ 9 = o0.

Puesto que © es una raiz de esta tultima
ecuacidén, es un nimero algebraico. Puede
observarse que es un entero algebraico; lo
cual es consecuencia de que los coeficien-
tes del polinomio F(x) son enteros alge-
braicos, segin resulta del siguiente coro-

lario.

Corolario.

Si w es raiz de la ecuacidn

-1
F(x) = x"+ ax" " '+...+ a=o0,
1 n

donde A 50,500, SON enteros algebrai-
cos, entonces él1 mismo es un entero alge-

braico.
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Demostracion.

Usando las notaciones de la demostracién
del teorema anterior, los coeficientes de
f(x) son funciones racionales enteras de
los coeficientes de las ecuaciones wi(x) =
0o, los cuales son ahora enteros raciona-
les. Luego los coeficientes de f(x) son
racionales enteros y ® es un entero alge-
braico.m
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