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CASOS PARTICULARES DE LA 
DESIGUALDAD DE JOHN-NIRENBERG 

PARA ESPACIOS BMOq> 

ALEJANDRO ORTIZ FERNANDEZ* 

En esta nota se dan los detalles de casos 
particulares de una extensión de la desigual­
dad de John- Nirenberg, 

I{x E Q / If(x) - fQI > A}I ~ 

-1 ( A ) e V1Q1 ' 

donde f E BMOep , 
IIfll*,cp 

2 n 

V (t) = J a ~ dy, o < a < 1, a . y 
t 

siendo cp una función contínua, no-decre­
ciente, de valor real, con <p(0 )=0. 

Tal extensión nos fue comunicada por el 
Profesor A. Torchinsky, [6], a quien agrade­
cemos. 

Profesor Asociado de la PUCP. 
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1. Introducción. 

El espacio de las funciones de oscila­

ción media acotada, B110, fue introducido 

por F.John L.Nirenberg en 1961, [3], 

donde 

Bl10 = {f E L
1
(Qo)/lIfll* = 

sup I~I J If(x) - f Idx < oo} 
QcQ Q Q 

o 

siendo Q un cubo fijo en ~n, de medida de 
o 

Lebesgue IQ I finita, cuyos lados (así co-
o 

mo los de los cubos Q) son paralelos a los 

ejes coordenados; f Q es el promedio 

I~I Jo r(xldx. Con la norma nrn* • 
IIfll 1 Bl10 es un espacio de Banach. 

L (Q ) 
o 

Obsérvese que Loo e Bl10 siendo la inclusión 

propia ya que log Ixl E B110. El espacio 

BMO está relacionado a otras ramas del 

análisis (funciones analíticas, ecuaciones 

en derivadas parciales, martingalas, aná­

lisis armónico, ... ). La desigualdad de 

John-Nirenberg es como sigue. 
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Sea A > o un número real y sea el con­

junto EA= {x E Q / If(x) - fQI > A} Si 

W(A) E lEAl s A e-bAIQI, con A y b apro­

piadas constantes, entonces f E BMO. 

r
oo 

-bA A 
A o e dA. I Q I = b I Q I ] . 

El reciproco es la parte crucial: si f E 

BMO, entonces existen constantes A y b tal 

que 

_bAllfll*-1 
w(A) s A e .IQI [+] 

La prueba original de John-Nirenberg es 

un tanto técnica; ella fue mejorada por 

A.P. Calderón, según aparece en Neri [4], 

en donde se hace uso de la descomposición 

de Calderón-Zygmund. 

Como en la prueba de la extensión de la 

desigualdad de John-Nirenberg se usará la 

idea de tal descomposición, veamos algunos 

detalles de la misma. 
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Descomposición de Calderón-Zygmund. 

Sea f una función integrable, definida en 

un cubo Qo y sea A > o un real tal que 

-¡-zf¡ I If(x) Idx s A 
o Q 

o 

Entonces existe una familia enumerable 

{Qk}' de cubos abiertos, disjuntos en Qo' 

tal que 

(a) If(x)1 s A a.e. si x E Q - U Qk 
o k 

(b) 

(e) 

Prueba. 

Dividamos Q en 2
n cubos abiertos congru­o 

entes (dividiendo por 2 sus lados). Con 

estos subcubos se presentan dos casos. 

(1) IQ;I IQ.,lf(X)ldX > A 

1 
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(11) 

Conservemos 

(1) (que es 

I 1" I 1 I f ( x ) I d x ~ A . 
Q. Q" 

1 í 

los cubos Qí que satisfacen 

parte de la conclusión (b)), 

mientras que los cubos Ql' que satisfacen 

(11), son sometidos al anterior proceso, 
n 

esto es, son divididos en 2 nuevos subcu-

bos congruentes, dando origen a una nueva 

generación de cubos en donde nuevamente 

tenemos 

( 1 ) 
1 IQ' .. If(x) Idx > A 

I Qí í I 
1 1 

(11) 1 1 If(x) Idx ~ A 
IQ'~ . I . 

1 1 Q" 
í í 

Retenemos los cubos Qjí ' mientras los Qji 

son sometidos a tal proceso. Y as í suce-

sivamente Renumerando obtenemos fami-

lias de cubos abiertos, disjuntos, de dis­

tintas generaciones Q1,Q2'·· ·,Qk·· .tal que 
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que implica (b) . 

Por otro lado, 1Qk l < f J lf(x)ldx 
Qk 

de donde I 1Qk l 
1 J If(x)ldx, < - que es A 

k Qo 
(c) . 

Finalmente, sea x E Q - U Qk ' esto es, 
o k 

x pertenece a algún cubo del tipo Qk' don­

de (por construcción) 1Qil ~ o cuando 

k -+ ro Como IQrl JQ"lf(Y)ldY ~ ~ , por 

k 

el teorema de diferenciación de Lebesgue 

tenemos 

I f (x) I = Ji m I Qk;' I JQu I f (y) I dy s A a • e • 
k~ro k 

• 

2. Espacios BMO~ . 

El espacio BMO fue extendido por S. 
Spanne [5], 1965, vía el espacio BMO , 

~ 
donde ~(t) es una función positiva, no -

decreciente, definida sobre {o,ro). Así, 
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B!10 = {f E L1(QO) / IIfll* = qJ ,qJ 

1 1 J - fQldx < ro} sup q>(r) Tq)T If(x) 
QcQ 

o Q 

donde r es la longitud del lado del cubo 
Q. Con la respectiva norma, B!10 es un es­

q> 
pacio Banach. Formas particulares de q> ha-

cen coincidir (isomórficamente) B!10 con 
q> 

algunos clásicos espacios de funciones. 
Así, 

Si q> ( t ) = 1 , entonces BI10 = BI10 ; 
q> 

Si q> ( t ) = ta. o < a. < 1 , entonces 
BI10 = Aa. donde (espacio de q> 

Lpischitz) 

Si -1 < a. < o, entonces se tiene BI10 = 
q> 

LP,'A. A. d ( . d , con a. = - p , S1en o espac10 e 

Morrey) 
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LP , A = {f E L 1 (Q ) / IIfIl Á = 
o LP , 

{ 
1Jp 

ro } • 
1 

IQlf(X)I
P 

dX} < = sup ~ 
Q r 

Algunos resultados de Spanne son: 

(i) Si ~(~) es casi-decreciente (esto es, 

si ti !5: t, existe una constante A tal 

que ~(~) !5: A ~(~:», entonces 

f(x) 

r 

I 
~(t) dt E BHO = ,x

1
,-t- ~ 

~1 ( t ) 
(ii) Si t es no-creciente, entonces 

BHO e BHO si y solo sí existen cons-
~1 ~2 

tantes c,8 tal que ~l(r) !5: e ~2(r), o < 
r < 8. La inclusión es continua. 

8 

(iii) Si I ~(:) dt < ro , para algún Ó > 0, 

o 
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w(f,r) = sup 
Ix-yl:;;r 

If(x) - f(y)1 satisface 

r 

w(f,r) < e J ~(:J 
o 

dt .lIfll* . ,l{J 

( . ) S· l{Jft\ • d . t 1V 1 ~ es caS1 ecreC1en e y 

r o 

l{J( t) dt -t- = +00 entonces en 8110 
l{J 

existen funciones ni acotadas, ni con-

tínuas. 

En particular, de lo anterior se deduce 

que 

-. Si l{J(t) 

ciente y 

1 = 1, entonces t es casi-decr~ 

J8 d: = +ro • Luego BHO~ = BHO 
o 

contiene a la función no acotada f(x) = 
loglxl. 

-.Sil{J(t) 
a = t , o < a < 1, entonces 

r 

J tlfl dt = 
o 

ra 
< 00 • Así, w(f,r) :;; 

a 

a r 
e a IIfll* :;; e rllfll* . Luego, si r , l{J , l{J 
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es pequeño, w( f , r) es pequeño y f es 

una función continua. Mas concretamente 

BMO = A , lo que constituye el teore-
ta. a. 

ma de Meyers-Campanato. Mas generalmen­

te, consideremos el espacio de 

Lipschitz 

{ 
If(x) - f(y) I } 

A tp = f / 11 f 11 Aq> = s u P n q> ( I x _ y I ) < ro . 
x,yEIR 

Se tiene 1\ e BMO , con inclusión con-q> q> 
tínua 

1 1 J 1 ~ tp(r) TQT TQT 
Q 

J If(x)-f(y)ldy dx < 
Q 

~ sup If(x)-f(y)1 < ro] 
~ q>(lx-yl)' 

X,yEQ 

En 1971, Ch. Fefferman [1] establece que 

el espacio BMO se identifica con el espa­

cio dual del espacio de Hardy H
1

, donde H
1 

= {f E L
1 

/ Rjf E L
1

, j = 1, ... ,n} siendo 

Rjf la transformada de Riesz de f, defini-
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X j 
da por [Rjf] (x) = TXT f(x), con f la 

transformada de Fourier de f. Fefferman 

prueba que tal identificación es equiva­

lente a la caracterización: f E BMO si y 
n 

sólo si f = f + L R.f. , con f. E LOO, j = 
o j=1 J J J 

o,1, ... n. En esta dirección Janson [2], 

1976, obtiene una caracterización semejan­

te para BMO I{J imponiendo a I{J la (extra) 

condición de crecimiento 

00 

J l{J(tt) dt ~ e l{J(r) 
-t r 

r 

Se observa que se tiene 

00 

J~(~) 
r 

( *) . 

dt 
-t ~ y 

que la condición (*) implica que la fun­

ción (positiva, no-decreciente y continua) 
00 

e(r) = r J ~(~) d~ define (por la anterior 

r 
caracterización (ii)) al mismo espacio 

BM0I{J Esto nos permite asumir que, bajo 

la condición (*), f E BMO es una función 
I{J 

continua. Bajo estas consideraciones, 

Janson prueba que 
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n 
f E Bl10 si y sólo si f = f + L R.f. 

cp ° j=1 J J 

con f. E /\ 
J cp 

j = 0,1, ... ,n. 

E . LP,41 
SpaCIOS 

Sea ~ una función positiva, no-decreciente 

mos (por conveniencia en las aplicaciones) 

la condición ~(2t) ~ e ~(t). 

Sea 1 ~ P ~ ro y r la longitud del lado del 

cubo Q, 

= {f E 

'-

( 1 J If(x) - f Q IPdx)1/P < ro} . S~P ~(r) 
Q 

Identificando las funciones que difieren 

en una constante, se obtiene la respectiva 

norma, con la cual LP,~ es un espacio de 

Banach. Observemos que si ~(t) = rncp(t), 

donde cp es una función positiva, no-decre 

cien te sobre (o,ro), entonces L1,~ = Bl10 cp 
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3. Desigualdad de John-Nirenberg para BMOcp 

(Torchinsky [6]). 

En esta ocasión consideramos ~(t), una 

función contínua, no-decreciente, de valor 

real tal que ~(o) = o . Entonces, f E BHO 
!(J 

si f E L1(Qo) y 

IIfll* = sup !(J( I~I) I~I Jlf(X}-f Qldx < ro . 
,!(J QcQo Q 

El objetivo es extender a BHO la desigual 
!(J 

dad de John-Nirenberg [+1 de la sección 1. 

Bien, sea la función 

2n 

V(t) = J ~(~) dy 

t 

Se tiene la 

Proposición 1. Sea fEBHO. Si 1 ím '1'( t } <ro, 
!(J t~o+ 

entonces 

sup ess.lf(x}-fQI~ 
XEQ 

dY)lIfII* . ,!(J 
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Prueba. 

Fijemos x E Q ~ QO • Asumamos que x sea un 

punto de Lebesgue de f, esto es, tal que 

lim I~I J If(y)-f(x)dy = o . 
Q-x Q 

Como f E L: oc y casi todo punto de Rn es 

un punto de Lebesgue de f, es suficiente 

asumir tal condición para x . Llamando Q1 
n = Q, Q2 es uno de los 2 subcubos congru-

entes en que es dividido Q1 • Este proceso 

es continuado sucesivamente, y de esta ma­

nera se obtiene una sucesión de subcubos 

(diádicos) {Qj}' que converge a x. Además, 

por el teorema de diferenciación de 

Lebesgue, 

Pero, 
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.::; 2
n

cp(IQ. 1 1 )lIfll* 
J - ,CP 

Entonces, 

+ lim If(x)-fQ.1 = 
}~ex> J 

ex> 

2
n 

( L cP ( 1 Q ji) ) "f" * ,CP 
}=1 

(considerando que IQI = 2(}-1)n IQ .1) = 
J 

Ahora probemos la desigualdad 

IQI 

cP (.!.2.l) .::; _~1_ 
2 kn n log2 

2(k-1)n 

J CP(Yy) dy , 

IQI 

k;;:: 1. [*] 

2 kn 

En efecto, 
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IQI IQI 
2(k-1)n 

J 
q>(y) dy ~ 

Y 
IQI 

2 kn 

= n lag 2 (p(lli) 
2 kn , 

que l.mplica [ *] . 

Luego, 
101 

ro 2(k-1)n 

If(X)-fOI s 2
n L ( 1 J <P(~l dY) 

lag 2 . 1 n J= IQI 

2 kn 

. IIfll*q> s (desde que la suma es por blo­
ques) 

s 2 n ( 1 
n lag 2 

2n lQI 

J q> ( y ) dY)" f 11 
. Y *q>' 

a 

1 ., 2n donde observamos que ~ es equi-2(j-2)n 

valente a 22n s 2 n (j+1). Así se tiene la 

tesis con 
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Caso • 1 i m '1' ( t) = +00 • 

t-+o+ 

Si esto es el caso, se sabe que 

'1'( Ixl ) 

2 n 

= J P(~) dy E 

Ixl 

Bl10 cp 

(ver sección 2). Sea ahora la función 

2 n ex 

'1' (t) = J cp(y) dy , o < ex < 1 . ex y 
t 

Entonces se tiene el 

Teorema. Si 1 im '1'( t) = +00 , entonces exis­
t-+o+ 

te una constante e tal que para r E Bl10cp Y 

todo Q ~ Qo se tiene 

Prueba. 

La idea de usar la descomposición de 

Calderón-Zygmund. Asumamos r Q = o y 

"r,,* = 1. (pues hacemos el cambio r por ,cp 
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f-fQ 

IIfU* ,cp 
, de ser necesario). Asi la tesis 

es I{x E Q / If(x)1 > A}I s C 1 

Al usar tal descomposición obtenemos suce­

civas generaciones de sub cubos de Q en la 

forma siguiente. La primera generación de 

cubos es obtenida al nivel 

I b I J I f ( x) I d x ~ '" ( I Q 1) ~ 2
n 

'" ( I Q I ) , 
Q 

obteniéndose cubos abiertos disjuntos Q~1) 
J 

tales que 

(a) If{x)1 s 2
n 

cp{IQI) a.e. sobre Q_~Q)1); 

1 J . s ("T) I ({x) Idx s 
IQ. I Q(1) 

J j 

(c) \' I Q{.1 ) I s 1 
L J 2 n cp ( I Q I ) 
j 

I J I ({ x) I dx s 
. Q ( 1 ) J . 

J 
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~ IQI J If(x) Idx 
2

n
rp( IQI) IQI Q . 

1 
~ - IQI . 

2 n 

Ahora, en la segunda etapa, aplicamos la 

descomposición de Calderón-Zygmund a cada 

función (f(x)-f (1» X (1)(X), y obtenemos 
Qj Qj 

una segunda generac10n de subcubos. Asi, 

fijemos Q)1) y pongamos Q(1)e Q)1). Enton­

ces, desde que 

obtenemos los subcubos Q~2) de Q(1), 
J 

abiertos y disjuntos, tales que 

(a)' If(x)-f (1)1 ~ 2 nrp(IQ(1)1) a.e. sobre 
Q 

Q ( 1 ) _ UQ. (2 ) 
J J 
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( b )' 2
n 

¡p ( I Q ( 1 ) 1) ~ ~ 2) J I f ( x ) - f (1) I d x 
IQ. I Q(2) Q 

J j 

~ 4 n¡p(IQ(1)I) 

(e)' IIQ)2)1~ n 1(1) IJ If(x)-f (1)ldX 
. 2 ¡p( IQ 1) . Q(2) Q 

J J j 

Desde que IQ(1)1 ~ IQ-I , de (a)" y (b) ob-
2

n 

tenemos 

I f (x) I ~ 1 f (x) -f (1) I + ~ 1 ) J I f (x) I dx 
Q IQ I Q( 1) 

esto es, 
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Ahora, de (b)' y (e), sumando sobre todos 

los cubos de la primera generación Q( 1 ) , 

obtenemos 

[++] , 

y asi podemos continuar ... Asumiendo que 

tenemos seleccionado una (k-1)-geración de 

cubos Q(k-1), por el método usado antes, 

se selecciona una (k)-generación de 

Calderón-Zygmund cubos, tal que para cada 
(k-1) cubo Q se tiene (inductivamente) 

k-1 

[+] If(x):$; 4
n L q>('~~) a.e. sobre 

. 2 
)=0 

[++] 
k 

:$; Gn) IQI • 

Ahora hagamos el siguiente argumento. 
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Caso A > 2 n cp ( I Q I ) 

entero tal que 

Sea k el más grande 

k-1 

4
n .I cp(~~J) < A . Entonces se tiene 

)=0 

k-1 

{x E Q /lf(x)1 > A} ~ {x E Q / 4
n I cp(I~~) 

. 2 
)=0 

Luego, 

< I f (X) I} e UQ (. k) , por [+] 
) ) 

I{x E Q / If(x)1 > A}I ~ IIQj(X)1 

j 

k 

~ (~n) I Q I . [ * * ] 

Ahora, por construcción de k, 

k 
4

n 
\' 

(por [*]) ~ n log 2 L 
j=O 
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IQI 
2(j-1)n r2n'Q' J ~(~) dy ~ 4n 

titl dy 
lag 2 = n y 

IQI IQI 

2 jn 
2 kn 

(
1 QI) e 'P IQI 2kn . 

Luego, usando {**], 

que ~s la tesis para este caso. 

n + Caso A ~ 2 ¡p( IQI). Por hipótesis, si A~ a 
-1 

entonces 'PIQI(A) ~ 00 luego existe una 

constante c
1 

tal que 

n 2 ¡p(IQI). Por lo tanto, 

-1 IQI ~ c 1'P
IQI

(A), A ~ 

I{x E Q / If(x)1 > 

A}I ~ IQI • • 

4. Casos particulares. 

PROPOSICION 2. Sea ¡p(t)= r¡(lag(f» y el>'(t) 

= r¡( t), donde el> es una función continua 

175 



(derivable), no-decreciente, con ~(o) = o. 

Si 

2 n lQI 

~IQI(t) = J D(log(f)) 
t 

dy 
Y 

entonces tenemos 

Prueba. 

esto es, 
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-1 
'1'-1 (t) -- c

1
e(-1/2)<P (t)IQI. 

IQI ~ 

Tenemos 

1 

2 n :QI 

= J D(log 

1 
T 

s)(- ds) 
s 

1 
T 

= J D(log 

1 

2 n lQI 

y) dy 
Y 

1 
T 

= J D(log y)d(log y)= ~(log(f)) 
1 

1 -4>( 1 og(--»; 
2 n lQI 

+ 4>(lOg( 1 )) = 4>(log(.!». 
2 n lQI t 



* Llamemos ~IQI(t) = t 

* Luego t + 

° aun, reescribiendo, 

así, 

= t + <l>(lOg( 1 )), de donde 
2 n lQI 

-1 * t = ~IQI(t ). 

-1 ° aún ~ I Q I ( t ) = e 

(t+<l>(log( 1 ») 
2n lQI Pero, 

-1 desde que <l> es creciente, en general, si 

Luego, 

~ e 

. e 

2 

~ log( 1 ) 
2n lQI 

= e 
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Considerando que 

~ log( 1 ) 
2

n
lQI 1 e = = 

( 
1 ) 1/2 

2 n
lQI 

tenemos la tesis. 

• 

Corolario 1. Sea 11 (y) = 1 Y CfJ ( t) = 1 . 
Como 4> es tal que 4>'(t)= 1, 4>(t)= t ,esto 

es, 4>-1 (t) = t . Luego, 

-1 
'l'IQI(t)~ 

-(1/2)4>-1(t) 
c

1
e IQI= 

y por teorema tenemos 

-(1/2)t IQI c
1

e , 

I{x E Q / If(x)-fQI> A}I ~ C1'l'1~1 (lIfll:,~~ 

-( 1/2)Allfll~1 
,CfJ 

~ c
1 

e IQI , 

que es la desigualdad de John-Nirenberg 

para Bf10 . 
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Corolario 2. Asumamos T}(y} = y-E:, o < E: < 

< 1; cp(t} = (log(1/t}}-E: = 1 
(-log t}E: 

Entonces <1>' ( t) = t - E: <I>(t} 

Si 

t = (S(1_E:}}1/1-E: . 

Entonces, 

= (s(1_E:}}1/1-E: = 1/1-E: e s . 

Luego, 

y por tanto se tiene la respectiva desi­

gualdad de John-Nirenberg, 
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Corolario 3. ( S tegenga ) . Sea T}(y) 1 = Y Y 

cp(t) 1 (log t)-1 Asi q,' ( t ) = = . = 
lOg(f) 

- t- 1 
Ó q, ( t ) = 1 og( e f) . Entonce's 

-t q,-1(t) = e e y se tiene la correspon-

diente desigualdad de John - Nirenberg . 
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