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CASOS PARTICULARES DE LA

DESIGUALDAD DE JOHN-NIRENBERG
PARA ESPACIOS BMO ¢

ALEJANDRO ORTIZ FERNANDEZ*

En esta nota se dan los detalles de casos
particulares de una extension de la desigual-
dad de John- Nirenberg,

I{x € Q / If(x) - t‘QI > A} o<

QI £l o ’
donde f € BMOg ,

2"«
‘I’(t):[ o) gy, o <a< 1,
« %

t

siendo @ una funcion continua, no-decre-
ciente, de valor real, con ¢(0)=0.

Tal extension nos fue comunicada por el
Profesor A. Torchinsky, [6], a quien agrade-
cemos.

*
Profesor Asociado de la PUCP.
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1. Introduccidén.

El espacio de las funciones de oscila-
cién media acotada, BMO, fue introducido
por F.John - L.Nirenberg en 1961, [3],
donde

BMO = {f € L'(Q)/lfll, =

1
sup If(x) - f_ ldx < o}
acq_ 19 Jo Q

siendo @_ un cubo fijo en R", de medida de
Lebesgue IQOI finita, cuyos lados (asi co-
mo los de los cubos Q) son paralelos a los
ejes coordenados; fQ es el promedio

1
Tor JQ f(x)dx. Con la norma Ifll, +
nen 1 , BMO es un espacio de Banach.
L™ (@)
o

Obsérvese que L® < BMO siendo la inclusién
propia ya que log |Ix| € BMO. El1 espacio
BMO estda relacionado a otras ramas del
analisis (funciones analiticas, ecuaciones
en derivadas parciales, martingalas, ana-
lisis arménico,...). La desigualdad de

John-Nirenberg es como sigue.
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Sea A > 0 un nimero real y sea el con-
junto E1= {x e @ / If(x) - fql > A} . Si

o(r) = lE’xl < A e‘blel, con A y b apro-

piadas constantes, entonces f € BMO,

* ©
[en efecto, If(x) ~- ledx = j o(r)dr <
J@ -

o

P\m’
Al e Pan 101 =

Jo

ol

Q1].

El reciproco es la parte crucial: si f €
BMO, entonces existen constantes A y b tal
que

T
w(d) < A e .1Ql [+]

La prueba original de John-Nirenberg es
un tanto técnica; ella fue mejorada por
A.P. Calderdén, segun aparece en Neri [4],
en donde se hace uso de la descomposicidn
de Calderdén-Zygmund.

Como en la prueba de la extensidén de 1la
desigualdad de John-Nirenberg se usaria 1la
idea de tal descomposicidén, veamos algunos

detalles de la misma.
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Descomposiciéon de Calderon-Zygmund.

Sea f una funcidén integrable, definida en
un cubo QO y sea X > 0 un real tal que

1
|Q—| JQ JF(x)ldx < A

o

Entonces existe una familia enumerable
{Qk}’ de cubos abiertos, disjuntos en QO,

tal que

(a) If(x)l =X a.e. si x € QO— U Q

k k

(b) A < oo J Ir(x)ldx < 2™

k Qk
(c) Z 1@, < % J | £ (x)ldx
k @
o]
Prueba.

Dividamos QO en 2" cubos abiertos congru-
entes (dividiendo por 2 sus 1lados). Con

estos subcubos se presentan dos casos.

(1) To°
i}

I j If(x)ldx > &
QI

i

156



1
TZTTTjQH If(x)ldx < A

1 i

(I1)

Conservemos 1los cubos Q} que satisfacen
(I) (que es parte de la conclusién (b)),
mientras que los cubos Q;, que satisfacen
(II), son sometidos al anterior proceso,
esto es, son divididos en of nuevos subcu-
bos congruentes, dando origen a una nueva
generacién de cubos en donde nuevamente

tenemos

(1) WIZ—TJ If(x)ldx > X ;
ii Q.
11

(11) lQ—Z—TJ If(x)ldx < x .
ii Q.
ii
Retenemos los cubos Q}j , mientras los Q¥i
son sometidos a tal proceso. Y asi suce-
sivamente ... Renumerando obtenemos fami-
lias de cubos abiertos, disjuntos, de dis-
tintas generaciones Q1,02,...,Qk...ta1 que

n
M@, <J ir(x)ldx < 2" aQ 0,
@y
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que implica (b).

Por otro lado, Ile < % J\ ff(x)ldx ,
Qk
1
de donde z Ile < 3 I If(x)!dx, que es
k Qo

(c).

Finalmente, sea x € Qo- Z Qk , esto es,
X pertenece a algin cubo del tipo QL, don-

de (por construcciédn) IQ;! — 0 cuando

k — ® . Como —,1,—- If(y)ldy < » , por
Q71 "
el teorema de diferenciacidén de Lebesgue

tenemos

iIf(x)! = 1im Tﬁ%T J If(y)ldy < A a.e.
k> k QL

2. Espacios BMOw .

El espacio BMO fue extendido por S.
Spanne [5], 1965, via el espacio BMOw,
donde ¢(t) es una funcidén positiva, no -
decreciente, definida sobre {o,®). Asi,

158



1
BMO,, = {f € L(Q,) /N, =

Zgg 5T%T T%T J If(x) - fQIdx < m}

o Q
donde r es la longitud del lado del cubo
Q. Con la respectiva norma, BMO¢ es un es-
pacio Banach. Formas particulares de ¢ ha-
cen coincidir (isomérficamente) BMOw con
algunos clasicos espacios de funciones.
Asi,

H

-. Si o¢(t) 1, entonces BMO¢= BMO

—-. Si @(t) t<

BMO¢= A, donde (espacio de

s, 0 < a < 1 , entonces

¢ 4

Lpischitz)

A= {feLw/nfu = sup X)WL }
o A o
a X,y lx-yl

Si -1 < « < 0, entonces se tiene BMO¢ =
Lp’x , con & = - % , siendo (espacio de

Morrey)
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Py~ _ J¢ 1 0 _
L = {f e L (QO)/nfan’x =

1/p
sup { li J !f(x)lp dx} < ® }
Q@ r Q

Algunos resultados de Spanne son:

(i) Si QL?l es casi-decreciente (esto es,
si t' < t, existe una constante A tal
tl

que Qi%l < A Qi?rl), entonces

r

F(x) = J 2(L) 4t € BMO,,
lX1|

b

X =

(xj,...,xn).
¢, (1)
(ii) Si 7 es no-creciente, entonces
BMOw < BMO si y solo si existen cons-
1 2

tantes c¢,5 tal que ¢, (r) s ¢ gy(r), o<

r < 8. La inclusidn es continua.
fo)

(iii) si J QL%— dt < ®» , para algin & > o,
O N
entonces toda f € BMO es una funciodn
continua,

y su mddulo de continuidad
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w(f,r) = sup If(x) - f(y)!| satisface
Ix-ylsr
r

w(f,r) s c J eCt) ae.urn, 0

4 ’
o

(iv) Si QL%l es casi decreciente y

8
J Qi%l- dt = +© , entonces en BMO¢
o
existen funciones ni acotadas, ni con-
tinuas.

En particular, de lo anterior se deduce

que
-. Si ¢o(t) = 1, entonces % es casi-decre
8
. dt
ciente y 7 = @ . Luego BMOw = BMO
o .
contiene a la funcidén no acotada f(x) =
loglixt.
-. Sio(t) = t% o < a < 1, entonces
r X
J ﬂ%l dt = = <o . Asi, o(f,r) s
fe)
rd
c — ifi, s ¢ riflh, . Luego, si r
»P s @
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es pequefio, w(f,r) es pequeiio y f es
una funcidén continua. Mas concretamente

BMO o Aa , 1o que constituye el teore-
t

ma de Meyers-Campanato. Mas generalmen-

te, consideremos el espacio de
Lipschitz
| f(x) - F£(y)l
A= <f/ifll, = su ®s .
0 {/ N, TUP T exyTy S
x,y€R

Se tiene ch BMOw , con inclusién con-

tinua

. 1 1
[Slfé/\a, mj|f(X)—le dx <

o(r)
Q
1 1 1
< o(r) TaT J Tl J VF(x)-f(y)ldy dx <
@ Q
I f(x)-F(y)l ]

En 1971, Ch. Fefferman [1l] establece que
el espacio BMO se identifica con el espa-
cio dual del espacio de Hardy H1, donde H1
= {f € L1 / ij € Lj, J = 1,...,n} siendo

ij la transformada de Riesz de f, defini-
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- X . N -
da por [ij] (x) = T?% f(x), con [ 1la
transformada de Fourier de f. Fefferman
prueba que tal identificacidén es equiva-

lente a la caracterizacidén: f € BMO si y

n

sélosi f=f_ + YR, ,conf,el” j=
o iz J

0,17,...n. En esta direccién Janson [2],

1976, obtiene una caracterizacidén semejan-
te para BMOw imponiendo a ¢ 1la (extra)

condicidén de crecimiento

®
e(t) dt e(r)
J t tSC r (*)
r
®
Se observa que se tiene Jﬂi%l Q% 2 w(;) y
r

qQue la condicidén (*) implica que la fun-

cién (positiva, no-decreciente y continua)
®

e(r) =r J Qi%l g% define (por la anterior

r
caracterizacion (ii)) al mismo espacio

BMOw . Esto nos permite asumir que, bajo
la condicidén (*), [ € BMOw es una funcidn
continua. Bajo estas consideraciones,

Janson prueba que
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n
f € BMO i Yy 51 si £ = f +§Rf
f. e
con /\ ’

Espacios »? .

Sea ¢ una funcion positiva, no-decreciente
mos (por conveniencia en las aplicaciones)
la condicidn ®(2t) < ¢ ¥(t).

Sea 1 s p £ oy r la longitud del lado del
cubo @,

pPs® _ 1 n _
L = {f € LlOC(R y / Hfﬂ*,¢ =

N

(sup Q(i) f IF(x) - f‘ledx)j/p < w}
? Q

Identificando 1las funciornies que difieren
en una constante, se obtiene 1la respectiva
norma, con la cual Lp’d> es un espacio de
Banach. Observemos que si @(t) = rnw(t),
donde ¢ es una funcidén positiva, no-decre

ciente sobre (o0,®), entonces Lj’<I> = BMOw
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3. Desigualdad de John-Nirenberg para BMO(p
(Torchinsky {6]).

En esta ocasidén consideramos ¢(t), una

funcién continua, no-decreciente, de valor
real tal que ¢(0) = o . Entonces, f € BMOw
. 1

si f el (QO) y

1 1
||f||*,(p = Zgg W ToT J|f(X)-fQ|dX < ®
o @

El objetivo es extender a BMOw la desigual
dad de John-Nirenberg [+] de la seccién 1.
Bien, sea la funcidn

Y(t) = J QL%— dy . Se tiene la
t

Proposicion 1. Sea feBMO . Si 1im V¥Y(t)<o,
@ +
ts0
entonces

21191

_ e(y)
sup ess.lf(x) les c[ J v dy HFH*’w

X€
@ 0
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Prueba.
Fijemos x € @ < QO . Asumamos gque X sea un

punto de Lebesgue de f, esto es, tal que

1im — | 1F(y)-F(x)dy = o
o Ta1
—X Q

1
loc
un punto de Lebesgue de f, es suficiente

Como € L y casi todo punto de R" es
asumir tal condicién para x . Llamando 01
= @, 02 es uno de los 2" subcubos congru-
entes en que es dividido 01 . Este proceso
es continuado sucesivamente, y de esta ma-
nera se obtiene una sucesidén de subcubos
(diadicos) {Qj}, gue converge a X. Ademis,
por el teorema de diferenciacién de

Lebesgue,

lim fQ = f(x) a.e.
oo 9
Pero,
I -r Is—IJ IF(x)-f ldx
o, ,~fe; = Ta , Q4
J

< (desde que le_1

= 2Meg.
| 1Q;1)
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n
s 2%(1Q,_ s,

’

Entonces,

IfF(x)-Ff 0 S If =F | + If ~F | + ... +
Q Q,7"a, Q7 e,

+ 1im |f(x)- f I =

Jow J
©
- z ir, - ls 2 ( Z 010, )HFH
, J+1
Jj=1
(considerando que QI = 2(j'1)lejl) =

- (3 o[t

Ahora probemos la desigualdad

Q1
2(k-1)n

w['Q’) < —1 [ ) gy, k= 1. 0%
19l

2kn n logZ2

2

En efecto,
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1Q1 Q|
2(k—1)n 2(k-1)n

[zt o] 5 2
1Q1 2 1Q]1 2 2

2kn 2kn

Qi

= n log 2 w(———] ,
2kn

que implica [*].

Luego,

lQl
Z(k-i)n

y
1 n log 2 101

2kn

I (x)-rg) s of

W >~>8

J

. Ifl, < (desde que la suma es por blo-
ques)

2™M1Q1

< 2”(—-—1— J ey dy) 1
n log 2 o ‘

1 n
—_— < 2 i-
donde observamos que 2(]—2)n es equi
valente a 22n s 2n(J+1).

2
n log 2

Asi se tiene 1la
n

tesis con ¢ = ]
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Caso. 1lim ¥(t) = +o .
t-)o+

Si esto es el caso, se sabe que

2n

¥(ixl) = J Qi§l dy € BMO,

Px|
(ver seccién 2). Sea ahora la funcién

2na

¥ (t) = J W) gy L, 0 <o < 1
¢4 y
t

Entonces se tiene el

Teorema. Si 11'm+‘l'(t) = +o , entonces exis-
t-o0
te una constante ¢ tal que para [ € BMOw y

todo @ € @_ se tiene

(o]
©(d) = I{x€Q/If(x)-L5I>r}Is C“’TZ)I(H{Hx w).
*
Prueba.

La idea de wusar 1la descomposicidén de
Calderd6n-Zygmund. Asumamos fQ =0 ¥y

NEW, 0 = 1. (pues hacemos el cambio f por
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f-rf
TF] Q , de ser necesario). Asi la tesis
*,9

es I{x € @ / If(x)] >}l 5 ¢, wl‘él(ch).

Al usar tal descomposicidén obtenemos suce-
civas generaciones de sub cubos de @ en la
forma siguiente. La primera generacién de

cubos es obtenida al nivel

TéT J LF(x)ldx s o(1Q1) < 2" g(1Q1),
Q@

obteniéndose cubos abiertos disjuntos Q;z)
tales que

(a) If(x) < 2" 9(1Ql) a.e. sobre Q—lJlQﬁ.“;

(b) 2%0(1@1) s Tj)J IF(x)ldx < 470(1Q1)
10§ |Q§1)

(1) 1

(c) QY" 7'l £ ———— J If(x)ldx s
Z J 2”<p(lol)z (1)

J J Qj
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< — Q] j If(x)ldx
2011 I1QI Q ,
1

Ahora, en la segunda etapa, aplicamos la
descomposicién de Calderdén-Zygmund a cada
funcidn (f(x)-f (1)) X (1)(x), y obtenemos

J J
una segunda generacién de subcubos. Asi,

fijemos Q§1)‘y pongamos 0(1)5 051). Enton-
ces, desde que

1 (1),
N |F(x)-F | < o(1@(1))
(1)) L,u) (1)

< 2%y,

obtenemos los subcubos Q§2) de 0(1),
abiertos y disjuntos, tales que

(a)' If(x)-f | < 2”¢(IQ(1)|) a.e. sobre

oD

(1)_ (2)
Q ng
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b)’ 2"y < 22) J | F(x)-F
10 1 o(2)

6?(1)Idx
J
J

< 4%

, (2) 1
(c)' YR\ Is ———rm J |f(x)-f . ldx
; J 2”¢>(|Q(“|)Z oth)

(2)
9
‘T—IT)'“ J |£(x)=f . ldx
20101 o(1) (1)
(1)
c et
2!1

Desde que IQ(”I < I_in_ , de (a)' y (b) ob-

tenemos

1
If(x)l < |f(x)-f I+ ———I I f(x)ldx
QY oty

ol D)
< 4”([)('—62)-}1-) + 490101
esto es,
If(x)l < 4"(40('2—,',) + w(lQl)) . [+1°
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Ahora, de (b)' y (c¢), sumando sobre todos

)

los cubos de 1la primera generacidn Q(j ,

obtenemos
2y, 1 (1) 1 1%
zm‘. )< —ZIQ. < (—) Q1. [++1°
J n J n
; 2" = 2
J J
Y asi podemos continuar... Asumiendo que

tenemos seleccionado una (k-1)-geracidn de

Q(k—j)

cubos , por el método usado antes,

se selecciona una (k)-generacidn de
Calderdén-Zygmund cubos, tal que para cada

cubo Q(k_i) se tiene (inductivamente)
k-1
n (@1
[+] If(x) < 4 z w(gﬁj) a.e. sobre
J=o
(K=1) _110(K)
@ JQj

k
[++4] Z IQ}k)l < C—ﬁ) 1Q1
J

Ahora hagamos el siguiente argumento.
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Caso » > 2" p(1Ql) . Sea k el mas grande

entero tal que

z (IQ|] A . Entonces se tiene

k-1
c n Q!
(x €@ JIf(x)] >A} s {xe@ /4 Z wtgiﬂ

j=o

< If(x)l} c goﬁk’ , por [+]
Luego,

I{x € @ / IF(x)] > A} < ZIQJ(X)I

1 k
< P—J Q1. [**]

Ahora, por construccidén de k,

k
n QI 4"
2 o(%) < wor 01 5 5 Tog2

j=o
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2(J-1)n 2" Q
e(y) 4 p(y)
J dy n log 2 J y dy
1@ Q|
21 okn
1@l
c v [ )
1@l 2kn
Luego, usando {**],
l{x € @ /1f(x)1 > apis 290 < w7l (o 9y
okn rt-27»

que es la tesis para este caso.

Caso 2 < 2"p(1Q1). Por hipétesis, si > ot

entonces WTél(X) > ® , luego existe una
constante ¢, tal que QI < cI\PTél(X), A<
2"9(1Q1). Por lo tanto, I{x € @ / If(x)! >

-1
A o< 1@l < CIWIQI(X) .
4. Casos particulares.
PROPOSICION 2. Sea ¢(t)= n(]og(%q) y &' (t)

= n(t), donde ® es una funcién continua
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(derivable), no-decreciente, con (o) = o.
2™1Q1

. - 1), dy
t

entonces tenemos

-1
-1 (-1/2)% “(t)
¥io1(t) = Che Q1.

Prueba. Tenemos
1
1
21 Q| 7
d
1 1
g 21
1
t
= J n(log y)d(log y)= ®(log(%)) -
1
2™ Qi
-d(log( n1 });
271Q1

esto es,

W|Q|(t) + ¢(10g(

= ®(log(l)).
2”10:” (1og(1))
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_ o * , _ w1 *
Llamemos WIQl(t) =t ; asi, t = W|Q|(t ).

Luego t*+ Q(Iog( nj )): Q(IOg(—_T_LTFJ)v
21| WTQI(t )

o aun, reescribiendo, @(log(—:il——— ) =
WIQI(t)

=t + ¢(10g( n1 )), de donde
271 Q|

ool = e+ ofon{)):

1

2"1Q1

(t+®(log(
, -1,
o aun WIQ‘(t)_ e

)))

Pero,

-1 . .
desde que ¢ es creciente, en general, si

-1 -1
a,b > o se tiene ¢—1(a+b) > ¢ (Q)EQ (b).
Luego,
¢_1(t)+10g(2"10|) 1 -1
¢IQ|(t)Se = e .
1 1
—= log
2 2191
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Considerando que

1 1
— log( = )
2 1@\

1 _ 2N/2)q)1/2

QI

Ql ,
tenemos la tesis.

Corolario 1. Sea n(y) =1 y o(t) =1
Como ¢ es tal que @' (t)= 1, ®(t)=t , esto
es, ¢'1(t) = t . Luego,

~(172y07 (1)

-1 - t
W'Ql(t)s c,e l@t= c,e (1/2) 1Q1,

1

y por teorema tenemos

1{x € @ / 1£(x)=Lyl> A}l < C1WTé|(WTW§“;JS
—(1/2)aren?
*,9

<c, e el ,

1

que es la desigualdad de John-Nirenberg
para BMO
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Corolario2. Asumamos n(y) = y

- 1
<1 3 e(t) = (log(1/t)) " = -
(-log t)
e t1-e
Entonces @' (t) =t s () = —— >
1-¢ 1-¢
-1{t .t _
@(1_€)=t.51 T = S »
t = (s(1-g))1/1-¢
Entonces,
¢-1(s) = (s(1—e))1/1_6 = ¢ s1/1-¢
Luego,
1 ~(1/2)¢1/1¢
Tin(t) sc, e : Jdel

y por tanto se tiene la respectiva desi-
gualdad de John-Nirenberg,

_(1/2)(xnfu;1(p)1/1'E

w(r) S c e tQl
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Corolario3. (Stegenga). Sea n(y) = = y

o(t)

-t

= _1T = - (log )" . Asi @(t) =
Iog(?)

o &d(t) = log(c %) . Entonces

¢_1(t) = ¢ et y se tiene la correspon-

diente desigualdad de John - Nirenberg
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