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ACERCA DE LA CONJETURA DEL 
JACOBIANO 

Fernando E. TORRES ORIHUELA* 

Sea k un campo y sea F:k
n 
~ k n una aplicación 

polinómica, i.e., F es tal que sus funciones co

ordenadas f , ... ,f son polinomios en n varia-
1 n 

bIes X1""'X
n

' Si k es infinito y si F tiene 

inversa polinomial G ésta con funciones coordenª 

das g1, ... ,g , entonces el determinante de la mª 
n af . * 

triz jacobiana (axl)es un elemento de K :=k\{O}. 
j 

Esto sigue de la regla de la cadena pues GoF = 
identidad sobre k

n 
y k infinito implican 

X = g.(f1 , ... ,f), luego 
i I n 

n ag. af. 
l:: \' I f f 1 
U i j = L. ax ( 1"'" n) ax 

t = 1 t j 

La última igualdad nos dice que el producto de 
ag. af. 

matrices de orden n, (ax
l 

(f 1, ... ,f
n
))(ax

l
) es 

t j 

1< 
Estudiante de Doctorado del Instituto de Matemá 

tica Pura y aplicada, Río de Janeiro, Brasil. 
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la matriz identidad. Aplicando la función deter

mitante a ambos lados y después de comparar gra

dos sigue 10 afirmado. 

La conjetura del Jacobiano afirma que si la 

característica de k es cero y F = (f •...• f ) es 
1 n 

polinómica tal que el determinante de su matriz 
* , facobiana E k • entonces F tiene inversa po1ino-

mica. 

Es posible que este problema haya aparecido 

por primera vez en la literatura en 1939 en un 

artículo de Keller [14] para k = c. De esta 

fecha se registran al menos cuatro "pruebas" 

erradas de tal conjetura (Ver por ejemplo [6. 

1.3]) Y en especial significativos avances se ha 

logrado para n = 2 ; mas para n ~ 2. la cuestión 

continua en abierto. (Si n = 1 la hipótesis im-

* plica F(x) = ax + b con a E k Y b E k ; luego 

la conjetura es cierta). Este artículo tiene la 

finalidad de divulgar algunos resultados parcia

les y de problemas asociados a tal conjetura. No 

pretende ser exhaustivo.Así la mayoría de resul

tados presentados no estan acompañados de demos

traciones mas si de las referencias. Aquellos en 

los cuales se incluye una prueba es por que o no 

estan "explícitamente" eaunciados en la litera-

tura o es una prueba más simple de tal (módulo 

una opinión). 
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1. Cuo generaL 

1.0 Si la característica de k es p > O entonces 

x ~ xP-x sirve como contraejemplo a la con

jetura en característica prima. (Aun para n=ll). 

En este caso Nousiainen probó : 

Teoreaa 1.1 [6,Teo,. 2.2] Sea k un campo de ca

racterística p > O Y F:kn~ kn polinómica di

gamos F(x) = (ft(x), ... ,fn(x». 

Son equivalentes: 

* (1) El determinante del jacobiano de F € k . 
[n] P P f (2) k = k[X , ... ,X, , ...• f]. 

t n 1 n 
q1 qn 

(3) Los polinomios f
1 

••• f , O ~ qi < P. 
forman una base para k[n~ como 

k[XP
1

, ••• ,Xp
] - módulo. 

n • 

Para p > O • ver además la "vecindad" del Teo. 

2.2 en [6]. 

En particular si k es finito, digamos con q 

elementos, las coordenadas de una función poli

nómica en general no están unívocamente defini-

das por tal. Es el caso de una función definida 

por Xq 
- X - X

2 
Más aún. se prueba que toda 

función f: k n ~ k puede ser definida por. un 

polinomio de n variables: [15, Ejercicio S.6d] o 
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[28, pág. 152]. 

1.1 De ahora en adelante supondremos k infinito 

El siguiente lema de carácter elemental es 

básico en lo que sigue: 

Lema 1. 

(a) [15, Cor.2, pág.145]. Si F
1

, ••• ,F
n 

son sub

conjuntos infinitos de un campo k y f E k[nJ 

se anula en F
1
X ... XF

n 
' entonces f = O . 

(b) [11, Ejercicio 1.14] O [28, Prop. 2.7b, pág. 

101]. Si k es algebraicamente cerrado y 

f E k[nl \ k, entonces f tiene al menos un 

cero . • 
Del lema l.la sigue que las funciones coordena

das de una función polinómica esta definidas 

univocamente por ella, con lo que ya no es ambi

guo escribir F = (f , ... ,f). Para tal F, 
af. 1 n. 

J(F) := (ax 1
) E Mn(k[nl) = conjunto de matrices 

j 

de orden n con entradas en k[nJ. 

J(F)(x) denotará a la matriz obtenida de J(F) 

reemplazando las variables de sus componentes 

por x E k
n y j (F):= det(J(F» E k[nJ • Con es

tas notaciones tenemos: 

Corolario. Si k es algebraicamente cerrado, son 
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equivalentes: 

(a) 

(b) 

( c) 

J ( F) E GL (k [ n J ) • 
*n 

j (F) E K 

V X E k n 
: J(F)(x) E GL(k). 

Prueba. (a) ~ (b) es por álgebra lineal y (b) 

~ (c) es claro. Para ambas proposiciones no es 

necesaria la hipótesis sobre k: (c) ~ (b): Sigue 

del l~ma 1. lb . 
• 

Si k no es algebraicamente cerrado, el corolario 

es falso : e.g. k = R Y F = X2 + 1 As! que 

para este caso se tiene una conjetura análoga : 

"Si F = (f , ... , f) : IRn 
---7 IR n es polinómica 

1 n 

con J(F)(x) E GL (k) Vx E IRn 
, entonces F tiene 

n 

inversa analítica". Ver la sección 3.1 de este 

artículo. 

1.2 Para F polinómica con coordenadas f. existe 
1 

un homomorfismo de k-álgebra asociado 

* [nJ [nJ • F:k ---7 k que ap11ca x. H f. Y recíproca-
1 1 

mente para un tal k-homomorfismo ~ existe una 
* aplicación polinómica F tal que F = ~ . Esto es 

un caso particular de un resultado para morfis

mos de variedades algebraicas afines. (Ver por 

ejemplo [12, Chap 1, pro. 3.5]). 

Luego, analizar la existencia de la inversa 

polinómica para F será equivalente a la de la 
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* biyectividad de F . En verdad - ver la Observa-

ción que sigue al Teo.1.2 - la inyectividad de F 

será suficiente para la existencia de tal inver-
* sao Así, lo remarcable del cambio para F pOdría 

ser el utilizar resultados sobre la estructura 

de los k-homomorfismos de k[n1 . En efecto, para 

n = 2 se sabe que todo k-automorfismo de k[X,Y] 

es composición de k-automorfismos de las formas 
X H X, Y H Y + h(X) Ó X H aX + bY, Y H eX 

+ dY con a,b,c,d E k Y ad-bc + O [33]. 
Para n ~ 3 aún no se tienen resultados de esa 

naturaleza, más, se puede determinar un k-auto-
[n1 

morfismo de k mediante su "esqueleto" [32]. 

1.3 En esta sección usaremos la aritmética de 

las series de potencias formales como otra 

justificación de plantear el problema sobre 
k[n1. 

Denotemos por Aut(k n
) al conjunto de aplicacio

nes polinómicas definidas de k n e si misma que 

aceptan inversa polinómica y por Aut(k[n1) los 

k-automorfismos de la k-álgebra k[n1. Como la 

traslación al origen T E Auto(kn
), reemplazando 

si es necesario F por FoT podemos suponer F(O) 

= O sin perder la hipótesis sobre j (F) en el 

* caso de que esta pertene~ca a k . Luego s.p.g. 

considere F = (f , ... , f ) : k n 
-+ k n polinómi-

1 n * * 
ca con F(O) = O Y j(F) E k . Extendamos F a 
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un k-homomorfismo entre series k[[Y
1

, ••• ,Y
n
]] 

~ k[[X
1
,···,X

n
]] mediante Y

1 
~ f

1 
••• (*). 

El Teorema de 

plica el Teorema 

(T.F.I.F) 

Preparación de Weirstrass im

la Función Implícita Formal 

"Para n series g., e k[[Y , ... ,Y ,X , ... ,X ]] sin 
1 m 1 n 

ag
i 

término constante (gi(O) = O) Y det(ax (O» # O 
j 

existen únicos h
1

, ••• ,h
n 

e k[[Y
1

, ••• ,Ym]] tales 

que hi(O) = O y gi(Y
1

, ••• ,Y
m
,h

1
, ••• ,h

n
) = O " 

[2, Teo,. 10.8, pág. 84]. 

Aplicando este resultado a gi := Yi - f
i 

Y 

con n = m obtenemos la existencia de únicos 
h e k[[Y

1
, ••• ,Y

n
]] tales que: 

(**) 

Definiendo H: k[[X
1
,···,X

n
]J, ~ k[[Y

1
, ••• ,Y

n
]] 

mediante Xi H h
1

, (**) implica HoF# = 
af ah 

i i 
Idlk[[y ".,Y]] y que det(ax (O)det(ax (0»=1-

1 n j j 

Además, cambiando en (*) los f
i 

por los h
i 

y 

aplicando nuevamente el T.F.I.F. sigue que 

H = F#)-1 Y queda completamente determinada por 

H es llamada la "Inversa Formal de F" y es estu-
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diada por ejemplo en [6,111] y en [10]. 

La discusión precedente sirve para probar 
parte de la 

Proposlclon 1.1 Si F = (f , ... ,f ) kn ~ kn es 
* 1 n 

polinómica, j(F) E K entonces: 

(a) Si F(O) = O • (F E Aut(kn
).. cada coorde

nada h
i 

de su inversa formal H es un polino
mio) . 

(b) F E Aut(kn
) .. k[F] := k[f

1
, ••• ,f

n
] = k[nl . 

(e) F'es inyectivo. En particular los f
1 

son k
algebraicamente independientes y F es domi-

nante, i.e, F(kn) = kn donde ------- indica 
clausura en la topología de Zariski sobre kn• 
(Al respecto de tal Topología ver [11, Cap.6 
§l]). 

(d) El grado de F es finito, i. e, la extensión 
[nI de los campos cocientes de k[F] y k res-

pectivamente: k(F) ~ k(n) es finita. 

(e) F es una aplicación abierta respecto de la 
topología de Zariski. 

. [nJ 
(f) Si k es algebraicamente cerrado, k(F)nk = 

k[F]. (La hipótesis sobre k es dispensable). 

Prueba. Para (a) y (e) s.p.g. asumiremos que 
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F(O) = o . 

(a) Las hipótesis sobre F permiten aplicar la 
discusión precedente respecto de H . Sigue 
de 1,2. 

(b) Debido a 1. 2 
(e) La inyectividad sigue de la del extendido de 

FU . Luego la segunda afirmación es clara y 
la tercera sigue de [25, inicio de la pág. 
27]. 

(d) De (e) el grado de trascendencia de k(F) es 
n y como n también lo es de k[n1 sigue. 

(e) Sea x € kn, y := F(x). Por la tercera afir
mación de (e), el anillo local de y: ~ se 

y 

considera como subanillo dominado por el de 
x : ~ . (~ = (p/g € k(n): q(y) ± O} ; aná-

10gam;nte p!ra x). Como kn es no singular, 
cada anillo local será regular: [12, Teo.5.l 
Ch.l]. Sean 11 y 11 sus ideales maximales. 

x y 

Las complexiones N
x 

y N
y 

respecto de las to-
pologias • - ádica y • - ádica respectí-x y 

vamente son también anillos .locales con 
ideales maximales nx y ny respectivamente. 
Más aún, tales anillos locales serán regula
res y por el Teorema de Estructura de Cohen: 
N

x 
l1li N

y 
l1li k[ [Xi' ..• ,Xn]] . (Para las últimas 

5 líneas ver [5, Cap.10 y 11] Y [36, Vol.II, 
Cor., pág.307]). Luego ny Nx = nx 
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Sea fJ:.. --+ ~ /JI ~ Y extendámos1a a 
x x y x 

a : n --+ N j n N . Por lo tanto a = O Y 
-x -x -y-x 

como al.. = (3 sigue que (3=0 . Así ,. = .. ~ 
x x y x 

probando que ~ ¡j ~ • El resul tado sigue de 
x y 

[12, Chapo 1, Ejercicio 4.7] o [29, Cap. 11, 

lema 2.2]. 

(f) Sea q(F)jp(F) 
€ k(F) n k[nl 

:= q(f
1

, ••• ,f)j p(f , ... ,f) 
n 1 n 

tal que q(F) y p(F) no tienen 

factores comunes en k[F] . Luego entre sus 

ceros se tiene: V(p(F» ~ V(q(F». De [11, 

pág.20 : Teo. de los Ceros de Hi1bert] sigue 

que p(F)lq(F) con lo que p(F) € k . • 
Observación. De la prop. 1.lc , se tiene que 

* j ( F) € k .. f i a1gebraicamente independientes 

sobre k. El siguiente ejemplo debido a Gustafson 

f
1 

= X
1
X

2 
' f

2 
= X2 ' muestra que • de 1.lc es 

falso. Más aún, se prueba que la extensión de 

anillos k[F] ~ k[X
t

,X
2

] no es entera [31,Ej.58]. 

1.4 A continuación analizamos el problema bajo 

una extensión de escalares. Presentamos un 

resumen de [6, remark (1.1) 3 Y 4]. 

Lema 1.2 Sea F(x) = (f (x), ... ,f(x) » po1inó-
1 n 

JF(O) € GL (k) Y k ~ K extensión de 
n 

mica con 

campos. Entonces 

22 



Prueba. S.p.g., supongamos F(O) = O Por 1.3, 

F# tiene inversa formal H con coordenadas h E 

k [ [X , ... , X ]]. Como h E k [ n J ... h 1 E k [ n J 
1 n 

la proposición l.la termina la prueba . 
• 

Denotemos por CJ(k) la proposición respecto de 

la Conjetura del Jacobiano sobre k . 

Proposición 1.2 ("Principio de Lefschetz"). Sea 

k un dominio de característica diferente de cero, 

entonces CJ(C) ~ CJ(k). 

Prueba. Sea F polinómica sobre k tal que j(F) E 

* k . Nuevamente s.p.g. podemos suponer que F(O) 

= O . Además,supondremos JF(O) = 1 i.e la matriz 

* identidad de GL (k). (j(F) E k ~ JF(O)E GL (k). 
n n 

Luego, tomar G- 1 oF si es necesario siendo G- 1 

la polinómica obtenida de la inversa de JF(Q». 

Sea k := Z[coeficiente de las· coordenadas de F] 
o 

- el anillo generado por - entonces k puede ser 
o 

visto como subanillo de C. Por la definición de 

k , podemos ver a F como polinómica sobre C y 
o 

J(F) E M (c[nl). Por el lema 1.lb sigue que j(F) 
n 

= 1 . Por lo tanto F E Aut(C n
). La proposición 

sigue el lema 1.2 . • 
Observación. La proposición 1.2 permite restrin 

gir el problema a C con todas las ventajas que 
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esto significa. En verdad s~ puede probar que la 

proposición es válida para un anillo conmutativo 

en el que sus Z - elementos de torsión sean nil

potentes [6, remark 1.1 (8)]. 

¿ Será que la recíproca es cierto 7 e.g. ¿ CJ(R) 

• CJ(C) 7. Al respecto no sabemos. 

1.5 El siguiente Teorema, resume varios de los 

resultados parciales : 

Teorema 1.2 [6, Teo. 2.1]. 

F ( x ) = (f (x), ... , f (x» con 
1 n 

Sea k un campo , 

x E k n polinómica 
* con j(F) respecto de los f E k - ver 1.0 res-

pecto de la notación- y considere las siguientes 

proposiciones : 

(a) F es inversible, Le , k[F] = k[n] . (ver la 

prop. 1. lb) . 

(b) F es birracional, Le , k(F) = k(nl. 

(c) F es inyectiva. 
[n] 

(d) La Clausura Entera de k[F] en k es no ra-

mificada sobre k[F]. (Para la definición de 

no ramificacíón ver [34, §1]). 

(e) F es una aplicación finita, i.e , k[n] es un 

k[F] - módulo finitamente generado. 

(e') F es propia. (Para la definición de propia 

ver [12, pág. 100]). 
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(f) k[n] es un k[F] - módulo proyectivo. 

(g) k(nJ es una extensión Galosiana de k(F). 

Si la característica de k = O , todas las condi

ciones son equivalentes. En general se tiene: 

(g) • (a) ~ (b) ~ (e) 

U 
(d) • (e) ~ (e') ~ (f) 

excepto que k debe ser infinito par (e) ~ (b). A 

seguir algunos comentarios respecto de la prueba. 

Notar que (a) • (b) es trivial. Para simplificar 

consideremos k algebraicamente cerrado. 

[n] 
(b). (e) : Pro la prop. lf. k = k[F]. De [25, 

Teo.4, pág.48] sique que F es sobreyectiva y por 

[25, Teo. 6, pág. 116] V x E k n 1 ~ !Hf- 1 (x» ~ 
[k(nJ:k(F)] = 1 

(e) • (b) : Sea k de característica cero. Consi

deremos k[F] la clausura entera de k[F] respecto 

de k[n]. Por [36, Vol. 1, Ch V, Teo. 9, pág. 

267] tal clausra es una k-álgebra afín y F puede 

realizarse como composición de dos polinómicas, 

siendo una de ellas la correspondiente a la clay 

sura ([25, inicio de la pág. 27]) Y la otra a la 

inclusión.Aplicando [25,Teo,.7,pág.117] sigue . 
• 

Observación. Sigue del Teorema que la Conjetura 
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* es equivalente a j(F) E ~ ~ inyectiva. 

* Luego, ¿ F inyectiva ~ j(F) E k ? 

Si la característica de k es p > 0, x r> x P es 

un contraejemplo. Si k no es a1gebraicamente ce

rrado, e.g. k = R , x r> x
3 

es otro contraejem

plo. 

Más, si k es a1gebraicamente cerrado de caracte

rística cero, la respuesta es afirmativa : "Por 

el Principio de Lefschetz es suficiente probarlo 

para k = C. Por [20, Teo. 3.13] sigue que la 

dimensión (de Krul1) de F(k
n

) = n. Luego de [25, 

Teo. 1, pág. 54] F es dominante. De [20, Prop. 

3.17, pág. 46] sigue que F es birracional.Fina1-

mente el Teorema Principal de Zariski [20, Teo. 

3.20, pág. 48] termina la demostración". 

Se invita al lector a procurar una prueba más e

lemental de 10 anterior. 

1.6 El siguiente Teorema debido a Wang, encierra 

el problema para cuadráticas : 

Teorema 1.1 [31, 5.7]. Sea k un campo de carac

terística ~ 2 Y F satisfaciendo la hipótesis de 

la Conjetura. Si las funciones coordenadas de F 

son de grado t'ota1 ~ 2, entonces F E Aut(kn
). 

Prueba. Reproducimos una prueba más simple que 
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la original debido a Oda. 

Por el Teorema 1.2c es suficiente probar que F 

es inyectiva. Supongamos que no, i.e, 3 a,b E k n 

diferentes tales que F(a) = F(b). Si c := a - b 

y G(x) := F(x + a) - F(a) se tiene G(Q) = Q = 
G(c) = Q Y G aún es cuadrática. Escribiendo 

sus funciones coordenadas con parte lineal cua

drática por separado y usando la regla de las 

cadenas se obtiene : 

* J(G)(1/2 c).c = Q contradiciendo j(F) E k . 
• 

Para otra prueba del Teo. 1.3 ver [16] y [3,Cor. 

3.1]. 

1.7 En contraste a 10 expuesto en 1.6, existe un 

Teorema de "reducción" en el sentido de que 

es suficiente trabajar con funciones coorde

nadas de grado ~ 3 . El costo a pagar por 10 

anterior es tener que introducir nuevas va

riables. Al respecto ver [6, 11]. 

Para este caso, se sabe que la Conjetura del Ja

cobiano es equivalente a si F = (f
1
,fz ) satis

face la hipótesis de la Conjetura, entonces el 

grado total de f
1 

divide al de f z o viceversa 

[1, (19.4)]. También Moh en [19] prueba la Con-

jetura en dos variables, siempre que el grado 
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total de cada función coordenada sea menor o i
gual que 100. 
Nakai y Baba en [23] generalizan un resultado de 
Magnus [17] probando la Conjetura cuando uno de 

los grados de las funciones coordenadas es primo 
o 4, o si uno de ellos es igual a 2p y mayor o 
igual que el otro donde p es un primo impar. 
Nagata en [22, Teo. 3.1] completó un resultado 

debido a Appelgate y Onishi [4] el cual dice que 
la Conjetura es cierta si una de las funciones 
coordenadas tiene grado total igual al producto 
de dos primos o si el máximo común divisor de 
los grados totales de tales funciones es primo. 
Otro avance para el problema - usando técnicas 
totalmente diferentes a los de la bibliografía 
anberior - fué dado por Wright en [33]. El estu
dia el grupo GL

2
(k[X,y]) y prueba la conjetura 

siempre que J(F) sea un producto de ciertas ma
trices. Ver también la referencia [21]. 

8. Problema Aaociadoa 

3.1 Utilizando Ecuaciones Diterenciales. 

En esta sección k = R . Sea F: Rn~ Rn polinó
mica. En [18] Meisters y Olech formulan el si-

guiente problema : 
(PE) Supongamos que j(F) E R* Y considere el si
guiente problema de valor inicial : 
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{ 

-1 
X' = j(F)(x) v 

x(O) = x 
o 

donde v, x E Rn 
• ¿Para cada v E Rn 

, la solu
o 

ción ~(t,x ,v) del problema anterior es po1inó
o 

mica en X
o 

y v ? 

Se demuestra que CJ(R) .. PE . [18, Teo.1]. 

El análogo para la Conjetura mencionada en 1.1.1 
es el PE anterior salvo que la tesis para ~ es 
ser completa, i.e , definida para todo tER. 
También se demuestra que ambas conjeturas son 
equivalentes [18, Teo.1'] y se tienen teoremas 
análogos para k = c . 
En este contexto consóltese [7] y las referen
cias en la exposición elemental [24]. 

3.2 Usando Operadores Lineales Diferenciales. 

La proposición 1.2, reduce a investigar la vera
cidad de la Conjetura para C . Luego, la natural 
generalización de la Conjetura del Jacobiano al 
anillo de las funciones enteras en dos variables 
sería 

"Sean P y Q funciones enteras en dos variables 
satisfaciendo la identidad Jacobiana 

j(P,Q) = ~~~~ - ~;~~ = 1 

entonces cada función entera en X e Y es también 
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entera en P y Q ". 

Sin embargo, esta conjetura es falsa, e.g., 

P = eX, Q = e-xv . En este ejemplo, j(P,Q) = 1 , 

la fibra de (x,y) es «x + 2nzi,y) z E Z} y la 

imagen de F = (P,Q) excluye el eje X = O. Existe 

un ejemplo de Fatou y Bieberbach [8, Cap. 111 , 

§l] de un tal F tal que sus funciones coordena

das son enteras, j(F) = 1 • F es inyectiva y el 

complemento de F(C2
) en C2 contiene un abierto 

no vacío. Este hecho es un obstáculo para inten
tar solucionar el problema utilizando métodos 

analíticos. 

En [26] Y. Stein formula una Conjetura la 

cual implica la Conjetura del Jacobiano para po

linomios, no es cierta para funciones enteras y 
X Y 

es verdad para P = e • Q - ye . El la llama La 

Conjetura del Jacobiano Analítica (CJA). A con

tinuación la formulación. Sea E
2 

el anillo de 

las Funciones Enteras sobre c2 
considerado con 

la Topología usual que 10 convierte en un Espa

cio de Frechet. 

Para P E E , D : E ~ E
2 

denotará el operador 
2 p 2 

diferencial definido por 

Luego, la CJA es : "Sean P y Q E E
2 

tales que 

30 



Se prueba que esta Conjetura implica la Con

jetura del Jacobiano, siempre que P y Q sean po

linomios [26, Teo. 3.3]. Más aún en [27] el 
mismo Stein prueba un resultado más fuerte : "Si 
P es un polinomio y D

p
(E

2
) es denso en E

2 
' en

tonces P = ~(X) donde ~ es un automorfismo de 

C[X,Y]". 

3.3 Un Problema Combinatorio Asociado. 

El estudio de la inversa formal H = (h
1

, ••• ,h
n

) 

asociada a una aplicación polinomial F:kn ~ kn 

* con j(F) € k (ver 1.1.3), un Teorema de Reduc-

ción [6, 11] Y las fórmulas de Abhyankar y Joni 
[6, 111,2] para los h. , permite introducir una 

1 

expansión combinatoria (asociada a un grafo con 
d vértices) para la componente homogénea h~d) de 

h
1

• Lo que se espera es que tales componentes 
sean nulas para d» O (Prop .. l.la). 

También, usando las mismas fórmulas mencionadas 
- a las cuales se les aplica un método que co

rresponde esencialmente a 10 establecido por 
Joyal en [13] - D. Zeilberger en [35] presenta 
una aproximación combinatoria diferente a la an

terior. 

Por otro lado, A. van den Essen en [30], 

utilizando resultados de la Teoría de Bases de 
Grobner para ideales de polinomios (para la ter-
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minología ver [9]) obtiene un algorítmo, el cual 

decide si una aplicación polinómica tiene inver
sa y la obtiene en el caso de ésta existir. 

3.4 Finalizamos este artículo resumiendo parte 
de un artículo de G. Angermüller [3] en el. que 

se presenta una perspectiva de solución al pro

blema. 

Toda la terminología topológica será respec

to de la topología de Zariski sobre k n
• (Al res

pecto de tal topología ver [11, Cap. 6, §2]). 

Sean F k n 
- k

n 
polinómica, 6F.- {(x,y) E 

k 2n 
: F(x) = F(y)} ~ k n X k n y 6kn la diagonal 

de k 2n 
• Con esta terminología 

* Lema 3.1 Si j(F) E k .6kn es una componente 

conexa de 6F 

Prueba. 6kn es un subconjunto cerrado de k 2n
, 

pues, está definido por ecuaciones del tipo 

Xl' - X j 

En la prueba de la prop. 1.1.e. se tiene que 

si x E k n 
, y = 

sigue que existen 

q~e F: U - V 

F(x) • ~ ~ ~ . Por 10 tanto, 
x y 

abiertos U 3 X Y V 3 Y tal 

es un homeomorfismo. Conside-

r,ando la aplicación T: k n 
_ k n

, z >-> z + x - y 

se tiene que : 

u X T(V) n ~F ~ 6kn 

Como T es abierta sigue el resultado . • 
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Lo que Angermüller estudia es bajo que con
diciones 8F es conexo, pues de serlo,por el lema 
se tendrá que 8F = 8kn 

• Luego F será inyectiva 
y por el Teorema 1.2c F E Aut(kn

). Entre otros 
resultados él demuestra un análogo al Teorema 
1. 3 : 

Teorema. [3, Teo. 2] Si la característica de k 
es ~ 2 Y si el grado de las funciones coordena
das de F es a 10 más 2, entonces 8F es conexo . • 
Luego, este Teorema + el Lema 3.1 implican el 
Teorema 1.3 . Más aún, el resultado de Angermü-
11er se cumple para polinómicas, entre espacios 
afines de diferente dimensión y como escolio se 

deduce que también es válido para k = R ó C en 
la Topología Euclidiana. 

Después de presentar dos ejemplos [3,§3] que 
justifican la necesidad de la hipótesis, Anger
mül1er formula la siguiente conjetura: 

CA : "Sea F: km -+ k n una aplicación polinó
mica dominante, i.e F(kM

) = kn y n ~ m . 
Entonces 8F es conexo". 

Laaa 3.2 Si n = m + (CA. CJ(k». 

Prueba. Si j(F) E k* • por la prop. 1.lc F es 

dominante.El resultado sigue del lema anterior . • 
¿Vale + en el lema 3.2 1. Dejamos esta pregunta 

33 



como ejercicio para el lectar. 

Al igual que el Teorema de Reducción, del 
cual se habló en 1.7,para esta Conjetura también 
se tiene un resultado análogo: [3, §4 Prop.] y 

al observar la prueba de tal proposición, se 

tiene una prueba del Teorema de Reducción para 

la Conjetura del Jacobiano. 
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