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MOVIMIENTO BROWNIANO Y CALCULO
ESTOCASTICO

Arturo KOHATSU HIGA*

1. Movimiento Browniano,

Robert Brown, un botanico del siglo XIX , fue el
primero en notar el movimiento aleatorio perma-
nente de una particula en otros medios. El expe-
rimento consistia en dejar una particula de po-
len dentro de un vaso lleno de agua y anotar 1la
posicién de la particula. Antes del experimento
se esperaba que la particula de polen dejara de
moverse luego de un periodo de tiempo, lo cual
no ocurrié. La particula se movia erriticamente
de un lugar a otro. Brown describid este compor-
tamiento,pero fue incapaz de dar una explicacién
del porqué de este movimiento erritico.

Ex-alumno PUCP. Estudiante de doctorado en Purdue
University.
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Durante los afios subsiguientes, diferentes
teorias intentaron explicar este fendmeno, algu-
nos empezaron a creer que las particulas tenian
voluntad propia. Hasta que Einstein dié una ex-
plicacién termodinidmica al fendémeno que empezé a
llamarse movimiento browniano.

~ La razén del movimiento erritico,era el cho-
que constante de particulas en contra de la par-
ticula de polen. Afios después N. Wiener demostrd
la existencia del modelo matemidtico que describe
al movimiento browniano (a veces se suele usar
el nombre de proceso de Wiener para referirse al
movimiento browniano).

Definicidén.

Un movimiento browniano es un conjunto Q , pre-
visto de una medida probabilistica P , y una fa-
milia de variables-aleatorios (o funciones medi-
bles) B, : Q - R, para t € R+ ; tal que :

2
1 (X" /2¢)

A £27 t

(i.e. B, ~ N(0,t))

1) P(Bt € A) =

2) Bt(w) es continuo en t, casi seguramente en
@ .

3) Bt - Bs es probabilisticamente independiente

de Bs » (en general, para 0= t1< t2< t,
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Bt - BL es independiente de Bt - Bt ).
3 2 2 1

La existencia del movimiento browniano no es ob-
via desde el punto de vista matemdtico. Norbert
Wiener probdé la existencia del movimiento brow-
niano. Hoy en -dia,existen muchas pruebas de este
hecho, uno de los métodos usuales en el uso de
caminos aleatorios y luego, usar un proceso 1i-
mite.

Luego de la prueba de la existencia del mo-
delo, habia que explorar sus propiedades para
saber si efectivamente era un modelo plausible
del problema original. Hoy en dia se publican
muchos articulos explorando intrincadas propie-
dades en este proceso. Entre las mis importantes
tenemos :

1) Bt es de variacién infinita (lo cual impli-

ca que es no diferenciable)

2) Bt es recurrente (i.e. visita todos los ni-

meros reales una infinidad de veces).
lim

3) limB = +» , 55 B,

to+®

-0

4) Sea X una variable aleatoria, con varianza

finita,entonces existe T un tiempo aleatorio

tal que X = B (ésta dltima igualdad es en

T’
distribucidn).

5) En (B /B ,u < s) =B . (E(.,.) denota la es-
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peranza condicional). Bsta propiedad carac-
teriza a las martingalas (ver [1]).

6) Si Xt y Xf - t son martingalas continuas,

entonces Xt es un movimiento browniano.

Notas.

a) Para lograr un movimiento browniano en tres
dimensiones,solo hay que usar 3 copias inde-
pendientes de este proceso y formar el espa-
cio producto.

b) E1l1 movimiento browniano también es un buen
modelo para errores estadisticos,debido a su
erratica.

2. Célculo Estocéstico.

Desde los afios 50, el interés en desarrollar un
cidlculo diferencial para el movimiento browniano
crece, debido a la gran cantidad de aplicaciones
que ¢ésta podia mostrar. Esta fué una de las ra-
zones que motivé a K.Ito, Stratonovich, Fisk en-
tre otros a la bisqueda de tal posibilidad.

Desde que Bt era no diferenciable,no existia
la posibilidad de considerar dBL en una ecuaciédn
diferencial. La intencién era de darle sentido a
una ecuacidén del tipo

dXt = a(Xt)dt + b(Xt)dBt,

donde el término principal a(Xt)dt es la ley
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dictaminada por una ecuacién diferencial deter-
ministica y el término b(Xt)dBt es el error
acumulado por diferentes fuentes,el cual se con-
sidera estadistico por naturaleza.

El problema se reducia a dar significado a 1a
siguiente integral:

ftb(xs)st

Esto es logrado por K. Ito, definiendo esta in-
tegral a partir de funciones simples, i.e.

Supongamos que b(X ) = z$=1fi1[ti,ti+129)’fi es
una funcidén medible, que sblo depende del signo
dlgebra generado por Bs, s < t, - En tal caso,
definimos:
t n )

I b(X, )dB, =i§1fi (Bti*lAt - BtiAt)
Entre sus propiedades, tenemos :

N n
1) E(Jo b(X_)dB ) = E(i§1fi(Bti+1At - B, )

n
L E(fE(B, -B_
i=1 iAt i+1

= 0.

At/Bs’s s tiAt))

2) E((['b(x)dB)®) = E( T £2(B -B
(o] = 1
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+ Z.fifj(Bt‘ -B )(B -B ))

i#) 1+1At ti/\t tj+‘lAt tj/\'.
como
E(f f (B -B )(B -B )) =
it ti”/\t til\t tj+l/\t tj/\t.
2
E(f(t, At - £t A - t))
= si i=3
o si i#]
entonces

t t o
E((] b(xyaB %) = E [ b°(x,)ds

t

lo cual implica que si f bn(xs)st son integra
o M

les de funciones simples bn, que tienden a b,

entonces jtbn(xs)st es una sucesidén de Cauchy
(o]

en L (Q,P) sy

llamaremos f b(Xs)dBs
Q

por lo tanto existe un limite que

3. Férmula de Ito.

En el parrafo anterior hemos definido la inte-
gral estociastica, sin embargo, no hemos mostrado
alguna férmula que nos permita calcular integra-
les al igual que el calculo clisico. La férmula
de Ito nos permitirid calcular con esta nueva in-
tegral. La idea de esta-fdérmula viene dada por
el teorema de Taylor.
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Sea f(x), suficientemente diferenciable. Inten-
taremos hallar una férmula para f(Bt)
Por el teorema de Taylor

(x—xo)2
f(x) = f(xo) + f (xa)(x-xo) + f"(xo) 27
* 3
£ (x ) (x-x )
* 31
entonces
n n
rf(B, ) - f(B )=7Ff(B )B, - B, )
i=1 i+t 1 i=1 i i+l i
2 3
(Bt —Bt ) . (Bt —Bt )
+ f"(B ) i+1 i + £ (B ) i+ i
_ t 2! t 3!

i i
donde tn = t . Entonces
n
f(Bt) - f(Bo) = Z f'(Bt )(Bé -Bt ) +
i=1 i iel i

tomando n — +©® obtenemos

t ’ t
£(B,) - £(B,) = [ £(B)aB, + 3 [ £7(B,)ds

pues
n (B, -B, )2 t
Y £7(B, ) —tti—1 ; [ £(B,)ds
i=1 ti 2 n>+® o 8
n (Bt —Bt )3
' iel i R
y LB, ) -0 .

Intuitivamente, se pueden entender estos dos Gl-
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timos resultados si recordamos que

E(B, -B ) =1¢t, -t y
iel i

i+l i

4. Aplicacién a Ecuaciones en Derivadas Parciales.

Supongamos el siguiente problema de Dirichlet :
Au = O en D
u(x) = f(x) en 8D , donde D es un dominio de
R .
Intentaremos mostrar la interpretacién probabi-
listica de la solucién a este problema. Primero,

debemos extender la férmula de Ito a d-dimen

siones

d t
1 d 1 d 2 1 d i
u(B),...,B)= u(Bl,...,B)+ ] f u (B),...,80)aB!

is1 o
d .t
1 1 d
+ 3 ZIuii(Bs,...,Bs)ds (*)
i=1 o
donde u = .—u u - ﬁ
i Ox, y ii 92
i xi

Supongamos que (B;;...,B:) = X €D, sea
T = inf {t/(B:,...,Bf) ¢ D} (este es la primera
vez que el movimiento browniano d-dimensional
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toca la frontera de D).
Tomando esperanzas en (*) obtenemos:

d T
E(u(B),...,B2)) = u(x) + L E [u (8},...,8%)as!
i=s1 o

T
1
+3E J‘oAu(Bg,...,B:)ds
como Au(x) =0 cuando x €D , y

T
E[u(8l,....B)aB! = 0
° (ver férmula 1 en seccién 2)
entonces

u(xo) = Exof(B;,...,B:), pues u(x) = f(x)
para x € aD.

Lo cual nos provee de una manera de obtener
aproximaciones del problema de Dirichlet, me-
diante simulaciones y promedios. Este método
puede ser generalizado en diversas direcciones,
para EDP miAs generales e inclusive para EDP en
variedades.

Hoy en dia existen muchos libros que exponen
estos temas desde distintos puntos de vista, en-
tre ellos se encuentran:

1) Oksendal, Bernt. Stochastic differential
equations. Springer-Verlag, 1985.

2) Karatzas I y Shreve E. Brownian motion and
stochastie calculus. Springer-Verlag, 1988.
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3) Yor M. y Revus D. Brownian motion and con-
tinuous martingales. Springer-Verlag, 1990.

4) Ikeda N. y Watanabe S. Stochastic diffe-
rencial equations and diffusion processes.
North-Holland, 1981.
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