Pro Mathematica: Vol. V, Nos. 9 - 10, 1991

ESCALAS DE MEDICION

Luis VALDIVIESO SERRANO*

El propésito de este articulo es dar una
breve presentacién de la teoria de medi-
cién, y en especial de la teoria de escalas de
medicién. Estas escalas, como son las co-
nocidas escalas nominales, ordinales, de
intervalo y de razén, son muy comunes en
la prdctica; asi como también su mal uso.
En tal sentido, abordaremos el problema
de la validez de escalas y presentaremos
algunas aplicaciones al respecto.
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En casi todas las ciencias del saber humano

se encuentra presente el concepto de nimero. Un
nimero, sin embargo, se encuentra generalmente
asociado a una unidad de medida (metros,kilogra-
gramos, grados centigrados, CI, etc). Una medida
se define como una funcidén que asigna nimeros (u
otro tipo de estimaciones) a propiedades de ob-
jetos empiricos, tal que preserven las relacio-
nes entre estas propiedades. Por tanto, si tra-
bajamos con los numeros sin tomar en cuenta las
unidades de medida, significaria en pocas pala-
bras,desentendernos de lo que es vilidamente ad-
misible para 1las propiedades que en realidad
deseamos medir. Por ejemplo, tendriamos afirma-
ciones sin sentido tales como "José es 20% mias
inteligente que Juan, pues sus CI son de 120 y
100 respectivamente”, "En estos 2 dias hizo 13°c
+ 15°c = 28°c", "Cachito Ramirez (con camiseta
11) era mejor jugador que Maradona (con camiseta
10)" o "La autoestima promedio de los estudian-
tes en la U. es de 12.6".

El objetivo de este articulo es hacer una
breve presentacidén de los fundamentos metodold-
gicos de la teoria de escalas de medicidén. Este
estudio permitird ademis- de abstenernos a hacer

inferencias como las anteriores, delimitar 1las
relaciones nimericas admisibles para una propie-
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dad empirica determinada.

La medicién es un modelo matemadtico, basado
fundamentalmente en el concepto de sistema rela-
cional. Un sistema relacional es un par denota-
do por A = < A ; (Ri)iel > , donde A es un con-
junto y (Ri)jEI es una familia de relaciones
definidas entre elementos de A . Si A es el con-
junto de los nimeros reales, A se denomina numé-
rico (s.r.n) mientras que si A consiste de obje-
tos empiricos (cuyas propiedades deseamos medir)
y las relaciones son determinadas empiricamente,
A se denomina empirico (s.r.e).

Medir significa estimar una propiedad dentro
de un sistema relacional dado. Por ejemplo, si A
es un conjunto de objetos y P, la relacidén bina-

ria definida por:
Y a,b € A, aPb & a es mias pesado que b.

Medir, es en cierta forma, asignar a cada objeto
de A, un niimero real mediante una funcidén (medi-

da) m tal que:
Y a,b € A, aPb & m(a) > m(b) (1)

También queremos exigir mis de nuestra medi-
da,pues el hecho de que el peso combinado de dos
objetos sea igual a la suma de sus pesos indivi-
duales, hace necesario definir formalmente una
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operacidén binaria en A :

o = {(a,b,c) € A’/c = a o b, concatenacién
de los objetos a y b}.

Nuestra medida por ello debe también preservar
esta relacidén (3 - relacién en A). Dicho formal-
mente, m debe ser aditiva : VY a,b € A :

m(a o b) = m(a) + m(b) (2)

A esta funcidén real m , que satisface (1) y (2)
seé le llama un homomorfismo de A en B, donde en
este caso particular los s.r son A = < A ; P,o>
y B=<R j; >, + >.

‘Definicidn.

Sean A = < Aj; (Ri)iEI >, B = < B; (Si)i€l > dos
sistemas relacionales del mismo tipo.Una funcidn
m: A +—> B es un homomorfismo de A en B sii

Viel, a € A i :

Ri(ai,az,...,ak_) = Si(m(al),m(az),...,m(ak .

Hay que subrayar que el indice kise refiere

al orden de la relacidén i; en otras palabras, Ri
k.
es un subconjunto de A ' . Cabe indicar ademis

que las relaciones tanto- empiricas como numéri-
cas se presentan aqui en forma de su funcién ca-
racteristica.
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Definicidn.

Una escala (k-dimensional) es un homomorfismo m

de un s.r.e A = <A ; (Ri)i€I> irreducible en un
k

s.r.n B =< R ; (Si)i€1>.

En pocas palabras, el término irreducible,
significa que A debe garantizar la inyectividad
de m . Si A no es irreducible, no hay inconve-
niente pues es posible a partir de A , construir
un sistema relacional cociente asociado a una
relacién de congruencia (relacién que permite
sustituir internamente en A objetos equivalentes
en relacidén a la propiedad a medir). Este nuevo

sistema resulta irreducible.

Dado que un homomorfismo m:A +— R* no esta
determinado de manera uUnica, existen en general
toda una clase de homomorfismos que definen es-
calas de un s.r.e irreducible A en un s.r.n B,

k . ,
A esta clase de homomorfismos, 1lo

denotaremos por M(A,B).

con B =R

Definicidn.

Sea A un s.r y sea A0 € A . Denotaremos por
FA(AO), al conjunto de todos los monomorfismos
de <A°; (Ri)i€I> en A . Llamaremos a los elemen-
tos de FA(AO), endomorfismos parciales de A .
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Con ayuda de esta definicién, podemos enun-
ciar el siguiente teorema que serid fundamental
en la clasificacidén de escalas.

Teorema.

Sea A un s.r irreducible, B un s.r del mismo ti-
po y sea m € M(A,B) entonces

M(A,B) ={yom / y¢€Tlg(m(A)} .
Ademis todo elemento en M es un monomorfismo.

Si definimos la relacidén ~ como:

v m,, m, € M(A,B)

m, ~m, & 3y e FB(mZ(A)) / m, =7 0m,.

~
> m
(¢}

{m € M(A,B) / m ~ m_}

{¥yom / 7v€Tgm (A))} .
Por tanto, el teorema afirma que M(A,B) es una

clase de equivalencia de escalas asociada a la

relacidén de equivalencia ~ .

FB(mO(A)), se denomina el conjunto de trans-
formaciones admisibles de la escala m € M(A,B) y
como m_es una escala arbitraria que la elegimos
como representante de la clase M , es FB(mo(A))
el que define la unicidad de la escala. De aqui,
que una escala seri definida en base al conjunto
FB(mo(A)).
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Tipos de Escala.

El s.r.e mias simple es A = <A; 2, donde & es
una relacién de equivalencia. E1l correspondiente
sistema relacional (cociente) irreducible de A,

esi=<i;=>.

Un homomorfismo m de A en R" existe sii
card(A) = ¢ , donde ¢ es el continuo. Si tal es-
cala m existe,ésta nos darid tan solo informacién
de si dos elementos 31,326 i son iguales o no,
si los elementos a ,,a,c A son equivalentes o no.

Definicidn.

Una escala nominal es una funcién inyectiva de
<ﬁ;=> en <R;=>.

Otra manera de representar una escala nomi-
nal serd : una escala m es nominal sii su con-
junto de transformaciones admisibles FB(m(A)) es
el conjunto de todas las funciones inyectivas de
m(A) en R .

Ejemplo : Escalas nominales tipicas son la
codificacién de respuestas a una pregunta de o-
pinién en una encuesta, o la numeracién de polos
deportivos.

En casi todos los casos de relevancia pric-
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tica un s.r.e A contiene ademds de la relacidn
de equivalencia,una relacién de orden tal que su
correspondiente s.r irreducible es un conjunto

ordenado, denotado por A = < A;j;=,« >.

Definicién.

Una escala m:A — R es una escala ordinal sii
FB(m(A)) es el conjunto de todas las funciones

mondtonas creciéntes y continuas de m(A) en R .

En otras palabras, una escala ordinal es una
funcién mondétona creciente y continua del s.r.e
ordenado A = <A;=,« > en el s.r.n B = < R;=,< »>.

Dado que el s.r.e A estid provisto de la re-
lacién de orden «, existe una topologia de orden
Tp (topologia intervalar) asociada a A. Por esta
razdn,si bien pudiera parecer suficiente definir
una escala ordinal como una funcidén mondtona
creciente para que el orden en R refleje el or-
den en A, la topologia sobre m(A) inducida por
la topologia de R, no describe necesariamente 1la
topologia T, » a menos como se puede demostrar

que, m sea continua.

La condicidén de continuidad hace de la exis-
tencia de una escala ordinal,una cuestién no tan
trivial, pues se deben garantizar ciertas hipd-
tesis para la existencia de una funcién, que sea
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mondtona y continua. Algunas hipétesis equiva-
lentes para ello son : que A sea enumerable, que
el espacio topolégico (A,rA) sea segundo enume-
rable 6 que (A,7,) sea separable.

Ejemplo : Escalas ordinales tipicas son los
grado de autopercepcién y ansiedad de una perso-
na o la funcidén de utilidad (preferencia).

Los tipos mis importantes de escala son las
que son itnicas bajo ciertas transformaciones 1li-
neales de R .

Definicidn.
1. Una escala m es intervalar sii
Tg(m(A)) =47 : R — R / y(x) = ax + B,

VxeR, ac RPN ABe R}
s{ya,ﬁ/a€R , B € R}.

2. Una escala m es de radio sii
I‘B(m(A)) =4y : R — R / y(x) = ax ,
VxeR, a € R
- +
={ya’° / a € R},

3. Una escala m es de diferencias sii

I‘B(m(A)) {Y R — R/ ¥x) =x + 8 s
VxeR, BpeR}

=<71,B / B € R},
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El problema de existencia de escalas inter-
valares, dependerid en gran medida de como se de-
fina el s.r.e A. Por ejemplo,si A se define como
<A;=,«,0>, siendo "o" una operacidén binaria en A
(en el caso del peso esta corresponde a la con-
catenacién de 2 objetos), hay que garantizar la
conexidad de A con al menos dos elementos y que
"o" sea una operacién bisimétrica , continua en

ambas variables y cancelable.

Ejemplo: Escalas intervalares tipicas son la
temperatura (en grados Fahrenheit y centigrados)
y el tiempo del calendario; mientras que algunas
escalas de radio son la masa,el tiempo en inter-

valos y la temperatura en grados Kelvin.

Cabe destacar que los tipos de escala que
hemos definido van desde las mis "débiles" a las
mis "fuertes" en el sentido de que las escalas
nominales, ordinales, intervalares y de radio,en
este orden, contienen cada vez mids informacién.
Esto pues: M (radio) € M (intervalar) € M (ordi-
nal) € M (nominai). Asi, una escala de radio,
poseerd propiedades (informacidén) de todas las
demis escalas.

VALIDEZ Y ESCALAS

Nuestro estudio, nos permitirid ahora deter-
minar si es valido o no hacer uso de nuevas re-
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laciones numéricas entre valores de 1la escala,
aparte de las ya especificadas Si (i € 1I) en 1la
definicién de escalas.

Definicidn.

Sea A un s.r.e irreducible y B un s.r.n del
mismo tipo tal que I me M(A,B) . Si S es una

k-relacidn en B entonces :

S es vilida sii Vm, m € M(A,B) A
k

a, a,, ..., a €A

S(m,(a0,,)) = S, ,(ag,)).

Un teorema fundamental para garantizar 1la
validez de una relacidén numérica es el siguiente

Teorema.

Sea A un s.r.e irreducible, S una k-relacién en
B y sea m € M(A,B) entonces S es vilida & S

es FB(mo(A))—invariante; es decir, V a ., € Ak,
Sm_ (2l = stromy  ,(a,,)).
Ejemplo : Sean xi,xz,...,xk,x'i,x'z,...,x'k .

2k valores pertenecientes al rango de una escala
intervalar (es decir, a la imagen de una de las
escalas arbitrarias mo) y sea S una 2k-relacién
en R definida por § : x < x' |, donde
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k
x=Lx /k A X =Fx /k.

S es Fp- invariante, pues V a € Rt A B-€R :

S(X,,,s%},,) = 1 & X <X o ax+B<ax +p

)) = 1.

(x:

& y(x) < WX & Sy, (x,,),7 .

(x)

Por tanto, S es Fp- invariante ® S es vilida

(2.3.3). 8Si consideramos ahora la relacidn :

$' : x < 2x',S' no es vialida, pues 3 B pequefio
/VaeR : ax + 82 2(ax + B)

(basta tomar cualquier B S a x - 2 a x').

Extenderemos, finalmente, el concepto de va-
.lidez no solo a relaciones entre valores de 1la
escala; sino también a funciones de los valores
de ., la escala (estadisticos) .Este estudio
reviste gran importancia en la prictica, pues es
en base a estadisticos que se construyen muchos
de los métodos y pruebas estadisticas.

Sea f un estadistico , dado que una escala
M(A,B) es uUnica bajo el conjunto de transforma-
ciones admisibles , el valor de f(m(n)(a(n)))
considerada como funcién real en A" , dependera
de que escala m hallamos tomado en M{(A,B). Para
que tenga sentido toda inferencia , el requeri-
ﬁiento minimo seria que las relaciones de equiva-
lencia en A" inducidas por :
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f(m(n)(a )) = f(m(n)(a;n)))

{n)
sean independientes de la escala tomada. Si esto

{n) (n)))
)) para una escala m € M(A,B) ;

no fuera asi, podriamos tener que f(m (a

= f(m, (a8,

mientras que f(m%n)(a(n))) # f(mun)(azn)))
para otra escala equivalente m' € M(A,B).

Definicidn.

Dado M(A,B) , la clase de escalas equivalentes,
un estadistico f es vidlido en B" sii la relacién
de equivalencia en A" definida por :

i, ¥ a,, & fm ,(a ) = fm,(a",))
es independiente de m € M(A,B).

En forma equivalente, f es vilido en B" sii

,a' e A

Vm, meM y a (n)

(n)

f(m  ,(a,,)) = f(m ,(a ,))

« f(m}n (a(n)), = f(m.(n)(a‘.(n)))'

)

Condicidn conocida como comparacién de inva-

rianza.

Ejemplo : La media no es vdlida para escalas or-
y) = x(x )
puede ser destruida ficilmente por una transfor-

dinales, pues la relacién S : SE(x(n

macién monétona creciente arbitraria.
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Por ejemplo, si consideramos la relacién
$:x(1,2,3) = x(3,0,3) A ¥ en la clase de trans-
formaciones admisibles en una escala ordinal,

dada por
v : m(A)— R / 7(0,1,2,3) = (0,2,4,9)
s ®(V 5,(1,2,3)) = X(2,4,9) < X(9,0,9)
= X(¥.,,(3,0,3)).

En este ejemplo, es claro también observar, que
la desviacién estandar no es vidlida para escalas
ordinales, pues s(0,2) = s(1,3) ; pero

$(1.,,(0,2)) = 5(0,4) < 5(3,9) = s(¥,,(1,3)).

Un estadistico vi4lido de tendencia central
para escalas ordinales, es la mediana
Med: m(A)" +— R / Med(x ,X,,...,X ) = X e1rs2®
donde los valores XisXys oo es X estin ordenados
en forma ascendente acorde la relacién z en R .
Med es valido, desde que la posicién ordinal,
también llamado rango, es invariante bajo cual-
quier transformacién monétona creciente y conti-
nua. Este hecho es muy importante, en especial
para muchas pruebas no paramétricas que utilizan
rangos en vez de valores de la escala. As{, por
ejemplo, son vilidas para una escala ordinal, 1la
prueba de distribucién de Kolmogorov - Smirnoff,
el anidlisis de varianza de una via de Kruskal -
Wallis, pruebas de diferencia entre dos pobla-
ciones U de Mann Whitney, coeficientes de corre-
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lacién de Spearman y Kendall, etc.

La desviacién estandar es un estadistico vi-

lido para escalas intervalares, pues

Vierl, x(n)’ x.(n) € Bn’ s(x(n)) = s(x.(n))
& VYVa>0, o s(x(n)) =« s(x;n))
n n
o (T(ax, -ax)?/0-1)"% = (T(a x}-« %)%/n-1)'2
iml i=s1
n
o (Tlax, +B- (a%+8))m-1)"?
i=sl
- - 2 1/2
= (¥ (« x. + B~ (a X'+ B))"/n-1)
i=1
O S,y (X)) = s, (x,,)).
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