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INTEGRALES SINGULARES Y TEMAS 
AFINES 

[ Una motivación histórica ] 

Alejandro ORTlZ FERNANDEZ* 

:ot: 

En esta exposición pretendemos motivar 
al lector sobre la importancia de una teorla 
que nace de problemas del análisis comple
jo real, y que con el transcurrir de los años 
se convirtió en una bella área del análisis 
armónico. Nos referimos a los operadores 
integrales singulares, una profunda teorla 
iniciada por Calderón - Zygmund en 
1952, cuyas proyecciones aún no tenninan 
en nuestros días. . 

El lector encontrará un conjunto de te
mas, escritos con el objetivo de interesarlo 
por ún posible estudio de la teorla en con
textos más completos. Por esta razón nos 
interesa las ideas en juego, as! como algu
nas referencias históricas. 

Profesor Asociado de la PUC~. 
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§ 1. INTRODUCCION 

La teoría de las integrales singulares en ~n 

fue iniciada con los pioneros trabajos de A. P. 

Calderón - A.Zygmund en los años 50's. Clásica

mente una integral singular es una integral de 

la forma 

J k(~-y)f(y)dy 
~n 

( 1) 

donde el núcleo k(x) satisface adecuadas condi-

ciones para la existencia de la integral;la fun

ción f pertenece a un conveniente espacio de 

funciones. Históricamente, tales integrales apa

recieron relacionadas a ciertas ecuaciones dife

renciales que expresan determinadas leyes de la 

física. Como sabemos, una ecuación diferencial es 

el resultado de aplicar un operador diferencial 

a una función por determinar; tales operadores 

tienen un carácter local, esto es, cuando apli

camos un operador diferencial a una función su 

resultado solo depende de los valores de ésta en 

una vecindad arbitrariamente pequeña del punto. 

Asimismo, los operadores diferenciales son ines

tables, lo que significa que pequeños cambios de 

la función puede implicar grandes cambios en la 

ecuación diferencial. Esto significa que debemos 

restringir la clase de funciones a fin que obten 
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gamos resultados deseables. 

Miremos ahora a la integral singular (l).Po

demos considerarla, en general, como un operador 

integral: Tf(x) = J k(x,y)f(y)dy. 
IR

n 

Al igual que con los operadores diferenciales, 

nos interesa los operadores integrales lineales, 

esto es,aque110s operadores en que vale el prin

cipio de superposición, y que aparecen en cier

tas situaciones de la física,como es el caso del 

potencial gravitatorio. Veamos algunos argumen

tos de este hecho. 

Sea f(s,t) una función integrable en R2 y 

consideremos el semi-espacio superior z ~ O. El 

potencial newtoniano U(x,y,z), con densidad 
l 

f(s,t), es definido siendo la integral , 

donde d 2= (X_S)2+ (y_t)2+ Z2 . Considerando las 

derivadas parciales de U, obtendremos las expre

siones 

U (x,y,z) 
z = - z J f(s,t) ds dt 

3 ; 
d 

U (x,y,z) J x-s f(s,t)ds dt = - y 
x 

..d
3 

U (x,y,z) = - J y-t f(s,t)ds dt . 
y d

3 
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Ahora, en U hagamos z ~ O para obtener 
x 

Ux(x,y,O) = -I 2
x

-
S 

2 3/2 f(s,t)ds dt. 
[(x-s) +(y-t) ] 

Si consideramos el núcleo k(x y) - -x 
, - 2 2 3/2 ' 

(x +y ) 
podremos escribir U como una integral qe tipo 

x 

convolución Ik(x-s, y-t) f(s,t) ds dt, integral 

que es similar a (1). 

Veamos otra situación que nos lleva a una 

integral singular. Sea u E LP (R 1
), esto es, 

f'u(x) I P dx < <Xl , 1 < P < <Xl Y sea la función 
-<Xl 

fez) = ni f Y1~~ dt, con z = x+iy, definida en 
-<Xl 

el semi-espacio superior y = Im(z) ~ O . Usando 

la desigualdad de Hólder, observando que 
-1 • 1 1 

(t-z) E L P
, ¡; + p'= 1 , vemos que fez) es bien 

definida. También, vía un argumento familiar, se 

ve que fez) es una función analítica en Im(z)~O. 

Por otro lado, 

1 

t-z 

luego, 1 

= t-x + iy 
2 2 

(t-x) +y 

1 = 

= iy 
2 2 (t-x) +y 

y + i! 

x-t 
2 2 (t-x) +y 

x-t 

ni(t-z) 2 2 
n (x-t) +y 2 2 

n (t-x) +y 

Pongamos 

Poisson, y 

P (x) 
y 

= 1 --Y..
n 2 2 

X +y 
llamado núcleo de 
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Py(x) = ; ~ , llamado núcleo de Poisson 
x +y conj ugado . 

Así obtenemos ni(~-Z) = Py(x-t) + i Py(x-t) y 

fez) = r P (x-t)u(t)dt + i~ P (x-t)u(t)dt 
-ro y !ro y 

• U(x,y) + i V(x,y), 

donde U(x,y) es llamado la integral de Poisson 
de u, y V(x,y) la integral conjugada de Poisson 
de u. Asumiendo que u es de valor real,vemos que 
U y V son funciones armónicos en Im(z) > O. Des
de que u E LP (R1

), 1 < P < ro, tenemos también 

U(x,y) = (P * u)(x) ~ u(x) 
y 

+ a.e. si y ~ O • 

Este hecho tiene una interesante interpretación: 
la integral de Poisson U(x,y) es la solución del 
problema de Dirichlet para el semi-espacio supe

rior, con dado de contorno u(x) sobre la fronte
ra y = O. También, desde que u E LP (R1

), 1 <p<ro , 

obtenemos (informalmente) 
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N ,., 

V(x,y) = (P * u)(x) = (P * u)(x) ~ u(x) a.e. 
y y 

si + y ... O , donde 

u(x) = lim ! J U(tt) dt . 
€ ... O n Ix-tl>€ x-



N 
u(x) es llamada la transrormada de Hilbert de 
u(x). Obsérvese que debido a la singularidad del 
núcleo en la diagonal x = t, la integral J~!~)dt 
es absolutamente divergente. 

Con estas motivaciones pasemos a ver alguna! 
propiedades de la transformada de Hilbert Hf • f 

de una función f. 
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§ 2. LA TRANSFORMADA DE HILBERT 

La teoría de las integrales singulares se 

inicia con la transformada de Hi1bert de f, 

f(x) = ! 11m I !i!l dt = v.p. 1 r !i!l 
n €~o Ix-tl>€ x-t n _~ x-t 

dt 

Observemos que podemos tener dificultades res-

pecto a.1a convergencia de la integral en el in

finito, así como debido a la naturaleza de la 

función f. Asímismo, nos vemos obligados a re
tirar una vecindad simétrica de la singularidad 

x = t, Y así considerar la integral en el senti

do"va10r principal de Cauchy". La tarea es esta

blecer la existencia de f, y su relación con f. 

En el caso general cuando f E LP (R1
), 1 ~ P < ~, 

se tienen clásicos trabajos de Fatou, Priva10ff, 

Besicovi th, M. Riesz, Estos trabajos des

cansan fundamentalmente en el papel de las fun

ciones analíticas (de variable compleja), 10 que 

dificul ta la generalización de la teoría a va

r~as variables. Así,es necesario introducir nue

vas ideas para la generalización a Rn ! 

Sigamos con el caso R1
• ¿Cómo garantizar la 

existencia de f(x)? Hagamos el siguiente argu

mento. 

f(x) = 1im 1 I f(t) dt = (y = x-t) 
€~O ñ Ix-tl>€ x-t 
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= 1im ! I f(x-y) dy = 
g~O 1[ Iyl>g y 

= 1im =1 I f(x+y) dy 
g~O 1[ Iyl>g y 

(reemplazando y 
por -y) 

<X> = 1im =! I f(x+y)-f(x-y) dy = 
g~O 1[ g y 

<X> 
=1 I f(x+y)-f(x-y) dy . 

1[ o y 

Esto sugiere considerar f como una función de 

Lipschitz de orden a, O < a ~ 1, esto es, 

I f(x)- f(y) I ~ Clx_yla si Ix-yl ~ ~ . Así ten

dríamos, 

~ 
If(x)1 ~ 1 I If(X+f)-f(x-y)1 d 

1[ yl y 
o 

1 I<x>lf(x+Y)-f(X-y )I d 
+ i Iyl· y. 

~ 

Si f € LP (R1), 1 ~ P < <X> , obtenemos (usando la 

desigualdad de Holder para f € LP ), 

If(x)1 ~ CI:IYla-1dY + * I:lf(X+ft,f(X-
y

) I dy<<x>. 

Veamos ahora la teoría L2
• Sea f € L2(R1) Y 

los reales O < g < o < <X> Y consideremos la trun

cación 
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f (x) = 1: J fill dt. 
€,Ó n €<Ix-tl<ó x-t 

2 1 2 1 
Entonces, se tiene, f€ Ó L (R )-+ L (R ) es un , 
operador lineal continuo, esto es, existe una 

constante e > o tal que Uf€ ÓU2 ~ eUfU 2 . En , 
efecto, considerando la transformada de Fourier 

<X> 

N() 1 J e- ixt g(t)dt g x = 2n 
_<X> 

y el núcleo truncado 

kE,S(x) = {: 
si € < Ixl < ó 

complemento 

tenemos 

Se verifica que Ik€ ó(x)1 ~ e . Luego tenemos , 
Uf ó" ~ ellfll 

€, Z 2 
y por la fórmula de Parseva1 se 

tiene 10 deseado, esto es, Uf óU ~ ellfU z . 
€, 2 

Se prueba también que k€ ó(x) -+ - i sgn x , 
si €,Ó -+ O, donde sgn x es la función "signo 

de". Luego, f€ ó(x) - ( i sgn x) f en L2 , de , 
donde (tomando antitransformada de Fourier), 

f ó-+ f la 
2 f E LZ tal en norma - L para que €, 

f(x) = (-i sgn x) f(x). Esta igualdad es impor-
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tan te porque escribiendo Hf = f Y 

(1H(X) = -i sgn x, tenemos [Hf] (x) = (1H(x)f(X), 

esto es 

H = F- t (1 F 
H 

( 2 ) , 

siendo F la transformada de Fourier y F- i la 

transformada inversa de Fourier. (2) nos descri

be la naturaleza de la transformada de Hi1bert. 

Observamos que (1H se comporta como un multipli

cador, en el sentido que precisaremos después. 

(1H{x) = -i sgn x es llamado el símbolo de la 

transformada de Hi1bert. Luego, a menos de iso

morfismos en L 2 , el operador H actúa "mu1 tip1i

cando" por el símbolo. Obsérvese que 1(1 I = 1 , 
2 - A V V H 

(1 = -1 Y que f(x) = [(1Hf] (x) = «1H * f)(x) , 
H vIl A 

luego (1H= v.p. x' esto es (1H(X) = [v.p. x] 
Una de las preocupaciones de los analistas de 

entonces fue comprender la naturaleza del símbo

lo en contextos más generales. 

La transformada de Hi1bert es un ejemplo de 

operador integral singular, el más simple de ta-

les operadores. Estos son operadores un tanto 

intermedios entre los operadores diferenciales y 

los integrales; son operadores lineales respecto 

a las funciones que consideramos, pero que en el 

sentido usual son integrales divergentes. Luego, 

la necesidad de considerarlos como 1 ími tes de 
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integrales usuales, esto es, considerar el valor 

principal de la integral; la idea es que los va
lores grandes de la función se compensen con los 
valores negativos, y que el límite exista. Sin 
embargo, el comportamiento de los operadores in
tegrales singulares es buena en cuanto a su con-

tinuidad respecto a la topología de los espa
cios, LP por ejemplo. Observemos que al operador 
transformada de Hilbert H le hemos asociado una 
función (de un punto y una dirección), su símbo
lo aH(x). De un modo general a cada operador in
tegral singular se le asocia un símbolo, de modo 
que se pueda establecer un cálculo funcional 
simple, como que a la suma de dos operadores co-

l 
rresponda la suma de sus símbolos, y a la compo-
sición de operadores le corresponda el producto 
de sus símbolos. En realidad, el papel del sím
bolo es caracterizar al operador en sus cuali
dades esenciales, salvo operadores que tienen 
comportamiento "muy bueno" y que se pueden con
trolar, o aun ignorarlos. Recíprocamente, cada 
función regular (de punto y dirección) es el sím 
bolo de un operador integral singular. He aquí 
lo flexible y útil de ~stos operadores. 

Insistamos en consideraciones históricas re
lacionadas con la transformada de Hilbert. Sea·Q 
un dominio acotado en el plano complejo, simple-
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mente conexo, con 
una curva regular 
minio complemento 

frontera a o • L , la que es 
cerrada. O representa el do-

c 

de O. Un clásico problema,pro-
puesto por Plemelj, en 1908, es: "sea f una fun

ción de valores complejos sobre L, encontrar dos 
funciones Ft y Fz analíticas en O y en Oc res
pectivamente, con Fz~ O en el infinito,tal que 

f = Ft - Fz". 

La solución de este problema nos lleva a la 
transformada de Hilbert de f. Así, Plemelj con
sidera las integrales sobre la frontera 

F(z) • 2;i JLFi:~ dt 

G(z) = 1 J Qi1l dt 2ni L t-z 

con z E O 

con z E O • 
e 

F ( z) y G (z) son funciones analí ticas en O y O 
e 

respectivamente. Si F Y G son Holder continuas, 
entonces F y G tienen valores límites en L, que 
son respectivamente, 

Ft(t) lim F(z) 1 f(t) + 1 p.v. Jllil ds = = 2 2ñI z-+t L s-z 

Fz(t) 1im G(z) = 1 1 Jllil ds. = -2 f(t)+ 2ñI p.v. 
z-+t L s-z 

F t Y F z son la solución al problema planteado. 
Obsérvese que en estos argumentos estamos tra
tando con un problema de contorno. En el caso 
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particular que Q es un semi~lano, se tiene: 

F
1
(t) = ~ f 

F
2
(t) 

1 - 2 Hf 
1 = -2 f 

1 - 2 Hf 

donde H es la transformada de Hi1bert. ASimismo, 
* * se verifica que H = - H, donde H es el adjunto 
1 * -1 de H; también H- = - H, así H = H 10 que 

nos dice que la transformada de Hi1bert es un 

operador unitario. 

¿Sobre qué espacios, el operador H está bien 
definido, y es un operador continuo? Priva10ff, 
en 1916, probó que H es continuo sobre los espa
cios de Lipschitz Aa' O < a < l. Más tarde, en 
1928, M. Riesz usando la relación entre las fun
ciones analíticas y el operador H, probó que es
te operador es bien definido y continuo en el 
espacio de Lebesgue LP , 1 < P < ~. Formalmente 
tenemos el 

Teorell8. Sea f E LP(R1
), 1 < P < ~,y H€f(x). 

fE:(X) = 1 J f.l.tl dt. -n Ix-tl>E: x-t 
Entonces, 

-(a) IIfE:llp ~ e IIfIl P P 
- 1 (b) existe f E LP(R ) 

si E: ~ O ; 

-tal que Uf - fll ~ O E: P 

-
(c) IIfII ~ e IIfU . 

P P P 
La evolución de la teoría Rn de las integra-
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les singulares fue influida fundamentalmente por 

otros problemas relacionados al problema pro
puesto anteriormente. Así tenemos: 

l. [Hilbert, 1904]. Encontrar una funci6n ana
lítica F(z) = u+iv en Q tal que, si a,b y f 
son funciones reales dadas sobre L, tengamos 

ua + vb = f en L. 

2. [Hilbert, 1905] . Encontrar dos funciones a-
nalíticas F y G en Q y Q respectivamente 

e 

tal que tengamos F = fG en L, siendo f una 
funci6n de valor complejo en L. 

3. [Poincaré, 1910]. El problema de la derivada 

oblIcua. Dada una funci6n f en L, encontrar 
una funci6n arm6nica u en Q tal que ~ = f, 
siendo n un campo de vectores dado sobre L, 
transversal a L. 

Hagamos unos breves comentarios sobre estas 
cuestiones. Por argumentos analíticos, esos pro
blemas conducen a resolver una ecuación integral 
singular de la forma 

a ( t) 41 ( t ) + b ( t )( H4I)( t ) + K4I = f ( t ) ( 3 ) 

siendo a, b y f funciones dadas y K un operador 

integral con núcleo no-singular, y 

(H4I)(t) = !i v.p. J 4Il~~ ds (la transformada de 
L 
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Hilbert). La ecuación (3) es reducida a una eCUA 
ci6n integral,en donde aparecen en forma natural 
los conmutadores 

Ha - aH y Hb - bH. 

Así, multiplicando (.3) por a - bH, considerando 
que H2= 1, se obtiene 

(a2_ b2)~ - b(Ha - aH)~ - b(Hb - bH)H~ 
+ (a - bH)K~ = (a - bH)f. 

2 2 Si a -b ~ 0, se obtiene la ecuaci6n ~+K1~ = f 1. 
Si las funciones a y b son Holder-continuas, en
tonces K1 es un operador integral no-singular, y 

se le puede aplicar la teoría de Fredholm. 

Ya hemos visto que H es un operador bien de
finido y continuo sobre LP

, 1 < P < oo. Es opor
tuno remarcar que Hno preserva la clase L1. Por 
ejemplo, si f(x)=X b(x) es la funci6n caracte-

a, 

terística del intervalo finito (a,b), se verifi-

ca que Hf(x) = ~ log I~::I (t L 1 (R1». 
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Las primeras contribuciones hacia la genera
lización del operador H a varias variables son 
debidas a F.G. Tricomi en 1925 y 1928,quien con
sidera operadores de la forma 

Tf(x) = v.p. J 2 k(x-y) f(y)dy 
R 

( 4 ) 

para funciones de dos variables en el plano. 
Asume que k es una función homogénea de grado 
-2,esto es, k(AX) = A- 2k(x) para todo real A > O 
Y todo x E R2 

• Tricomi logra construir un ope
rador S, del mismo tipo que T, tal que ST = 1 ; 

para ello reduce el problema a una ecuación in
tegral singular de una variable. Así, su mayor 
contribución fue considerar la composición de 
tales operadores,permitiéndole resolver la ecua
ción Hf = g . 

G. Giraud estudió el problema de generalizar 
el método de las integrales para atacar el pro
blema de Poincaré, 1910, en el caso n > 2 . Así 
mismo, en 1934, considera operadores integrales 

singulares sobre variedades regulares cerradas 
de dimensión arbitraria; establece la invarianza 
de estos operadores por cambios de coordenadas y 

que son continuos en espacios de Lipschitz ; lo
gra reducir las ecuaciones singulares a ecuacio-
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nes de tipo Fredholm. Como en el trabajo de Tri
comi,Giraud aún no encuentra condiciones simples 
para obtener tal reducción. 

Un significativo aporte en esta dirección 
fue dado por s. G. Mihlin en 1936 al asociar al 
operador T, dado por (4), la función E 1 a e ime, 

DI • 

que llamó símbolo, donde las 1 son constantes y 
ime m 

Ea e es la serie de Fourier asociada a 
mime . 
k(e ), que es la restricción de k a la cir-

cunferencia unitaria. Denotemos el símbolo con 
ime 

0T ( X ; cos e, sen e) = E 1 a (x) e . 
IR 11. 

Fue interesante observar que la relación entre 
los operadores y sus símbolos es lineal y biuní
voca. Por ejemplo, el símbolo de la composición 
dedos tales operadores es el producto de los 
símbolos respectivos, esto es, 

Con tales ideas Mihlin resuelve el problema de 
la inversión de los operadores T tipo (4), así 
como la reducción de ecuaciones integrales sin
gulares a ecuaciones de tipo Fredholm. Giraud 
lleva esta idea al caso Rn

, usando para ello de
sarrollos en series de armónicos esféricos. Cal-

cula los coeficientes 1m usando la naturaleza 
del símbolo,la que aún conserva cierto misterio. 

As í llegamos a la década de los aí'ios 50' s . 
En 1952 aparece un trabajo de los p.ofesores 
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Alberto P. Calderón y Antoni Zygmund, el que es 
inicio de una teoría con proyecciones aun hasta 
en nuestra época. Se aclara la naturaleza del 
símbolo para operadores de tipo convolución. Así 
consideran operadores del tipo 

Tf(x) = cf + v.p. J k(x-y) f(y) dy 
Rn 

donde K(x) es una función homogénea de grado -n, 

tal que Jlxl_lk(X)dO' = O, siendo c una con~tan
te. Entonces se prueba que O'T(x) = c + k(x). 
De un modo mas general, en Rn

, consideramos ope
radores integrales singulares de la forma 

Tf(x) = a(x) f(x) + 1im J k(x,x-y) f(y)dy (5) 
e:-..O I x - y I > e: 

donde a(x) pertenece a una clase de funciones a

cotadas (con ciertas restricciones), y donde 

k(x,ly) = l- nk(x,y) J k ( x , y ) dO' = O 
Iyl-l 

teniendo k(x,y) además ciertas condiciones de 
regularidad. El símbolo de T es definido siendo 

= a(x) + 1im J e- iYZ
' k(x,y)dy 

e:-..O e:< I yl <l/e: 

donde z'= 1 :1· Se verifica que O'T +T = O'T + O'T 
1 2 1 2 

Con el objeto de precisar la idea de operador in 
<lO 

tegra1 singular de tipo C~, demos algunas ideas 
previas. 
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de 
y 

Sea a > O un número real'; Ca denota la clase 

las funciones f, de valor complejo, acotadas 

continuas sobre Rn tales que: 

la
1 rI ax ~ M para 111 ~ [a] ; 

las derivadas de orden [a] satisfacen una 
condición de Holder, de orden ~ = a - [a]. 

([a] es el mayor entero ~ a). 
<» 

Sea ahora ~a clase Ca de funciones f(x,z) E Ca' 
que son C respecto a z y tal que todas sus 

derivadas con respecto a z están en Ca. Enton
ces se tienen los fundamentales resultados: 

Teorema. "Sea k(x,z) E C;, fJ :t O ; x,z E Rn
, tal 

qye k(x,z) es homogénea de grado -n en Z; además 
IEk(X,Z)dO = O para todo x , y sea a(x) E CfJ • 
(E es la esfera unitaria Ixl = 1). Sea el opera

dor 
T€f(x) = a(x) f(x) + I k(x,x-y) f(y)dy 

Ix-yl >€ 
y su adjunto, 

* T€f(x) = 

Entonces, 

(i) 

86 

* T€ Y T€ 
f E L P , 

Además, 
* T f ~ 
€ 

¡(x) f(x) + I k(y,y-x) f(y)dy. 
Ix-yl>€ 

están bi~n definidos para todo 
1 < P < <». 

cuando € -=. O, T € f ~ Tf y 
* T f en LP y 



(ii) 

UTfU .:S A 
P P 

UT * fU .:S A 
P 

Si f E: LP 
r 

Tf E: LP 
Y r 

sup 
Izl=l 

[la(x)1 + Ik(x,z)l] IIfU 
P 

[la(x)1 Ik(x,z)l] sup + Uf U 
P' q Izl=l 

1 1 
+ - = 1. 

P q 

, 1 < P < ro , r .:S P , entonces 

* T f E: LP donde LP es el es-
r r 

pacio de Sobolev 

{f E: L P (Rn
) / DO:f E: L P (Rn 

) , 10:1 .:S r> , 
donde las derivadas son en el sentido de 

las distribuciones. 

(iii) Si f E: LP , 1 < P < ro, y f es Holder-cont! 

nua de orden 0:, O < o: < P, entonces Tf y 

* T f son también Holder-continua del mismo 

orden" . 

Un operador integral singular T es 

llamado de tipo C; si es como en el 

teorema. Su símbolo es la función 

(JT ( X , z) = a ( x ) + ¿ a ( x ) r y ( z' ) 
nm n nm 

donde la serie es un desarrollo en armónicos es

féricos y 

¿ a (x) r y (z') = [k(x,z)] . 
nm n nm Z 

La relación entre estos operadores y sus símbo

los está dado por el 

Teorema. Sea T un operador integral singular de 
ro 

tipo CP' entonces su símbolo es una función ho-

mogénea de grado cero con respecto a Z; además, 
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Izl ~ 1. 

Reciprocamente, toda función de X,z , la cual es 

homogénea de grado cero con respecto a z y per
ro 

tenece a C~, es el símbolo de un único operador 

de tipo C; . 

El trabajo de 1952 de Ca1derón-Zygmund tiene 

la importancia de ser el punto de partida de una 

serie de investigaciones de 105 mismos autores, 

así como de los alumnos de la escuela creada por 

ellos, así como de otros investigadores. La teo

ría influyó en temas fundamentales del análisis 

y otras áreas. Veamos algunos resultados clási

cos para la integral singular 

Tf(x) = v.p. Ik(X-y ) f(y)dy , tipo convolución, 

donde el núcleo es homogéneo de grado -no Así, 

k(x) = Ixl-
n 

k( I~I) = Ixl- n k(x'). La función 

Q(x) = k(x') es homogénea de grado cero y es 11~ 

mada la función característica de k(x). Así el 

operador T se puede escribir en la forma 

Tf(x) = 1im I Q(x-y~ f(y)dy 
e:~O Ix-yl>e: Ix-yl 

o aún 

Tf(x) = 1im Te: f(x) = 1im IDnke:(X-y) f(y)dy, 
e:~O e:~O ~ 

donde 
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¿Cuándo existe Tef? ... Tenemos 

( i ) 5 i f € L P ( Rn 
), 1 :s; P < 00 , y Q ( x ) € L 1 ( L:) , 

entonces TEf(x) existe a.e. 

(ii) Si f € LP(Rn
), 1 :s; p < 00, y Q es limitada, 

entonces Tef(x) existe en todas partes. 

Ahora, ¿cómo garantizar la existencia de Tf(x)? 

. .. asumamos que 

(a) Q € Ll(L:) ; 

(b) IL: Q(x')da = O , hipótesis de cancelación. 

Necesitamos el espacio de Lipschitz Aa' O<a<l. 

Por definición 

Entonces tenemos: si f € L P nA, 1 < P < 00, a 
O < a < 1, Y si Q satisface (a) y (b), entonces 

existe a.e. el límite Tf(X).= !!~ TE f(x). Si 

además tuviéramos Q(x) limitado,entonces el lÍ

mite existe en todas partes. 

Si f € LP(Rn
}, 1 < P < 00 ; Q satisface (b) y 

Q € Lq(L:) para algún q > 1,entonces T es un ope

rador de tipo fuerte (p,p), esto es, 

UTfU :s; A U fU. Si P = 1, se tiene 
P P P 

J{x / ITf(x)1 > Ül :s; ~ UfU I 

esto es, T es continuo de LI en LI_ débil. Hor-
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mander, a fines de los 50' s,' re1aj a la condición 

de homogenidad. Así tenemos el 

2 n A 

Teorema A. "Si k E L (IR ) tal que [a] Ik(x) 1 s; C' 

para todo x; [b] existe C" > O tal que para todo 

y ~ O se tenga I Ik(x-y) - k(x) 1 dx s; C". 
Ixl > 21 Y 1 

Si f E Lt n LP
, 1 < P < ro, entonces el operador 

Tf(x) = v.p. I k(x-y) f(y)dy 
IR n 

es de tipo fuerte (p,p)". 

La prueba del teorema A sigue la siguiente 

estrategia. Se prueba que T es de tipo (fuerte) 

(2,2), lo que no presenta dificultad. Luego se 

prueba que T es de tipo débil (1,1), esto es, se 

tiene I{x / ITf(x)1 > 1}1 s; f UfU t . La prueba de 

este hecho es más delicada; se hace uso del fa

moso lema de descomposición de Calderón-Zygmund 

(1952) que establece: "sea f ~ O una función en 

Lt(lRn
) y 1 > O un real. Entonces, existe una 

sucesión de cubos abiertos, disjuntos, {Qk} (pu

diendo intersectarse sus cerraduras), tal que: 

1 I n (i) sobre cada Qk se tiene 1 < IQI f s; 2 1 
k Qk 

(ii) sobre IR
n 

- UkQk' se tiene f(x) s; 1 a.e." 

Históricamente este lema fue introducido por 

Calderón-Zygmund para probar la LP- continuidad, 
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1 < P < ro, de una clase de operadores integrales 

singulares en IR
n

• Sigamos con la idea de la 

prueba del Teorema A. Vía tal lema, se tiene la 

descomposición f = b + m ,donde b E L2 es una 

función "buena" y se tiene I{x / 1 (Tb) (x) I :>Ül 
C 

~ i 1If1l
1

• Con un poco de más dificultad se es-

tablece que Tm también satisface una similar de

sigualdad, y de esta manera (por linealidad) T 

es un operador tipo débil (1,1). Ahora,usando el 

teorema de interpolación de Marcinkiewicz se 

concluye que T es un operador de tipo (p,p) con 

1 < P ~ 2, esto es, T: LP ~ LP es un operador 

lineal continuo. Finalmente, vía un argumento de 

dualidad, se tiene que T es de tipo (p,p) con 2 

< P < ro, y se tiene la tesis del teorema" 

Remarcamos que los operadores integrales 

singulares tienen dificultades, en cuanto a su 

continuidad, en los casos p = 1 Y P = ro Ya 
1 . 

hemos visto que en el caso IR , el operador inte-

gral singular H (la transformada de Hilbert) no 

preserva la clase L\ pues f(x)= X b(X)E L
1
n L

ro 

1 ,a-x, 1 ro a, , pero Hf(x) = - log -b i L n L. ASl, consi-
1t -x ro 

derando H operando sobre L ,para capturar el raQ 

go de H fue preciso introducirse un "nuevo" espa

cio, más grande que L
ro

, y que contenga,por ejem

plo, a loglxl. Este fue el espacio de las fun

ciones de oscilación media acotada,denotado BMO. 
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Demos algunas ideas al respecto. Sea fEL: (Rn
) 

y consideremos el promedio f Q = TiT I f(y)~y , 
Q 

donde Q = Q(x,r) es un cubo de centro x, y ra-

dio r, (con lados paralelos a los ejes coordena

dos). Remarcamos que iQI es la medida de Lebes

gue de Q. La oscilación media de f sobre Q es 

definida siendo 

Diremos que 

"f"* = sup 
QcR n 

f E BMO(Rn
) 

f~ = ~ IQ'f(Y) - fQldY. 

f tiene oscilación media acotada, si 

{fU} < 00 En este caso escribiremos Q . 

ó simplemente f E BMO. De inmediato 

se observa que Loo e BMO ; se prueba también que 

loglxl E BMO, es decir, se tiene el deseado es-
I 

pacio. Tenemos el, 

Teorema B. Bajo las hipótesis del Teorema A, el 

operador 

Tf(x) = v.p.I k(x-y) f(y)dy es tal que 
Rn 

00 
T : L ~ BMO es un operador continuo, esto es, 

existe e > o tal que "Tf"* ~ e "f"oo. 

De esta manera, para Loo el substituto ade

cuado para este tipo de desigualdades, es el es

pacio BMO. ¿Quién lo es para el-espacio L1
? ••. 

De algún modo, tal espacio aparece al responder 
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a la cuestión, ¿encontrar un espacio tal que su 

dual (fuerte) sea BMO? Ch. Fefferman encontró, 

en 1971, entre otras notables ideas, la impor-
1 * 1 tante relación: [H] = BMO, donde H es el clá-

sico espacio de Hardy,que puesto en términos del 

operador integral singular R. , la transformada 
J 

de Riesz, es por definición 

H1 = {f E L1
(lR

n
) / R.f E Ll( lRn),j = 1, ••• ,n} 

J 

siendo, también por definición, 
X. A 1 

[R.f] (x) = d f(x). H 
J IXI 1 

1 es el substituto de L ; 

as! tenemos que R . : H ~ 
J 

H1 
d es un opera or con-

tinuo para j = 1,2, ... ,n. De un modo más gene-

ral tenemos el 

Teorema C. [Ch. Fefferman - E.Stein, 1972]. 

(Extensión del teorema A). Sea k un 

núcleo en L
1

(R
n
); 9 un parámetro real, O ~ 9 < 1 

Si O < 9 < 1 asumimos k(x) = O para Ixl ~ l. 

Asumimos la hipótesis 
A -n9/2 

[a]' Ik(x) I ~ C( l+lxl) 

[b]' J I k ( x - y ) - k ( x) 1 dx :s; C , 
Ixl ~21 Y 11

-
9 si 1 y 1 < 1 

Si Tf(x) = v.p. J k(x-y)f(y)dy , entonces 
)Rn 

T:L
ro ~ BMO es un operador continuo. Asimismo 

lo es T:H
1 ~ H

1
• 
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Nota. Si e = 0, entonces estamos en el teorema A. 

§ 4. APLICACIONES A ECUACIONES EN 
DERNADASPARCIALES 

La teoría de Calderón - Zygmund encontró un 

significativo vínculo con la teoría de operado

res diferenciales parciales, contribuyendo a la 

solución de problemas de un modo general.Son no

tables los trabajos del Prof. A. P. Calderón en 

esta dirección, así como de sus alumnos y otros 

investigadores. 

Veamos algunos argumentos. Sea e< E !Nn , es-

t~ es, e< = (e< , •.•• ,e< ) le< 1 = e< + + e< 
1 n 1 n 

ex a 
(r. 1 n 

Si X E IR
n , X = Xl ... x donde X = (xl" .,x

n
) 

Pongamos 
a o: 

) f D'xf (A = .x 

Sea el polinomio P(x) 

asociamos el operador 
a e< 

P(D) = Ljal;s;m a,x(ox) 

n 
_ a 

= (~) 1 oX 
1 

=) ()e< 1 1...1 '., a X X a que e< I -"m e< 

diferencial parcial 

Sea f E S (distribu-

ciones rápidamente decrecientes); sabemos que 
¡::¡ /\ 

[a~ f] (x) = 2n iX
j 

f(x), y más generalmente 
j 

[P(D)f] (x) = P(2nix) f(x) . Si, por ejemplo, 
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P(x) 2 = X 
1 

+ .. + 
2 

X , P(D)f = + .. + 
a2

f 

0X
2 

- t.f. 
n 

n 

Luego, [t.f] (x) = - 4n2 1xl 2 f(x). Obsérvese la 

forma de esta representación. De un modo más 

general, definamos ~(D) vía [~(D)f] (x) 

~(2nix) f(x), donde ~ es una función arbitraria. 

En particular, si ~(x) = Ixl tendremos 

[IDlf] (x) = 2nlxl f(x). Definamos el operador 1\ 
~ ~ 

siendo 1\ = IDI, esto es, [I\f] (x) = 2nixif(x). 

1\ es una suma de composiciones del operador in-

tegral singular R, 
J 

con monomios diferenciales. 

Más concretamente, I\f (x) = i ¿~ R, aa , don-
J=l J x, 

J 
de remarcamos que R, es la transformada de Riesz 

J 

y que es una natural extensión a ~n de la trans-

formada de Hilbert ya que, equivalentemente, R, 
J 

es definida vía: 

(R ,f) (x) = 
J 

lim c 
C~O n 

j j f(t)dt. I x - t 

I x - t I >10 I ~ _ t I n + 1 

El operador R, fue introducido por Marcel Riesz. 
J 

Ella tiene diversas aplicaciones; por 

vía la relación R, = -i --ª- (_t.¡-1/2 
J 0X 

j 

usada por Calderón en el estudio de la 

de la solución del problema de Cauchy. 

ejemplo, 

ella fue 

unicidad 

Reiterando obtenemos [I\m f ] (x)=(2nlxl)m f(x) 
2 ~ ? ~ 

En particular, [1\ f] (x) = (2nlxl)~ f(x) = 
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4n: 21x12 f(x) = -[l1f] (x). Así se obtiene la re

lación ,,2 = _~. Similarmente, [(ª--)cx f]" (x) = dx 

( 2n:ix ) o: f (x) = (1 ~ I ) o: i 10: 1 ( 2n: Ixl ) o: f (x) 

= ilo:l(x')O: [Alo:lf]~(x). (6) 

Desde que (x')O: E dD(JRn -{O}) y es una función 

homogénea de grado cero, por lo afirmado en la 
un operador integral anterior sección, existe 

o: singular T tal que (x') o: = a 
T o: 

Así, antitrans-

formando 
a o: 

(ax) f = 

en (6), obtenemos 

ilo: l T Alo:lf, donde 
o: 

T~ f(x) = a(x) f(x) + J k (x,x-y) 
~ IRn o: 

P,ra 10:1 = m tenemos Llo:l=ro ao:(x) 

f(y)dy. 

a o: 
(ax) f = 

.ro 
= 1 (" a~(x) T",) Aro f !!! i ro T Aro f. L.10:1 =ro ~ ~ 

Hagamos aun el siguiente argumento. Sea la 

ecuación diferencial l1u - AU = f , con A < O 

Tomando transformada de Fourier lyl2 Q(y) -

A 
AU(y) = f(y) , luego A 

u(y) = f(y) 
lyl2_A 

1 

2 
A ~ Iyl . 

De esta manera u(x) = J e21Iixy 
2 Iyl -A 

f(y)dy. 

Si tuviéramos la ecuación de Poisson 

obtendríamos formalmente-la solución 

u(x) = J e 2n:ix y lyl-2 f(y)dY. 
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Para regularizar el factor ! y! -2, lo "parchamos" 
00 n 

con una función e E C (~) tal que e(y) = O 

en una vecindad de origen y e(y) = 1 en el in

finito. Así obtenemos la representación 

J e21Iixy e(y)! y!-2 f(y)dY. 

Más generalmente, para el operador diferen

cial P(D) considerado anteriormente, tenemos 

a a 
P(D) f(x) = ¿!a!,:!;m aa(x) (ax) f(x) 

J e -21Ii xz [(ª-)af ] 
A 

= ¿!a!,:!;m a (x) (z)dz a az 

= ¿!a!,:!;m a (x) J e-21Iixz(21Iiz)a f(z)dz 
a 

= J e-
21IiXZ

II!a!,:!;m aa(X)(2niz)~f(z)dz 

Esto es, 

P(D)f(x) = J e-21Iixzp(x,z) f(z)dz (7) 

con p(x, z) = \' a (x) (21Iiz)a . ¿!a!,:!;m a [Obsérvese 

que se tiene también P(D) f(x) = J e-21Iixz 

II i!a! a (x)(z')~ (A!a!f)A(z)dz]. !a!':!;m a 

Podemos "escarvar" aun más la representación (7) 

Consideremos la parte homogénea de grado k en 

p(x,z). Así, 
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con 

k k 
(2n) !Z! hk(x,z), 

a (x)(iz)a 
a 

i z I k 
Desde que 

• tenemos la represen
tación 

P(D)f(x)=I:=ü J e-2nix.z Pk(x,Z) f(z)dZ 

= I:=ü J e-21Iixz hk(x,z) (2n)k 1z1 k f(z)dz 

= ([ ¡\ k f] A (z) = (21I ) k I z I k f ( z ) ) 

= I:=ü J e-21Iix.z hk(x,z) [¡\k f ] (z)dz. 

J -21Ii x. z 
Luego, si Hk es el operador Hkg(x) = e 

/\ /\ 1 
h (x,z) g(z)dz ,con gEL, tenemos la repre-

k 

sentanción P(D)f(x) = I:=ÜHk(¡\kf) (x). En estos 

argumentos está la idea de operador seudo-dife

rencial que veremos más tarde. 

Una de las más significativas aplicaciones 

de las integrales singulares fue en el trata

miento de la unicidad ~e la solución del proble

ma de Cauchy por Calderón; sus teoremas genera-

les sobre la unicidad y existencia en ecuaciones 

en derivadas parciales son muy profundos. Veamos 
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algunos preliminares comentarios al respecto. El 

problema de Cauchy consiste (formalmente) en en

contrar una solución de la ecuación diferencial 

P(D)f = g donde g es una función dada, tal que 

sobre una superficie S e ~n tengamos 

= rp 
avm-1 m-l 

donde v es una normal a S (en determinado punto) 

y IP o ' IP 1 , •• 0. , IPm_1 son los dados iniciales 

de Cauchy. 

Decimos que el problema es analítico si g y los 

a (x)'s en L a (x) (aa)o: son funciones analí-
o: o: x 

ticas. En este caso, la unicidad de la solución 

del problema es garantizado por el teorema de 

Cauchy-Kowalevska. Holgren, en 1901, establece: 

"si P(D)f es un operador con coeficientes analí

ticos, y si los dados iniciales se anulan sobre 

una superficie regular (no característica) S. 

entonces cualquier solución f (no necesariamente 

analítica) de P(D}f = O , con tales dados, se 

anulan identicamente en una pequeña vecindad de 

cualquier subconjunto cerroado de S". 

Carleman, en 1939, estudia la unicidad de la 

solución del problema de Cauchy para ecuaciones 

y sistemas diferenciales de dos variables, qui-
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tando la hipótesis de anaH.ticidad, pero asume 
que las características de la ecuación no sean 
múltiples. En 1958, Calderón generaliza el re
sultado de Carleman para el caso de n variables 
(con n ~ 3); es en esta época en que surge la 
idea de representar un operador diferencial mo
nomio (~x)a como una composición de un operador 
integral singular y una potencia del laplaciano 
~. La prueba del teorema de Calderón es muy téc
nica; hace uso de refinados argumentos con los 
operadores integrales singulares. Mencionemos 
que también Calderón abrió la posibilidad de 
usar tales operadores en el tratamiento de pro
blemas de contorno para ecuaciones elípticas. En 
e$ta orientación se tienen los trabajos de R. T. 
Seeley, quien extiende a variedades compactas la 
teoría de los operadores integrales singulares 
en Rn

• En este contexto se aclara el concepto de 
símbolo en su forma mas general. Mencionemos que 
por este camino se dieron los recursos para la 
prueba del famoso teorema del índice por Atiyah
Singer (1963). 
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15. INTEGRALES SINGULARES SOBRE 
VARIEDADES 

Por razones de comple
titud de esta exposición 
vamos a recordar rápida
mente algunas ideas sobre 
variedades diferenciales. 
Una variedad diferencial 

(1) 

C ,M, de dimensión n, con-
siste de un conjunto S y 

de un atlas A de cartas 
tal que: 

Ua 
¡¡::¡; 
:i!i :i!i 
~ 

Xa 

Uf3 

Xf3 

(i) cada carta Xa es una 
aplicación 1-1 de un sub
conjunto Ua de S sobre un 
subconjunto abierto de Rn

; 

Xa(ua nuf3}-

M 

-1 (iii) cada Xa(uan Uf3} es abierta y Xf30Xa es 
un C(l) difeomorfismo de Xa(UanU

f3
) en Rn 

(iv) dados S1,S2 en S, existe una carta Xa cu
yo dominio Ua contiene a S1 y a S2 

(v) A es maximal, esto es, si X: U e S ~ Rn 

tal que si A u <X} satisface (i) a (iv), 
entonces X está en el atlas A. 

S tiene una única topología tal que todas 
las cartas Xa son homeomorfismos. Por la condi-
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ción (iv) esta topología es de Hausdorff. Un 

sub-atlas A' de A es un subconjunto tal que 

Ux EA'Ua= M • La variedad M es compacta si exis
a 

te un sub-atlas finito X
1

, ... ,Xn tal que Xj(U j ) 

es limitado para cada j = l, ... ,n. 

Una función compleja f sobre M es llamada de 
k -1 clase e , si la composición f.X es de clase 

k e para todo X en el atlas. Remarcamos que con 

M expresamos 

topológico S 

a la variedad misma o al espacio 

Para cada carta X definimos n 

"campos vectoriales locales" 
a a 

bre el dominio de X vía: 

-- --ax 1 , ••• , axn so-

a -1 a ep (p) = a(ep.! l (x(p», ep(p) = ax 1 
... , 

ax axn 
1 

-1 

= a(ep.x )(X(p» 
ax n 

a 
con x(p) E D(X) (dominio de X). ax denota di-

j 

ferenciación respecto a la jma-variable en Rn . 
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M.-----r 
f 

f -1 
·X 

Sea ahora X una carta y U su dominio. Si aEC(f)(M) 

soporte U, definimos a vía: con en a 
ax j 

= tp

) 

~ (p) si p E U 

(a -;)",(p) OXJ 

ax O si p f1. U. ... 

a..2.... es llamado un C(f) campo vectorial "primi
axJ 

(f) 

tivo". Un e -campo vectorial·es por definición 
cualquier suma finita de tales campos vectoria
les primitivos. Los c(f)-campos vectoriales forman 

(f) 

un módulo sobre C (M), con multiplicación defi-
a o nido por tp(a -) = (",a) -. Si X Y X son axJ axJ o 

dos cartas diferentes definidas en U, entonces 

0j = ¿k JJk °k' siendo (JJk) la matriz jaco-
ax axo 

-1 biana de XoX, 
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* El plano cotangente T en el punto x € M es 
x 

el espacio vectorial de las aplicaciones linea

les L: [campos vectoriales reales] ~ R.
1 tal que 

ro 
L(~v) = ~(x) L(v) para todo ~ € e y v un cam-

* po vectorial. Una base para T consiste de las 
x 

aplicaciones dxj(x) definidas por 

j a 
dx (X)(L a

k 
-k) = 
ax 

a. (x) • 
J 

Luego, el vector co-

tagente general en un punto x es de la forma 

L ~jdXj(x) y tenemos 

[L ~j dXJ(x)] (La
k 

a
k

) = L I;j a
j 
(x) • 

aX 

Por definición,el espacio cotagente o fibra

d~ cotangente ("cotangent bundle") es la unión 
* * T ,= UX€M Tx de todos los planos tangentes. El 

ro 
espacio cotangente es a su vez una e -variedad. 

Las cartas X nos permiten transformar ~unciones 

y operadores sobre M en funciones y operadores 

sobre Rn
• 

En resumen, una variedad diferenciable n-di 

mensional es un espacio topológico, en el cual 

cada punto tiene una vecindad homeomórfica a 

algún conjunto abierto'en Rn
• 
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E, 
J 

tpj 
- 1 

V, 
tp;l J 

tpj (VinV j ) 
J 

-1 
J -1 tpj lPi 

l lPi 

Vi tpi 
- 1 

tpi (VinV j ) 

E, 
1 

Por definición. un sistema de coordenadas 

diferenciales en una variedad n-dimensional M es 
una familia 
briendo M. Y 

fismo tpj : Ej 
abierto en Rn 

{V / je:J de conjuntos abiertos cu
para cada j, tenemos un homeomor
~ V,. donde E, es un conjunto 

J J 

tal que la aplicación 
-1 -1 

: tpi (Vi n V
j

) ~ tpj (Vi n V
j

) 

es diferenciable. donde i.j e: J. 

El sistema de coordenadas es de clase ~ si tal 
aplicación tiene derivadas continuas de orden ~. 

Espacios de Sobolev L~(M). 1 < P < ~. ~ ~ k 

En lo que sigue M es una variedad compacta de 
dimensión n y de clase ck

, k ~ n. Remarcamos que 
toda variedad compacta admite una partición fi-

~ 
nita e de la unidad,esto es, dado cualquier cu-
brimiento de M por conjuntos abiertos Ua , exis-
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ten funciones 
<D C , ~ , ... ,~. tales que 

1 • 

(a) supp ~j e Ua para cada j, donde supp ~j es 
el soporte de ~j' que por definición es 
<x / ~j(x) ~ O} 

(b) O ~ ~ ~ 1 
j 

(c) r;.1 ~j = l. La partición es llamada su-
bordinada al cubrimiento {Ua }. 

Asi podemos pensar en una familia finita 
{~j} de funciones Ck tal que supp ~j está en el 
dominio de un sistema de coordenadas simple. Con 
cada ~j podemos asociar un particular sistema de 
coordenadas x j 

• Luego, si f es una funci6n de
finida a.e. en cada dominio de coordenada, tene-

:r:n
q
:: s:~:r~:e::m;::t:O::i::~ado como una fun-

, 
Sea 1 < p < <D, ~ ~ k 

LP(M) = {f / ~ f € LP(Rn
) 

~ j ~ 

. Por definición, 
para cada j}. 

La topología en L~(M) es definido por la norma 
a 1/p 

HII = (L L 1I~1/p (_)a fIIP ) 
~, P I a I ~ j.1 j ax j L P (Rn ) 

Si ~ = O obtenemos 

= IIfll () p, v 
esto es, 

la medida ¿ ~.dxj . Es importante notar que las 
J 

normas obtenidas con diferentes sistemas de co-
ordenadas y diferentes {~.}, son todas equiva

J 
lentes. 
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Como es usual, 
1 1 dual, con - + - = P q 

LP (M) = (L~ (M»' , espacio 
-IL ." 

1. 

Un operador T sobre LP(M) 

rador regular de orden m si 
es llamado un ope
T : L P (M)~ LP (M) 

It IL+ 1 

y 

son funciones continuas para 
el siguiente resultado : 

* T :Lq(M)~ L
q 

(M) 
IL IL+ 1 

O~ ~ m. Se tiene 

liT es un operador regular de orden m si 
y s610 si para cada ~ y ~ en c

k
, con so-

portes en una vecindad coordenada simple, 
~ T ~ considerado como un operador sobre 
L P (Rn 

), es regular de orden m." 
Operadores Integrales Singulares sobre M y sus 

Sillbolos 

Un operador T definido sobre LP(M), l<p<~ , 
~ es un operador integral singular de tipo c~, con 

~ ~ n-l , si satisface: 

(i) para cada ~ y ~ en c k sobre M, con soportes 
compactos disjuntos, ~ T ~ es un operador 

compacto y regular de orden [~] sobre todo 
L P (M) ; 

k (ii) para cada ~ y ~ en C con soporte en un co-
mún dominio coordenado con coordenadas x, 
tenemos ~ T ~ = ~ H ~ + R 
donde H es un operador integral singular 
C;(Rn

) definido vía 
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Hf(x) = a(x)f(x) + lim J h(x.x-y) f(y)dy 
€~O Ix-yl >€ 

y donde R es un operador compacto. regular 

de orden [~]. sobre LP(M), 1<p<~. 

~ 
El símbolo de un operador T, C~, sobre M es 

la función (]T definida sobre el fibrado cotan

gente de M vía 0T(~.I ~.dx,) = a(x~p» 
J J 

iI~.l"/. 
+ 1 im J e J J h ( x ( p) , l"/ ) dl"/ 

€~o c<I,..,I<l/E: 

con,.., = (l"/ , ...• ,.., ); p E (supp ~) n (supp ~). 
1 n 

El símbolo 0T es una función (sobre el fibrado 

cotagente) homogénea de grado cero, independien

te de las coordenadas usadas al definirla. 

En resumen podemos decir que los operadores 

int~gra1es singulares sobre M son dados esen

cialmente transplantando operadores del espacio 

euc1ideano ~n. Muchas áreas del análisis han si

do estudiadas en el contexto general de las va-

riedades. See1ey,1959.estudia las integrales sin 

gu1ares sobre una variedad compacta; Strichartz, 

1972. define los espacios H1 sobre variedades y 

la acción de ciertos operadores (seudo-diferen 

cia1es) sobre esos espacios. Calderón, 1976. 

elabora una teoría de operadores seudo-diferen 

cia1es con aplicaciones a problemas de contorno. 

Veamos.por ejemplo, como se define el espacio H1 

sobre una variedad compacta C~, sin borde. Con 
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tal fin, sea {~j} una partición de la unidad ero, 
subordinada al cubrimiento de vecindades coorde

ro nadas; sea ~. € e (con soporte compacto en una 
J o 

vecindad coordenada) tal que ~.~. = ~., Luego, 
J J J 

por definición 

H 
1 

(M) = {f € L 1 (M) / ~ j R i (~/) € L 1 ( R
n 
), V j, i> 

donde Ri es la transformada de Riesz respecto a 
un sistema de coordenadas locales. Observemos 
que ~.f puede ser considerada como una función 

J n 
de soporte compacto en R . Definamos 

LP(M) = {f / ~jf € LP(Rn
)}, 1 5 P < ro , 

en donde consideramos la norma 

IIfIl = (r':j.1 H~j1/P fll P ) 1/p • 
L P (M ) L P ( Rn 

) 

En H1(M) considérase la norma 

La definición dada es independiente de la parti
ción de la unidad elegida y de las coordenadas 
locales. 

18. INTEGRALES SINGULARES 
VECTORIALES 

Las integrales singulares vectoriales fueron 

considerados por Benedek - Calderón - Panzone en 
1962. La idea es considerar espacios de Banach ; 
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así, sean A y B dos espacios de Banach y un nú
cleo k(x),x E Rn, que es un operador lineal aco
tado en L(A,B), localmente integrable en Rn_{O} 
Entonces consideramos el 
guIar Tf(x) = I k(x-y) 

Rn 

00 para f E L (con soporte 
o 

en A, donde x t sopp f o 
ción al teorema B de § 3. 
Banach, pongamos 

Loo (Rn) = {f medible, 
E 

(IRnllf(X)II: 

operador integral sin
f(y)dy , bien definido 

compacto), con valores 
Volvamos nuestra aten
Si E es un espacio de 

E-valorada / 11 fII = 
LP 

du) 1/p , 
E 

1 ~ P < oo} 

el que es un espacio de Banach. Entonces,la ver
sión vectorial del teorema Bes: 

Teoraaa Bv. Sean A y B dos espacios de Banach y 
Il. n Il. n T:LA(R ) ~ LB(R) un operador lineal continuo, 

con l~<oo fijo o Sea fEL: y Tf( x)=fRn K( x-y) f(y)dy 
con x t sopp f ; el núcleo k satisface la con
dición de Hormand.er 

I IIk(x-y)-k(x)II LCA B)dx ~ e para y ~ 00 
Ixl~2lyl . 

Entonces, ToLOO ~ . A BMO (B) es un operador lineal 
acotado, esto es IITfIlBMOCB) ~ Cllfll 00 , con 
f E LIl. n LOO donde L , A 

A A 

BMO(B) = {h, con valores en B / IIgIlBMOCB) = 
sup liT fQllg(x)- gQII B dx '< oo} 

Q 
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En esta dirección se tiene el importante 
teorema de Benedek - Calderón - Panzone : 

Teorema. Bajo las hipótesis del teorema B , se 
v 

tiene 

(a) T es de tipo débil (1,1), esto es 

I{x e: Rn / IITf(x)II
B 

> Ül ~ 
C

l 
IIfll 1 A 

L 
A 

(b) si 1 < P < ro , T es de tipo fuerte (p,p) , 

esto es, IITfll ~ C Uf 11 

L P P L P 
B A 

Otros resu1tados,vía los espacios de Banach, 
han sido obtenidos por N.M. Riviére (entre otros 

matemáticos), quien considera los integrales 
singulares usando las familias de Vita1i. 

17. PESOS E INTEGRALES SINGULARES 

Ahora demos atención a ciertas desigualdades 
con peso, las que aparecen en problemas de aná
lisis armónico y en ecuaciones en derivadas par
ciales. Motivemos la idea. Consideremos nueva

mente la transformada de Hi1bert 

Hf(x) = v.p. ~ r !.itl dy . 
_ro x-y 

El resultado fundamental de M. Riesz,ya visto en 
§2, establece que H es un operador lineal de ti-
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po fuerte (p,p), 1 < P < 00 ~ Esto significa que 
existe una constante C > O tal que 

P IR1 IHf(x)I P dx ~ C
p 

IR1 If(x)P dx . Enfatizamos 
que en este resultado trabajamos con la medida 
de Lebesque dx. Ahora se especula si al consi
derar otras medidas d~ podamos aun tener desi
gualdades de la naturaleza dada. Bien,esto tiene 
su propia historia, de la que damos unas breves 
ideas. Sea w(x), x E Rn

, una función localmente 
integrable, con valores en [0,00]. Funciones de 
esta clase se llaman funciones peso. En relación 

a la transformada de Hilbert, surge el problema 
de caracterizar los pesos w(x) en R1 tal que el 

operador H:LP(w(x)dx) ~ LP(w(x)dx), 1 < p < 00, 

sea continuo, esto es, que tengamos 

IR1IHf(X)IP w(x)dx ~ Ap IR1If(x)IPW(X)dX (8) 

Si w(x) = 1 se tiene la desigualdad de Riesz. 
Si T es un operador integral singular, como en 
§3, ¿qué condiciones debemos imponer al peso 
w( x), X E Rn ya· 1 < P < 00, para tener 

1 ITf(x)IP w(x)dx ~ A J If(x)I P w(x)dx ? 
Rn P Rn 

Entre otros antecedentes,mencionamos que en 1936 
Hardy - Littlewood consideran la medida 

oc d¡.J = Ixl dx, con -1 < oc < p-1 ; con ella ob-
tienen una desigualdad semejante a (8). Helson -
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Szego, 1960, prueban que para p = 2, ( 8) se sa-

tisface si sólo si w(x) 
el (x) +He 2 ( x) 

Y , = e 
donde el' e2 

E L<Xl, con le2" <Xl < ~ 
2 . 

L 

Se hicieron muchos esfuerzos para encontrar 
resultados generales, as! hasta 1972 cuando B. 

Muckenhoupt encuentra lo fundamental de una teo
ría de pesos, dando inicio a investigaciones que 
aun continúan. Muchkenhoupt introduce la clase 

de pesos A, 
p 

1 < P < <Xl . Así, w E A 
p 

si existe 
una constante e > o tal que para todo cubo (Q 

bola) Q e Rn se tiene 

(~ JQ W(X)dX)(~ JQ 

El ínfimo de tales constantes e se llama "la 
constante Ap". Observamos que si Pl < P2' vía la 
desigualdad de Holder obtenemos A e A Asi 

Pl P2 

mismo, si p = 2 tenemos la condición simétrica 

(~ JQ w(x)dx) (I~I JQ w(~)-ldx) 5 A2 . 

Si P = 1, decimos 
constante Al tal que 
es la función maximal 
definida vía 

que w E A
t

, si existe una 
Mw(x) 5 A

1
W(x) , donde Mw 

de Hardy-Littlewood de w, 

M w(x) = sup I~I JQlw(y)ldy 
Q 

donde Q = Q(x,lI.) es un cubo de centro x y ra
dio 11. • 
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Si P = ro , decimos que W E Aro si existen 
constantes Cl , C

2
, O < Cl , C

2 
< 1 tal que para 

todo cubo Q y todo subconjunto medible E e Q, si 

IEI < ClIQI, entonces fE w(x)dx < C
2 

f Q w(x)dx. 
Muckenhoupt, en 1972 establece el 

1 n Teoreaa [M]. Sea 1 <p<ro y . WEL. (R). Entonces, 
loe 

1 [Mf(x)]P w(x)dx ~ A J If(x)I P w(x)dx, para 
Rn P Rn 

todo f E LP si y solo si w wEA. 

Remarcamos que 
El resultado de 

P 

f E LP si flf(x)IPw(x)dx < ro. w 
Muckenhoupt fue reprobado por 

Coifman-Ch.Fefferman en 1974 vía argumentos que 
hacen uso del lema de descomposición de Calderón 
-1 Zygmund (mencionado en §3). Estos resultados 
estimularon las investigaciones por obtenerse 
desigualdades con peso,donde los operadores pue
den ser de distinta naturaleza (operadores de 
Ca1derón-Zygmund,operadores seudo-diferenciales, 
etc). En general, la idea es: dados un espacio 

normado Ew' con peso w, y T:Ew- Ew un ope-· 
rador lineal, ¿qué condiciones debemos dar a w 

para que tengamos 

IITfll EW ~ C IIfllEw ? 

Aun mas generalmente,si v es otro peso, se plan

tea la misma pregunta para el operador T:Ew~ Ev. 

Respecto a los operadores integral~s singu-
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lares,que es lo que nos interesa ahora, Coifman

Ch. Fefferman consideran el operador convolución 

Tf(x) = (k*f) (x) = J k(x-y) f(y)dy 
IR

n 

donde el núcleo k(x) satisface 

(a) IIk(x)1I (X) ~ C 
L 

(b) Ik(x) ~ _1_ 
Ixl n 

y 

(e) Ik(x) - k(x-y) I ~ Clyl 
Ixl n+l 

si 21yl < Ix!. 

Entonces, si w e: A () A , 1< p< 00, se tiene 
p (X) 

Nots. Actualmente la literatura sobre la teoría 

de pesos es suficientemente amplia. 

f 8. ESPACIOS DE TIPO HOMOGENEO E 
INTEGRALES SINGULARES 

Sectores del análisis arm6nico han sido, y 

son, estudiados en el marco de los espacios de 

tipo homogéneo, un universo mas general que IRn
• 

Veamos algunas ideas. Sea X un conjunto (no va

cío); una seudo-distancia (o cuasi-métrica) so

bre X es una aplicación d:XxX ~ IR+ tal que 

(a) d(x,y) = d(y,x); 

(b) d(x,y) > O si y solo si x * y, 
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(e} existe un número real R > O tal que d(x,y) 

~ K[d(x,z) + d(z,y)] para todo x,y,z E X. 

Un seudo-bola,de centro x y radio ~, es el con

junto B~(x) = {y E X / d(x,y) < ~}. Remarcamos 

que el adjetivo "seudo" es a veces omitido, y 

solo hablamos de distancias o bolas, pero enten

demos que tratamos con tales conceptos. 

Detinición. Un espacio de tipo homogéneo es un 

espacio topológico X, provisto de una seudo-diA 

tancia d y de una medida de Borel ~ tal que: 

(i) las bolas B~(x) forman una base de vecin

dades abiertas de x 

(ii) ~(B~(x» > O si ~ > O ; existe una cons

tante absoluta A tal que 

~ ( B ~ ( x» ~ A ~ ( B ~/ 2 ( x) ) • 

Nota. Si X no es un espacio acotado,asumimos que 

/-I(X) = ro • 

Ejemplos. (1) X = Rn 
provisto de la seudo-distan 

(1(, 

cia d(x,y) = ¿~ 1lx,-y,1 1 , donde los (I('S son 
l. 1 1 i 

reales positivos, con la medida de Lebesgue /-l. 

Entonces (X,d,~) es un espacio de tipo homogéneo. 

(2) X = L, la esfera uni~aria en Rn
, provisto de 

la seudo-distancia d(x,y) = 11 - x.ylO( , siendo 

O( un real positivo; x.y es el usual producto in-
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terno; p es la medida de Lebesgue. (X,d,p) es un 
espacio de tipo Homogéneo. 

Motivados por el teorema A, §3, tenemos el 

Teorema A*. Sea k(x,y) E Ll(XxX, dp ® dp), tal 

que el operador Tf(x) = Ix k(x,y) f(y) dp(y) 

satisface 

* [a] existe una constante el tal que IITfll
Ll 

~ 

e l " fU l 
L 

[b]* existen las constantes el y e
3 

tales que 

I Ik(x,y) - k(x,yo)ldp(x) < e
3

, para todo 
d(x,yo»el(y,yo) y,yo E X. 

Si f E Ll n LP
, 1 < P < ~ , entonces existe una 

constante Ap = Ap (el' el' e 3 ) tal que 11 TfU p ~ 

A U fU esto es, T es de tipo (fuerte)( p ,p L 
p L P 

Además, T es de tipo débil (1,1), asi 
A 

p {x E X / I (Tf)(x) I > ü ~ A. 1 Ufll 1 • 

L 

Macías - Segovia han considerado (1979) nú
cleos de integrales singulares definidos sobre 
(X,d,p), asi como desigualdades de los respecti
vos operadores integrales singulares cuando es

tos actuan sobre adecuados espacios de Hardy, 
asi como sobre espacios de Lipschi"tz. 
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f 9. OPERADORES DE CALDERON. 
ZYGMUND 

Los clásicos operadores integrales singula

res u operadores de Calderón - Zygmund, han sido 

presentados en § 2 Y § 3, Y sus relaciones con 

otras estructuras en las demás secciones, Moti

vados en las aplicaciones en ecuaciones diferen

ciales con coeficientes variables, Calderón

Zygmund extienden sus clásicos operadores de ti

po convolución considerando operadores del tipo 

(no convoluciones) 

Tf(x) ~ lim J k(x,y)f(y)dy 
E-+O I x-y I >€ 

donde ahora el núcleo es de la forma k(x,y) = 
k

1
(x,x-y), que es suficiente regular, tal que: 

(a) k
1

(x,AZ) = A- n k
1
(x,z) con A> O, X E IRn

, 

O ~ Z E IR
n 

(b) JE k
1
(x,z') da(z') = O para cada x E IRn

, 

Entre las diferentes contribuciones hechas a 

ra teoría, la hecha por R, Coifman - y, Meyer en 

1978 es significativ.a pues empezaron un estudio 

sistemático de tales operadores en un contexto 
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mas general,operadores que fueron bautizados co

mo "operadores de Calderón-Zygmund" (OCZ). Así, 
Coifman-Meyer consideran una nueva definición de 
OCZ, las cuales contienen diferentes clases de 
operadores, los cuales ya no son convoluciones. 

Usando el lenguaje de las distribuciones, de 
un modo general,un operador integral es definido 
sobre el espacio de las funciones prueba ~(Rn), 

via T.p(x) = J k(x,y).p(y)dy, con .p E 21(Rn) , 
donde el núcleo k debe satisfacer ciertas condi
ciones a fin de garantizar la existencia de la 
integral. Por ejemplo, ya hemos visto el caso en 
que k(x) es un núcleo singular de la forma 

k(x,y) = O( X-y) 1 
Ix-yl Ix_yln 

con O E L 1 (E) Y JEº = O . Vimos que la inte
gral debe ser interpretada en el sentido del va
lor principal. 

En el sentido de las distribuciones, el ope
rador integral T es interpretado considerando al 
núcleo k como una distribución sobre RnxRn, en
tonces el operador T:"(Rn

) -+ 21'(Rn )(espacio de 
las distribuciones) es definido por la relación 

<T~,.p> = <k,.p ® ~> (9) 
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con ~, ~ € ~(Rn) y (~ ® ~)(x,y) = ~(x)~(y). 
El saber cuando un operador lineal T es li

mitado sobre los espacios de Lebesgue LP, l~p<~, 

fue, y es, una preocupación de los analistas en 
distintas épocas. Ya sabemos que los clásicos o
peradores de Calderón-Zygmund son limitados, si 
l<p<~, en tales espacios. Esencialmente esto es 
debido a que tales operadores son del tipo con
volución, y estos operadores conmutan con tras
laciones. En esta dirección se tiene un teorema 
(recíproco ) general (Hormander, 1960) : "si T:LP ..... LP 

es un operador lineal limitado, l<p<~, el cual 
conmuta con traslaciones, entonces existe una 
dtstribución temperada u € S' tal que T~ = ~*u 
para todo ~ € 2!1( Rn

) " • 

Las distribuciones u € S' son llamadas los "con
volutores" de LP ; el estudio de estas distribu
ciones es un capítulo especial del análisis ar
mónico.Volviendo al operador definido según (9), 
¿cuándo T es limitado o continuo sobre LP ? Un 
poco guiados por la condición de homogenidad de 
grado-n impuesto a los núcleos clásicos de Cald~ 
rón-Zygmund, hacemos el siguiente argumento: 

la distribución K, definida sobre RnxRn , tiene 
singularidad sobre la di~gonal x = y ; luego se 
impone la condición: 
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[C.Z.1] En el complemento de la diagonal x = y, 
k(x,y) € L«>l tal que existe una constan 

oe 

te C > O tal que I k(x,y) t ~ CI x_yl-n . 
En lo sucesivo usaremos la notación: la diagonal 
es denotado con A = {(x,y) € RnxRn / x = y} ; 
A es su complemento. En general, E es el com-

e e 

plemento de E. 

2 Rn El espacio L ( ) juega un papel clave en la 
teoría ya que si un operador satisface [C.Z.1], 

2 cierta regularidad y es continua L , entonces es 
continua LP , 1<p<<<> . Lamentablemente, operadores 
que solo satisfacen [C.Z.l) no son necesariamen
te limitados sobre L2

(R
n) . Más generalmente, la 

condición [C.Z.1] no es suficiente para elaborar 
una teoría LP • Motivados por la condición [b] 
del teorema A. § 3, se exige la condición: 

[C.Z.2] Existe una constante C > O tal que 

J Ik(x,y)- k(x',y)ldy ~ C, para todo X,x'€ Rn. 
I x-yl ~21 x-x' I 

Una amplia clase de núcleos satisfacen la condi
ción [C.Z.2). Así, 

(1) Sea O(x) una función continua,con J~ = O, 

tal que su módulo de continuidad 
w(t) = sup IO(x) - O(x')1 Ixl - Ix'l = 1, 

Ix-x'l~t 

satisface la condición de Dini 
1 

J w( t) dí. < «> . 
o t 
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Entonces el núcleo 
satisface [C.Z.2]. 

k(x,y) = v.p Q( ~ )--.;;;;1_ 
Ti-yl I In x-y 

(11) Sean O < a ~ 1 Y la clase 
Z = {k(x,y) / k satisface [C.Z.l] y a 

I In+a 
{ x-y sup a 

I x-yl ~I x-x'l >0 I x-x'l 
Ik(x,y) - k(x' ,y) 1} < ro} 

Si k E Za' entonces k satisface [C.Z.2]. 

(lii) Ciertos argumentos para el caso 
(ii) llevan a considerar el gradiente 

a = 1 en 
v k(x,y) 

x 

como una función localmente limitada en ~ , tal 
C e 

IV k( x,y) I ~ l' para una cierta 
x I I n + x-y C > O. 

que 

Diferentes núcleos que aparecieron en el estudio 
de los operadores integrales singulares satisfa
cen esa condici6n,asi como los símbolos de cier
tos operadores seudo-diferenciales. Estos argu
mentos sugieren considerar la 

Definición. K es llamado un núcleo "standard" 

si K:6 ~ ( es una función continua para la que 
e 

existe una constante C > O, tal que para todo 
(x,y) E 6 se tiene 

e 

( ( 1) ) 

( ( 2) ) 
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Ix-yl~ 

C IV k(x,y) I + IV k(x,y) I ~ l' donde 
x y Ix_yln+ 

el gradiente es tomado en el sentido de 
las distribuciones. 



Pongamos C(k) = min{C / C satisface «1»y«2»} 
la que es llamada la constante del núcleo k. 

Esta clase de núcleos sirve para construir 

los OC2 . Asi tenemos la 

Detinición. El operador T:!I(Rn
) ~ L1

1 
(Rn

) es 
oc 

llamado un operador de Calderón-Zygmund si: 
2 n (i) T se extiende a L (R ) como un operador li-

neal acotado; 
(ii) existe un núcleo "standard" k tal que para 

todo f E L~(Rn) se tiene la representación 
o 

Tf(x) = Ik(x,y)f(y)dy a.e. sobre (soppf) 
c 

donde soppf es el soporte de f. 

Si T es un OCZ consideramos 
IITll cz = IITII + C(k). 

(L
2

,L
2

) 

Es natural esperar que como ejemplo de OCZ estén 
los operadores convoluci6n,como los dados en §3. 

Estos nuevos operadores (OCZ) son tales que 
T:LP(w(x)dx) ~ LP(w(x)dx) es un operador acota
do, con W E A , l<p<~. Asimismo, si T es un OCZ 

P 

entonces T: H1~ L 1 Y T: L:~ BMO son ope
radores acotados. Luego,vía argumentos de inter
polación se tiene que T : LP(Rn

) ~ LP(Rn
) , 

l<p<~, es acotado. Veamos la siguiente observa
ción. Sea f E L~(Rn) tal que sopp f e Q, Q un 

o 
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cubo abierto en ~n 

L2(~n) es acotado. 

Entonces 

Asumamos que T: L 2(Rn
) -+ 

I- ITfldx !O IQ1 1/ 2 <I_ITfI 2dx)1/2 
Q Q 

~ el Q 1 t / 2 ( I _1 f 1 2 dx) t / 2 ~ e' Q' "f" (X) 

Q . L 

. T d d b L 2 (nn ) , Luego, S1 es un opera or acota o so re ~ 

entonces T satisface la propiedad [H]: 
"s i Q e Rn y f E Loo (Rn

) con sopp f e Q 
o 

entonces se tiene 

I - 'T f' dx ~ e 1 Q "' fU 00". 
Q L 

El recíproco vale, esto es, "si T satisface la 
2 n propiedad [H] entonces T es acotado sobre L (R )" 

Esto sigue del interesante 

Teoreaa. Sea T un operador asociado a un núcleo 

"standart". Entonces, 
T satisface [H] .. T 

+=+T 

H1 ~ L1 es acotado 
LOO --+BMO es acotado. 

o 

A esta altura ya estamos convencidos sobre 
la conveniencia de saber cuando un operador es 
continuo en L2

(R
n
). Un delicado problema, a ini

cios de los 80's, fue encontrar condiciones nece

sarias y suficientes par~ que un operador T sea 
continuo en L2

(R
n
). Hasta 1982 los analistas sa

bían como probar la L2-continuidad de una amplia 
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clase de operadores; sin embargo, el problema 

seguía abierto. A fines de aquel año, G. David -

J.L.Journé encontraron una solución al problema. 

Hallaron una condición necesaria y suficiente 

para que un operador T, cuyo núcleo k satisfa

ciendo «1» y «2» citados antes, sea un ope

rador acotado en L
2

(R
n
). Mas concretamente se 

tiene el célebre 

Teorema [Davld-Journél. 
2 n 

Un operador "standard" 

T es acotado en L (R ) 

.. (i) T(l) € BMO 
* (ii) T (1) € BMO 

(iii) T es un operador de orden cero 

en el sentido débil; 

* donde T es el operador adjunto de T y la condi-

ción (iii) significa que T ~(Rn) ~ ~. (Rn
) es 

un operador lineal continuo, y para todo subcon-

junto limitado B de ~(Rn), existe una constante 

C = C(B) tal que para todo ~, ~ € B se tiene 

< T (~u hA ~), ~u hA ~ >1 ~ C A
n 

para todo u € R
n

, A > O , donde ~ es el opera
u 

dor traslación y hA es la dilatación 

[hA ~(x) 

Posteriormente, en 1985, David, Journé y S. 

Semmes extendieron el teorema a los espacios de 
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tipo homogéneo, unificando así ideas y resulta
dos en el análisis armónico que fueron elabora
dos en las décadas de los 70' s y 80' s . También 
en 1985, K.Yabuta extiende los oez al considerar 
los oez de tipo w(t), donde w(t) es una función 
no-negativa, no-decreciente sobre 
satisfaciendo la condición de Dini 

+ R = (0,00) , 

rW(t)d~ < (X) 

o 

Una función continua k(x,y) sobre Rnx Rn es 
llamado un núcleo "standard" de tipo w(t) si 

tenemos 

«1»' Ik(x,y)1 ~ 
Ix_yln 

e 

«2»' Ik(x,y) - k(x ,y)1 + Ik(y,x) - k(y,x }I 
o o 

:s; e (' Xo - XI) 
Ix _yln w 'y -xo' 

o 

para todo x,x ,y tal que Iy-x I > 2lx-x l. o o o 
Nuevamente, el ínfimo. de las e's satisfaciendo 
«1»' y «2»' es llamada la. constante del nú
cleo k. Similarmente a lo· definido anteriormente 
tenemos la 

Definición. Un operador lineal T:S(Rn
)-+ S'(Rn) 

(distribuciones temperadas) es llamado un OCZ de 

t"ipo w(t) si tenemos 

(i)' T se extiende a _L
2 (Rn

) como un operador 
lineal acotado, esto es, 
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(ii) I 

IITfll ~ Cllfll 2 2 para todo fE~(Rn); 
L 

2 
(R

n
) L (R ) 

existe un núcleo "standard" de tipo w(t) 
tal que para todo f E ~(Rn) se tiene 

Tf(x)= Ik(X,y)f(y)dy, a.e. sobre (soppfl 

Yabuta, vía los núcleos de tipo w(t), prueba 
una versión del teorema de David-Journé. También 
se tiene el generalizado resultado. 

Teorema. Sea T un OCZ de tipo w(t). Entonces, 

(a) para todo v E 
IITfll ~ 

LP(v d x) 

A (Rn), l<p<m, tenemos 
P 

C IIfll 
P,V LP(v d x) 

(b) para todo v E A
l

(Rn), T es un operador de 
tipo débil (1,1), esto es, 

Cf.t) 
V{X E Rn I ITf(x)1 :>:ü ~ -r IIfll 1 

L (vdx) 

(e) IITfll 1 ~ Cl IIfIl 1 
L (Rn

) H (R
n

) 

(d) IITfII ~ C IIfll m 
BMo(Rn

) m L (Rn
) 

Más recientemente, en 1988, E.Nakai-K.Yabuta 
han generalizado los OCZ de tipo w(t) actuando 
sobre los espacios LP,~, una generalización de 
los espacios de Stampacchia LP,A, y de esta ma

nera, en particular, aparecen los espacios BMO~ 

y A~ • 
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§ 10. OPERADQRES 
SEUDO-DIFERENCIALES 

En la sección § 4 hemos visto que un opera

dor diferencial parcial 
a C( 

P (D) f ( x) = L aC( ( x) (ax ) f (x) 
ro 

a (x) E C , C( 

actuando sobre f E S (clase de Schwartz), puede 

escribirse en la forma 

P(D) f(x) = J e- 21liX
.

z 
p(x,z) f(z)dz (10) 

con p(x,z) = LIC(I~m aC(x)(21tiz)oc y f la trans

formada de Fourier de f. p(x,z) es llamado el 

símbolo del operador. 

En esta sección. hablaremos brevemente sobre 

una amplia clase de operadores, llamados opera

dores seudo-diferenciales, y que son (motivados 

por el anterior argumento) naturales extensiones 

de los operadores diferenciales parciales, ya 

que aquellos operadores son de la forma (10) pe

ro con p(x,z) no necesariamente un polinomio. 

Ahora p(x,z) es una función en Cro(RnxRn ) qUé 

satisface ciertas estimativas. 

Historicamente Lagrange y Cauchy considera

ron al mas simple operador diferencial ~x y al 

operador f (~x) le asociaron la función f (¡;) • 

Esta idea fue usada por Heaviside en su trabajo 

sobre problemas de transmisión electromagnética. 
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A menos de notación, la cuestión de asociar a un 

operador diferencial una funci6n de dos varia

bles h(x,~) aparece en los albores del análisis 

funcional, en particular en la teoría de opera

dores. Tal estrategia surge relacionado con la 

mecánica cuántica en 1926, siendo H. Weyl quien 

elabora una teoría de operadores. 

Los operadores seudo - diferenciales son un 

amplio universo; ellos incluyen (además de los 

operadores diferenciales parciales) a los opera

dores integrales singulares (OIS); a los opera-

dores 

forma 

OIS; a 

singulares integro - diferenciales de la 

~ T (.-ª)o: donde los T 's son L.locl:s:m oc dx ' oc 
los operadores convolución singulares. La 

construcción de tal universo es toda una evolu

ción de ideas, en donde las investigaciones en 

los OIS jugaron un papel importantísimo. Ya 

hemos mencionado en § 3 los pioneros trabajos de 

Giraud, Mik1in y sobre todo los trabajos de A.P. 

Calderón y A. Zygmund. Recordemos que en § 3 

vimos la representación 

k donde Hk y A son operadores precisados en § 3 . 

Hubieron ideas precursoras de tal representación. 
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Se observó que los 015 pueden ser tomados como 
representaciones particulares de cierta clase de 
operadores, con la ventaja de ser ahora mas mane
jables. Esta idea fue dada por Lax en 1963. Por 
aquella época, hubo la efervecencia de construir 
una teoría que consolidara muchas ideas que es
taban en el ambiente. Se trataba de refinar el 
álgebra de los operadores de Calderón-Zygmund, y 
de encontrar un instrumento (10 más general po
sible) para tratar problemas de ecuaciones en 
derivadas parciales. 

En 1964, A. Unterberger - J. Bokobza exten
dieron los 015 considerando una clase de opera
dores de ez de orden ~ ; desarrollan un programa 
que incluye resultados en variedades diferencia
les, operadores elípticos, inversión de los ope
radores de ez elípticos; generalizan los espa
cios de 50bolev HP a HP siendo P una función 
infinitamente diferenciable; introducen los ope
radores seudo-diferenciables de orden variable. 

En 1965, J.J.Kohn - L.Nirenberg publican un 
trabajo en base a la idea de Lax, en donde los 
operadores (que ellos llamaron"operadores seudo
diferenciales) tienen una mejor representación, 
pues hacen de ellos una~lgebra. Veamos algunos 
aspectos de esta teoría. La función 

(X) n n 
o(x,~) E C (R xR ) es un símbolo de grado s E G: 
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si a( x, t~) = te a(x,l;) con t ~ 1, Il; I ~ 1. 

El símbolo a(x,l;) es de clase S, si existen 

constantes CcxfJ1 tal que 

Ixcx(ª-)fJ (ª-)1 a(x l;)1 OX o~ , ~ C
cxfJ1 

, con xeRn
, 1l;1~1 

Sea a{x,l;) un símbolo de grado s.El operador 
n al n O (a):S(R )~ C (R ) 

p f ~ O p ( a ) f ( x ) = J e - 27t i x ·l;a ( x , l; ) f ( l; ) dl; 

es un operador seudo-diferencial de orden ~ Re s 
donde entendemos que, de un modo general un ope-
rador T:S ~ S' es de orden ~ k (real) si 

IITfll l-k ~ 
H 

Clllfll
Hl 

para cada real t. 

Kohn - Nirenberg observan que todo operador 
diferencial P(D),con coeficientes constantes,cae 
en la clase de operadores seudo - diferenciales 
por ellos considerados. Casi. enseguida, Lax y 
Friedrichs emplean la teoría de Kohn - Nirenberg 
para tratar problemas de valor de contorno. 

Otros aportes en el estudio de los operado
res seudo-diferenciales fueron dados por Kumano
Go (1963-1964); Agranovich (1964-1965); R.See1ey 
( 1965) ; R. Palais en su famoso "Seminario del 
teorema del index de Atiyah-Singer" (1965); y en 
especial el trabajo de L.Hormander (1965), qUién 

considera una amplia clase de operadores seudo-
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diferenciales de la forma 

P(D)f(x) = J e-2nix.~ a(x,~) f(~) d~ 

donde f E ~(O), X E O e Rn
, O abierto. Ahora el 

símbolo a(x,~) pertenece a la clase 
• { <D n 

Sp,o(O) = a(x,I;)E C (O x R l/para todo compacto 
K e O y cualquier multiíndices a y ~, 

existen constantes C o K tal que a,,.., 
.-plal +01 {JI 

laPa~ a(x,I;)I< C o (1+11;1) 
x ~ a,,..,K 

siendo m,p y o números reales con 
p > O, o ~ O, X E K; ~ E Rn

}. 

Hormander observa que los operadores cons
truidos con símbolos en S;,o contienen como ca
sos particulares a muchos de los operadores con
siderados en trabajos precedentes, en particular 
a los clásicos operadores de Calderón - Zygmund. 

La teoría de los operadores seudo - diferen 
ciales debe también a A. P. Calderón profundos 
aportes. La búsqueda de clases cada vez mas am
p1ias de operadores seudo - diferenciales es un 
reto de presentes y futuras investigaciones. 
Aportes en esta dirección fueron dadas por A. P. 
Calderón - R.Vaillancourt (1971), R. Bea1s - Ch. 
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Fefferman (1973 - 1976); Bea1s (1974-1975-1977), 

y diferentes otros aportes. Más recientemente, 

en las décadas de los 70' s y 80' s mencionamos, 

entre otros, los trabajos de R.Coifman, Y.Meyer, 

J.Bony, G.Bourdaud, K.Yabuta, ... 
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NOTAS 

1. La Integral de Cauehy. 

Un tema de significativas implicancias es el re
lativo al núcleo de Cauchy sobre curvas de Lips
chitz. En la sección § 2, hemos motivado algunas 
históricas cuestiones al respecto. Retomemos esas 
ideas para definir la integral de Cauchy C( f) 

vía 

C(f) (z) = 2;i v.p. J ~!~) dt 
L 

para z E L tal que el valor principal exista. 
Fue conocido (desde la época de Plemelj, 1908) 
que para a.e. z E L, el valor principal existe, 
si y sólo si 

f
1
(t)= ~f(Z)+C(f)(Z) y 

con z EL. (Ver argumentos en § 2). Si L es una 
curva regular las cosas van bien, pero cuando L 
no es regular el asunto se complica y se hace un 
tema muy difícil de tratar en cuanto a la conti
nuidad del operador sobre L2 ,por ejemplo. Nuevas 
ideas tendrían que venir. Así, en 1977 Calderón 
probó un profundo resultado, como sigue. 
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Teoreaa. Sea A:R ~ R una función de Lipschitz 
tal que A'e L ro ; sea L = <x + i A( x) / x e R} 
su gráfico. Entonces existe una constante abso
luta {) > O tal que si IIA'II <Xl < {) , tenemos que 

L 

la integral de Cauchy C(f) sobre L es un opera- . 
dor acotado sobre L2

• 

En 1982, Coifman - Mc Intosh - Meyer perfec
cionaron el anterior resultado probando el 

Teorema. El operador integral de Cauchy sobre 
cualquier gráfico de Lipschitz es un operador a-
cotado sobre L2

, y sobre LP
, 1 < P < <Xl • 

1. • Ondelette8 ". 
( 1 ) 

Entre 1985 Y 1987 se dieron los fundamentos de 
una nueva teoría en análisis: la teoría de las 
bases de "ondelettes", basada en argumentos del 
análisis armónico. Ella permite analizar, de un 
modo más simple y eficaz,a las funciones o a las 
distribuciones, las que habían sido estudiadas 
hasta entonces sólo con la ayuda del análisis de 

Fourier. Es conveniente rémarcar que antes de la 

1) 
Desconocemos aún la correcla lraducción al 

espatlol. 
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existencia de los "onde1ettes" como una teoría 
forma1izada,e110s ya existían en los trabajos de 
J. Mor1et~ un ingeniero geofísico, sobre las se
ñales sísmicas registradas en los campos de ex
ploración petrolíferos. Las construcciones de 
bases de "onde1ettes" surgieron en la pasada d6-
cada de los años 80's en áreas de la física, de 
la matemática pura y aplicada. Con tales motiva

ciones, los investigadores buscaron algoritmos 
manejables en donde se aprovechen las ventajas 
de dos sistemas en boga: el sistema trigonomé
trico y el sistema de Haar. La idea era costruir 
una nueva teoría de representar funciones (per
tenecientes a espacios "clásicos") usando bases 
hi1bertianas que sean bien 10ca1izab1es (en el 
sentido que precisaremos después) en la variable 
espacio x , y en la variable frecuencia o varia
ble de Fourier ¡;. Este recurso ya había' sido 
usado por los analistas armónl,cos, como por .ejem
plo la descomposición de f € HP en átom~s según 
R. Coifman. ASimismo, L. Car1eson construy6 una 
base incondicional del espacio de Hardy H1 

• 

El espacio referencia escogido fue L2(~n) , 
un buen espacio! Así, la base ortonorma1 de, "on-

de1ettes" de L 2 debe pet:mitir analizar a fa ma
yoría de los espacios usuales como son: L~(Rn), 

1 <p<ro ; los espacios de Sobo1ev L P, s (Rn) ; los 
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espacios de Holder Aa' los espacios de Hardy HP , 

O<p<l ; los espacios de Besov Bs,q BMO· P , 

Bien, como la teoría de Litt1ewood-Pa1ey permite 
caracterizar a tales espacios, ella entra en el 

escenario de los "ondelettes". Sin embargo, para 
la construcci6n de estos "nuevos seres" es nece
sario usar algo más que la teoría de Littlewood
Paley clásica. Se debe encontrar una forma más 
simple y más poderosa, lo que se consiguió con 
la noci6n del análisis multiresoluci6n, la que 
fue definida por S. Mallat y Y. Meyer en 1986. 
Este análisis es fundamental en la construcción 
de las bases de "ondelettes". 

Un análisis multiresolución de L2 (Rn
) es, 

por defiriici6n, una sucesi6n creciente {V
j

} 
jEZ 

de subespacios vectoriales cerrados de LZ(Rn
) 

que tienen las siguientes propiedades: 

( 1) 

(2) 

(3 ) 

(4 ) 

"""UVJ 
j€oZ 

2 n Para todo f€oL (R ) 
f(x) e. V

j 
... 

y todo j EZ, tenemos que 
f (2x) e. V. • 

J +. 

Así tenemos que f(x) e. V
j 
.. f(2- Jx) e. V

o 
Z n n Para todo f€oL (R ) Y todo kEZ ,tenemos que 

f(x) e. V .. f(x-k) e. V . 
o o 

Existe una función g(x)€o V tal que la su-
o 
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cesión 
de V 

o 

es una base de Riesz 

En general, si H es un espacio de Hi1bert, 

una sucesión {e i }i_O,1, ... en H es llamada una 
base de Riesz si existen dos constantes positi
vas e,C'ta1 que para toda sucesión de escalares 
«x } - tenemos 

11-0,1, ... 

(J) (J) (J) 

C(E la 12)1/2 S HE H s C'(E la 12)1/2 
o 1 o al el o t 

y si el espacio vectorial de las sumas finitas 
EN a e es denso en H. 

o i i 

Dentro de los análisis multiresoluciones de 
L2 (Rn

) son de utilidad, en teoría, aquellos que 
son ~-regulares, ~ E ~; es decir, cuando podemos 
elegir ~a función g en (4) tal que las Dag, 
lal s ~, sean rápidamente decrecientes en el 
infinito, más precisamente si tenemos 

C 
IDag(x)1 s m ,para todo' m~ , donde 

(l+lxl)m [*] 
a = (a , ... ,a ), lal S ~ 

1 n 

Bien, ¿cómo construir un "ondelette"? ... 
Como sabemos, V

j 
e V

j
+

1
• Sea W

j 
el subespacio de 

v.. 1 que es ortogonal a V., es decir, V. 1=V $W. 
'J+ J J+ j J 
~a sucesión {W

j
} satisface fundamentalmente (1), 

(2),(3) Y (4), siendo (4) la más delicada y está 
garantizada por el siguiente teorema de Mallat -
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Meyer. 

Teorema. Existe una función ~ en W que satis-
o 

face [*], y tal que {~( x-k) \eZ es una base 

ortonormal para W 
o 

Formalizando estos resultados se puede dar 

la definición de "onde1ette" en la recta (el ca

so Rn es similar). Sea m E ~ • Una función de 

variable real ~(x) es llamada un "ondelette" de 

clase m si se verifica: 

(a) Da ~(x) E LOO(R) , lal ~ m ... propiedad de 

regularidad del "ondelette". 

(b) Da ~(x) es de decrecimiento rápido en el 

infinito, lal ~ m ... propiedad de locali

zación (mencionada anteriormente). 
(X) 

(e) I xk~(x)dx = O para O ~ k ~ m ... caracter 

_(X) oscilatorio del "onde1ette" 

(d) La colección de funciones 

{2
J/2

tp(2 Jx - k)}.eZ keZ es una base orto-
2 J , 

normal de L (R). 

Las funciones 2 J I 2.11 ( 2 j x k) j~ kro'7l ,.. - , <:Lo, <:Lo, se 

llaman los "ondel et tes" engendrados por la "ma

dre" ~. Por otro 1ado,ciertas deficiencias en el 

tratamiento de los casos límites L1(R) y LOO(R) 

exigen la introducción de una función "padre" 

139 



~(x) ; asi se obtienen buenas representaciones 
de f en términos de I{J y de 2 j

/
2 tp( 2 j x - k). Se 

considera a J.O. Stromberg como el inventor de 
los "onde1ettes", quien construye a la función 
tp(x) E Cm , de decrecimiento exponencial en el 
infinito tal que 2 J /

2tp( 2 Jx-k), jeZ, keZ es una 

base ortogonal de L2
(R). Asimismo, describe a 

la correspondiente función I{J. Lamentablemente, 
su punto de vista es restringido ya que se apli

ca sólo a las funciones "splines", y tiene defi

ciencias en otras situaciones. 

La teoría de "ondelettes" está en pleno de
sarrollo, y es de interés para matemáticos puros 
y aplicados, así como para físicos e ingenieros. 
Yves Meyer ha escrito un libro, "Onde1ettes et 
Operateurs" (1990-1991), el que es un tratado en 

tres tomos: 

l. "Les bases d'onde1ettes" ; 
11. "Les opérateurs de Calderón-Zygmund", y 

111. "App1ications des opérateurs de Calderón -
Zygmund" . 
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