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INTEGRALES SINGULARES Y TEMAS
AFINES

[ Una motivacién histérica ]

Alejandro ORTIZ FERNANDEZ*

En esta exposicién pretendemos motivar
al lector sobre la importancia de una teorta
que nace de problemas del andlisis comple-
Joreal, y que con el transcurrir de los afios
se convirtié en una bella drea del andlisis
arménico. Nos referimos a los operadores
integrales singulares, una profunda teoria
iniciada por Calderén - Zygmund en
1952, cuyas proyecciones aiin no terminan
en nuestros dias.

El lector encontrard un conjunto de te-
mas, escritos con el objetivo de interesarlo
por un posible estudio de la teoria en con-
textos mds completos. Por esta razén nos
interesa las ideas en juego, ast como algu-
nas referencias historicas.

*
Profesor Asociado de la PUCP.
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$ 1. INTRODUCCION

La teoria de las integrales singulares en R"
fue iniciada con los pioneros trabajos de A. P.
Calderdén - A.Zygmund en los afios 50's. Clasica-
mente una integral singular es una integral de

la forma
fRn k(x-y)£(y)dy (1)

donde el nicleo k(x) satisface adecuadas condi-
ciones para la existencia de la integral;la fun-
cidén f pertenece a un conveniente espacio de
funciones. Histdéricamente, tales integrales apa-
recieron relacionadas a ciertas ecuaciones dife-
renciales que expresan determinadas leyes de 1la
fisica. Como sabemos,una ecuacidén diferencial es
el resultado de aplicar un operador diferencial
a una funcién por determinar; tales operadores
tienen un caricter local, esto es, cuando apli-
camos un operador diferencial a una funcién su
resultado solo depende de los valores de ésta en
una vecindad arbitrariamente pequefia del punto.
Asimismo, los operadores diferenciales son ines-
tables, lo que significa que pequeiios cambios de
la funcidén puede implicar grandes cambios en 1la

ecuacién diferencial. Esto significa que debemos
restringir la clase de funciones a fin que obten
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gamos resultados deseables.

Miremos ahora a la integral singular (1).Po-
demos considerarla, en general, como un operador
integral: Tf(x) = | k(x,y)f(y)dy.

R

Al igual que con los operadores diferenciales,
nos interesa los operadores integrales lineales,
esto es,aquellos operadores en que vale el prin-
cipio de superposicién, y que aparecen en cier-
tas situaciones de 1la fisicé,como es el caso del
potencial gravitatorio. Veamos algunos argumen-
tos de este hecho.

Sea f(s,t) wuna funcidén integrable en R? y
consideremos el semi-espacio superior z > 0. El
p?tencial newtoniano U(x,y,z), con densidad
f(§,t), es definido siendo la integral

f(s,t)
j s.E) 45 ae

donde d°= (x—s)2+ (y—t)2+ z®> . Considerando las
derivadas parciales de U, obtendremos las expre-

siones
U (x,¥,2) =—2f£(—5§-t—)-ds dt ,
: a
U, (6y,2) = - | %jg f(s,t)ds dt y
= - [ ¥=t
Uy(x,y,Z) = f E f(s,t)ds dt
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Ahora, en Ux hagamos z -+ 0 para obtener

. X-5
U (x,y,0) = - f(s,t)ds dt.
* J [(x-5)%+(y-t)%1°"?
. _ -X
Si consideramos el nicleo k(x,y) = 373 °
(x +y")

podremos escribir Ux como una integral de tipo
convolucién Ik(x—s, y-t) f(s,t) ds dt, integral
que es similar a (1).

Veamos otra situacidén que nos 1lleva a una
. . 1
integral singular. Sea u € LP(R"), esto es,

fwlu(x)lp dx <® , 1 <p <®, y sea la funcién
f(z) = Jm uét% dt, con z = x+iy, definida en

el semi-espacio superior y = Im(z) 2 0 . Usando

la desigualdad de HOolder, observando que
(t-z) ‘e LP, % + %H= 1 , vemos que f(z) es bien
definida. También, via un argumento familiar, se

ve que f(z) es una funcidén analitica en Im(z)>0.

Por otro lado,

l _ t-x + iy _ iy x-t

= = - 5

t-z (t—x)2+y2 (t—x)2+y2 (t—x)2+y2

luego, 1 =1 yz S+ 31 ___E:g__z
ni(t-z) X (x-t) +y X (t-x)+y
1

Pongamos Py(x) = —;1—— » llamado nicleo de

Poisson, y
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P (x) = % X -, llamado nicleo de Poisson
M x“+y conjugado.

Asi obtenemos = Py(x—t) + i Py(x-t) s Y

-1
ni(t-z)
f(z) = !: P, (x-t)u(t)dt + iI: Ey(x-t)u(t)dt

= U(x,y) + i V(x,y),

donde U(x,y) es llamado 1la integral de Poisson
de u, y V(x,y) la integral conjugada de Poisson
de u. Asumiendo que u es de valor real,vemos que
U y V son funciones armdénicos en Im(z) > 0. Des-
de que u € L°(R'), 1 < p < ®, tenemos también

U(x,y) = (P * u)(x) = u(x) a.e. siy— o*.

Este hecho tiene una interesante interpretacién:
la integral de Poisson U(x,y) es la solucién del
problema de Dirichlet para el semi-espacio supe-
rior, con dado de contorno u{x) sobre la fronte-
ray = 0. También, desde que u € LP(R'), 1<p<o,
obtenemos (informalmente)

V(x,y) = (B* w)(x) = (P * ©)(x) > Ux) a.e.

si y - 0+, donde

U(x) = lim 3 | u(t) 4¢

€0 " Yix-ti>e Xt
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U(x) es llamada la transformada de Hilbert de
u(x). Obsérvese que debido a la singularidad del
nicleo en la diagonal x = t, la integral f%&%)dt
es absolutamente divergente.

Con estas motivaciones pasemos a ver algunas
propiedades de la transformada de Hilbert Hf » f
de una funcién f.
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§ 2. LA TRANSFORMADA DE HILBERT

La teoria de las integrales singulares se
inicia con la transformada de Hilbert de f,
£(x) = & lim | E(t) g¢ = vip. 2 [P ELE) 4

e-0 " lx-tl>e -®

Observemos que podemos tener dificultades res-
pecto>aj1a convergencia de la integral en el in-
finito, asi como debido a 1la naturaleza de 1la
funcién f. Asimismo, nos vemos obligados a re-
tirar una vecindad simétrica de la singularidad
Xx = t, y asi considerar la integral en el senti-
do"valor principal de Cauchy". La tarea es esta-
blecer la existencia de %, ¥y su relacién con f.

En el caso general cuando f € LP(R1), l <£p < o,
se tienen clisicos trabajos de Fatou, Privaloff,
Besicovith, M. Riesz, ... Estos trabajos des-
cansan fundamentalmente en el papel de las fun-
ciones analiticas (de variable compleja), lo que
dificulta la generalizacién de la teoria a va-
rias variables. Asi,es necesario introducir nue-
vas ideas para la generalizacién a R" !

. 1 ) .
Sigamos con el caso R'. ;(Cémo garantizar la

existencia de f(x)?. Hagamos el siguiente argu-

mento.

f(t)
x-t

dt

n
<
n
»
1
t

£(x) = lim 7 [
£-0 Ix-tl>e
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= lim % f f(x-y) dy = (reemplazando y
€0 lyl>e y por -y)

=lim:lf ﬂ_"_"’x).dy

20 * lyl>e y

= lim dy =

-1 f“’f(xw)—f(x-y)
£-0 n €

y

©
-1 f(x+y)-f(x-y)
=z fo 5 dy .

Esto sugiere considerar f como una funcidén de
Lipschitz de orden a, 0 < a £ 1, esto es,

If(x)- £(y)! < Clx-yI¥ si Ix-yl s & . Asi ten-
driamos,

S
p 1 1f(x+y)-f(x-y)!
lf£(x)l s 3 fo 5 dy

1 olf(x+y)-f(x-y)l
+nfa VT dy

si f e LP(RY), 1 s p < ® , obtenemos (usando la
desigualdad de Holder para f € LP),

. o8 ©
IE(x)] < Cf Iy1®lay + % Ialfjx+{;yf(x—y)l dy<o.
0

Veamos ahora la teoria L?. sea f € L*(R") y
los reales 0 < € < 6§ < ® y consideremos la trun-
cacién
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p 1 f(t)
f (x) = = dt.
€,8 " Jie<|x-tl<<§ x-t

Entonces, se tiene, fe,6 : LZ(RI)—» Lz(Ri) es un
operador 1lineal continuo, esto es, existe una
constante C > 0 tal que "fe,Buz < Cﬂfﬂz. En
efecto, considerando la transformada de Fourier

©
~ _ 1 -ixt
g8(x) = 7 L}e o os(t)de

y el nicleo truncado

... si € € Ixl €&
ke,s(x) =

o XIN

..+« complemento

tenemos

-

-~

Eo s(x) = [k, o*£17(x) = Kk, s(x) £(x) a.e.

Se verifica que Ike 6(x)l £ C . Luego tenemos

er 6"2 < CHsz y por la férmula de Parseval se
-, ]
tiene lo deseado, esto es, er gl < Clfll_.

,6°2 2

Se prueba también que ke 5(x) — - i sgn x
b
si £, — 0, donde sgn x es la funcién "signo

de". Luego, fe 6(x) — (i sgn x) £ en LZ, de

donde (tomando antitransformada de Fourier),
fe s f en la norma - L para f € L® tal que

-

F(x) = (-i sgn x) f(x). Esta igualdad es impor-
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tante porque escribiendo Hf = f y
OH(x) = -i sgn x, tenemos [Hf] (x) = oH(x)f(x),
esto es

H=F'o F (2),

siendo F 1la transformada de Fourier y F ' 1la
transformada inversa de Fourier. (2) nos descri-
be la naturaleza de la transformada de Hilbert.

Observamos que ¢, Se comporta como un multipli-
cador, en el sentido que precisaremos después.
oH(x) = -i sgn x es llamado el simbolo de la
transformada de Hilbert. Luego, a menos de iso-
morfismos en Lz, el operador H actdéa "multipli-

cando"” por el simbolo. Obsérvese que IoHI =1,

o2 = -1 y que £(x) = [0,£1"(x) = (o, * £)(x) ,
¥ = 1 = 1,7

luego Oy= VP T esto es oH(x) = [{v.p. x]

Una de las preocupaciones de 1los analistas de
entonces fue comprender la naturaleza del simbo-
lo en contextos mas generales.

La transformada de Hilbert es un ejemplo de
operador integral singular, el mids simple de ta-
les operadores. Estos son operadores un tanto
intermedios entre los operadores diferenciales y
los integrales; son operadores lineales respecto
a las funciones que consideramos, pero que en el
sentido usual son integrales divergentes. Luego,
la necesidad de considerarlos como limites de
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integrales usuales, esto es, considerar el valor
principal de la integral; la idea es que los va-
lores grandes de la funcidén se compensen con los
valores negativos, y que el limite exista. Sin
embargo, el comportamiento de los operadores in-
tegrales singulares es buena en cuanto a su con-

tinuidad respecto a la topologia de los espa-
cios, LP por ejemplo. Observemos que al operador
transformada de Hilbert H le hemos asociado una
funcién (de un punto y una direccidn), su simbo-
lo oH(x). De un modo general a cada operador in-
tegral singular se le asocia un simbolo, de modo
que se pueda establecer un cilculo funcional
's%mple, como que a la suma de dos operadores co-
rresponda la suma de sus simbolos, y a la compo-
sicién de operadorés le corresponda el producto
de sus simbolos. En realidad, el papel del sim-
bolo es caracterizar al operador en sus cuali-
dades esenciales, salvo operadores que tienen
comportamiento "muy bueno" y que se pueden con-
trolar, o aun ignorarlos. Reciprocamente, cada
funcién regular (de punto y direccidn) es el sim
bolo de un operador integral singular. He aqui
1o flexible y Gtil de estos operadores.

Insistamos en consideraciones histéricas re-
lacionadas con la transformada de Hilbert. Sea. Q
un dominio acotado en el plano complejo, simple-
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mente conexo, con frontera a Q= L , la que es
una curva regular cerrada. Qc representa el do-
minio complemento de Q. Un clisico problema,pro-
puesto por Plemelj, en 1908, es: "sea f una fun-

cién de valores complejos sobre L, encontrar dos
funciones F, y F, anali{ticas en Q y en Q  res-
pectivamente, con Fz—» 0 en el infinito,tal que
f=F-F,.

La solucién de este problema nos 11eva a la
transformada de Hilbert de f. As{, Plemelj con-

sidera las integrales sobre la frontera

F(z) = f -i—l dt , con z €Q

Zni

= _l_l

G(z) = Zni f dt , con z € Q.
F(z) y G(z) son funciones analiticas en Q y Qc
respectivamente. Si F y G son HOlder continuas,
entonces F y G tienen valores limites en L, que
son respectivamente,

Fl(t) = lim F(2)

1 1 f(s
3 f(t) + ITIR A IL-'é:-% ds

z-t 2ni
F,(t) = lim G(z) = -% £(t)+ E%I'P v. I fég% ds.
z=-t L

F, y F, son la solucién al problema planteado.
Obsérvese que en estos argumentos estamos tra-
tando con un problema de contorno. En el caso
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particular que Q es un semiplano, se tiene:

= 1 _1
Fl(t) = 3 f 3 Hf
= 1 1
Fz(t) = -3 f - 3 Hf
donde H es la transformada de Hilbert. Asimismo,
* *
se verifica que H = - H, donde H es el adjunto

- * -
de H; también H ! - H, as{ H =H' 1lo que

nos dice que la transformada de Hilbert es un

operador unitario.

:Sobre qué espacios, el operador H esti bien
definido, y es un operador continuo? Privaloff,
en 1916, probd que H es continuo sobre los espa-
cios de Lipschitz Au , 0 <a < 1. Mis tarde, en
1928, M. Riesz usando la relacién entre las fun-
ciones analiticas y el operador H, probd que es-
te operador es bien definido y continuo en el
espacio de Lebesgue LP, 1 < p < ®». Formalmente
tenemos el

Teorema. Sea f € L°(R'), 1 <p <o, y Hf(x) =

Ee(x) = % I f&%% dt. Entonces,
Ix-tl>e

(a) "fe"p s Cp Hfﬂp H

(b) existe f € LP(R‘) tal que HEE- EH-% 0
si € - 0 ; P

(c) NEN s C NEN .
P P 4

La evolucién de la teoria R" de las integra-
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les singulares fue influida fundamentalmente por
otros problemas relacionados al problema pro-
puesto anteriormente. Asi tenemos:

1. [Hilbert, 1904]. Encontrar una funcidén ana-
litica F(z) = u+iv en Q tal que, si a,b y f
son funciones reales dadas sobre L, tengamos
ua + vb = f en L.

2. [Hilbert, 1905]. Encontrar dos funciones a-
naliticas Fy G en Qy Q_ respectivamente
tal que tengamos F = fG en L, siendo f una
funcién de valor complejo en L.

3. [Poincaré, 1910}. E1 problema de la derivada
oblfcua. Dada una funcién f en L, encontrar
una funcién arménica u en Q tal que g% = f,
siendo n un campo de vectores dado sobre L,

transversal a L.

Hagamos unos breves comentarios sobre estas
cuestiones. Por argumentos anali{ticos, esos pro-
blemas conducen a resolver una ecuacidn integral
singular de la forma

a(t) ¢o(t) + b(t)(HP)(t) + Ko = £f(t) (3)
siendo a, b y f funciones dadas y K un operador
integral con nicleo no-singular, y

(Hp)(t) = %T v.p. J 2&%% ds (la transformada de
L
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Hilbert). La ecuacién (3) es reducida a una ecua
cién integral,en donde aparecen en forma natural
los conmutadores

Ha - aH y Hb - bH.

Asi, multiplicando (3) por a - bH, considerando
que H= I, se obtiene

(a%- b%)¢ - b(Ha - aH)¢ - b(Hb - bH)H¢
+ (a - bH)KO = (a - bH)E.

si a®-b® # 0, se obtiene la ecuacién $+K. ¢ = £ .
Si las funciones a y b son Hllder-continuas, en-
tonces K1 es un operador integral no-singular, y
se le puede aplicar la teoria de Fredholm.

Ya hemos visto que H es un operador bien de-
finido y continuo sobre L?, 1 < p < ©, Es opor-
tuno remarcar que H no preserva la clase L'. por
ejemplo, si f(x)=xa,b(x) es la funcién caracte-
teristica del interzalo finito (a,b), se verifi-

ca que Hf(x) = ; log lﬁfi (¢ LY (RY)).
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§ 8. INTEGRALES SINGULARES EN R"

Las primeras contribuciones hacia 1la genera-
lizacién del operador H a varias variables son
debidas a F.G. Tricomi en 1925 y 1928,quien con-
sidera operadores de la forma

TE(x) = v.p. fRz k(x-y) £(y)dy (4)

para funciones de dos variables en el plano.
Asume que k es una funcién homogénea de grado
-2,esto es, k(ix) = A %k(x) para todo real » > 0
y todo x € R® . Tricomi logra construir un ope-
rador S, del mismo tipo que T, tal que ST =1 ;
para ello reduce el problema a una ecuacién in-
tegral singular de una variable. Asi, su mayor
contribucién fue -considerar la composicién de
tales operadores,permitiéndole resolver la ecua-
cién Hf =g .

G. Giraud estudié el problema de generalizar
el método de las integrales para atacar el pro-
blema de Poincaré, 1910, en el caso n > 2 . As{
mismo, en 1934, considera operadores integrales
singulares sobre variedades regulares cerradas
de dimensién arbitraria; establece la invarianza
de estos operadores por cambios de coordenadas y

que son continuos en espacios de Lipschitz ; lo-
gra reducir las ecuaciones singulares a ecuacio-
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nes de tipo Fredholm. Como en el trabajo de Tri-
comi,Giraud aun no encuentra condiciones simples
para obtener tal reduccién.

Un significativo aporte en esta direccién
fue dado por S. G. Mihlin en 1936 al asociar al
operador T, dado por (4),la funcién X 1ma_e‘"e,
que llam$é simbolo, donde las Y, son constantes y
Zameime es la serie de Fourier asociada a

k(eime), que es la restriccién de k a la cir-
cunferencia unitaria. Denotemos el simbolo con

mS

6_(x; cos ©, sen ©) = § 1»3_(x) e'™.

2
Fue interesante observar que la relacién entre
los operadores y sus simbolos es lineal y biun{-
voca. Por ejemplo, el simbolo de la composicién
de dos tales operadores es el producto de los
simbolos respectivos, esto es, o4 = 0. . O

Con tales ideas Mihlin resuelve el problema de
la inversién de los operadores T tipo (4), asi
como la reduccién de ecuaciones integrales sin-
gulares a ecuaciones de tipo Fredholm. Giraud
lleva esta idea al caso R", usando para ello de-
sarrollos en series de arménicos esféricos. Cal-

cula los coeficientes L usando 1la haturaleza
del simbolo,la que ain conserva cierto misterio.

As{ llegamos a la década de los afios 50's.
En 1952 aparece un trabajo de los profesores
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Alberto P. Calderén y Antoni Zygmund, el que es
inicio de una teoria con proyecciones aun hasta
en nuestra época. Se aclara la naturaleza del
simbolo para operadores de tipo convolucién. Asi
consideran operadores del tipo

TE(x) = of + vop. [ k(x-y) £(v) ay

donde K(x) es una funcién homogénea de grado -n,
tal que J|“_ik(x)do = 0, siendo ¢ una conftan-
te. Entonces se prueba que oT(x) = ¢ + k(x).
De un modo mas general, en R", consideramos ope-
radores integrales singulares de la forma

TE(x) = a(x) £(x) + 1imj k(x,x-y) £(y)dy (5)
€-0 lx-y|>€

donde a(x) pertenece a una clase de funciones a-
cotadas (con ciertas restricciones), y donde

k(x,dy) = A7k(x,y) jl k(x,y)do = 0
yi=1

teniendo k(x,y) ademis ciertas condiciones de
regularidad. El1 simbolo de T es definido siendo

-iyz'

oT(x,z') = a(x) + lim e k(x,y)dy
€20 “ec<lyl<1/e
1 =
donde z'= =" Se verifica que oT:’Tz_ 0T1+ oTz
Con el objeto de precisar la idea de operador in

tegral singular de tipo C;, demos algunas ideas

previas.
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Sea o > 0 un nimero real; C, denota la clase
de las funciones f, de valor complejo, acotadas
y continuas sobre R" tales que:

5; fl £ M para Iyl s [a] ;

las derivadas de orden [a] satisfacen una
condicién de Hélder, de orden & = a - [«a].
({2] es el mayor entero < «).

Sea ahora la clase C: de funciones f(x,z) € Ca,
que son c® respecto a z y tal que todas sus
derivadas con respecto a z estin en Ca. Enton-
ces se tienen los fundamentales resultados:

Teorema. "Sea k(x,z) € Cg, B20; x,z € R", tal
q?e k(x,z) es homogénea de grado -n en z; ademis
ka(x,z)do = 0 para todo x , y sea a(x) € CB .
(£ es la esfera unitaria Ix| = 1). Sea el opera-
dor

T £(x) = a(x) £(x) + fl k(x,x-y) £(y)dy
x-yl>€
y su adjunto,

*
T_£(x) = a(x) £(x) + j k(y,y-x) £(y)dy.
xy|>€
Entonces,
(i) Te y T: estin bien definidos para todo
f(—:Lp,_1<p<oo.
Ademis, cuando € = 0, Te f — Tf y
T: £—TFf enLl y ‘
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(ii)

(iii)

ITENl < A sup [la(x)! + lk(x,z)!] HIfll
P P P

lzl=1
ITEN < A sup [la(x)! + Ik(x,z)!] UEN ,
P 1 1zl=1 1 1 P
=+ = =1.
p ' a

si f € Lf s, 1 <p<w®, r £B8, entonces
Tf € LY y T'f € L? donde L? es el es-
pacio de Sobolev
{f € LP(R") 7/ D%Ff € LP(R") , lal = £} ,
donde las derivadas son en el sentido de
las distribuciones.
Si felP, 1 <p <o, y f es Holder-conti
nua de orden «, 0 < « < B, entonces Tf y
T*f son también Hb6lder-continua del mismo
orden".
Un operador integral singular T es
l1lamado de tipo C; 5i es como en el
teorema. Su simbolo es la funcidn

o (x,2z) = a(x) + L a_ (x)7¥ Y (z')

donde la serie es un desarrollo en armdnicos es-

féricos y

La,(x) v, ¥ (z) = [k(x,z)]_.

La relacidén entre estos operadores y sus simbo-

los estd dado por el

Teorema. Sea T un operador integral singular de

tipo

(o] ’ . 2
CB’ entonces su simbolo es una funcién ho-

mogénea de grado cero con respecto a z; ademis,
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[+ 3]
o, € CB con lzl 2 1.

Reciprocamente, toda funcién de x,z , la cual es
homogénea de grado cero con respecto a z y per-
tenece a Cz, es el simbolo de un tUnico operador
de tipo CE .

El trabajo de 1952 de Calderdén-Zygmund tiene
la importancia de ser el punto de partida de una
serie de investigaciones de los mismos autores,
asi como de los alumnos de la escuela creada por
ellos, asi como de otros investigadores. La teo-
ria influyé en temas fundamentales del andlisis
y otras A4reas. Veamos algunos resultados clési-
"cos para la integral singular
TE(x) = v.p. jk(x—y) f(y)dy , tipo convoluciédn,

donde el nicleo es homogéneo de grado -n. Asi{,
~-n X - -n ' . 2
k(x) = Ix! k(TET) = |x| k(x'). La funcidn
Q(x) = k(x') es homogénea de grado cero y es lla
mada la funcidn caracteristica de k(x). Asi el
operador T se puede escribir en la forma

Tf(x) = lim 2x-¥) £(y)ay
€20 YIx-yl>e Ix-yI"
o ain
Tf(x) = lim T_ f(x) = limj k_(x-y) f(y)dy,
€50 -0 "R"
k(x) ... si x|l > ¢
donde ke (x) = 0 ... silxl <ce,
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{Cuidndo existe Tef ? ... Tenemos
(i) si f e LP(R"), 1 s p <o, y Qx) € L'(T),
entonces Tef(x) existe a.e. ;

(ii) si f e LPF(R"), 1 s p < ®, y Q es limitada,
entonces Tgf(x) existe en todas partes.

Ahora, (cOmo garantizar la existencia de Tf(x)?
asumamos que

(a) © € LY(Z) ;

(b) fz Q(x')doc = 0 , hipdtesis de cancelaciédn.
Necesitamos el espacio de Lipschitz Aa, 0<a<l.
Por definicién

A, = {f € LYR") / If(x+t) - £(x)| s clel®).

Entonces tenemos: si f € L¥ n /\(x , 1 <p <o,
0 <a <1, y si Q satisface (a) y (b), entonces

existe a.e. el limite Tf(x) = lim TE f(x). Si
. £-0
ademids tuviéramos Q(x) limitado,entonces el 1i-

mite existe en todas partes.

Ssi f € LP(R"), 1 < p <o ; Q satisface (b) y
Q € LX) para algin q > l,entonces T es un ope-
rador de tipo fuerte (p,p), esto es,
IITfIIp S Apﬂfﬂp. Si p =1, se tiene

H{x / ITE(x)! > M < % nEn,

esto es, T es continuo de L1 en L'- débil. Hor-
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mander, a fines de los 50's,- relaja la condicién
de homogenidad. Asi tenemos el

Teorema A. "Si k € L?(R") tal que [a] lk(x)!| 5 C'

para todo x; [b] existe C" > 0 tal que para todo

y # 0 se tenga | e(x-y) - k(x)1ax < ¢,
lx|>zly|

si feL'nlLP, 1 < p < o, entonces el operador

TE(x) = vep. [ k(xey) £(v)ay

es de tipo fuerte (p,p)".

La prueba del teorema A sigue la siguiente
estrategia. Se prueba que T es de tipo (fuerte)
(2,2), lo que no presenta dificultad. Luego se
prueba que T es de tipo débil (1,1), esto es, se
tiene I{x / ITE(x)! > A} < % Hin. La prueba de
este hecho es mas delicada; se hace uso del fa-
moso lema de descomposicidén de Calderdén-Zygmund
(1952) que establece: "sea f 2 0 una funcién en
Li(R") vy X > 0 un real. Entonces, existe una
sucesién de cubos abiertos, disjuntos, {Qk} {pu-

diendo intersectarse sus cerraduras), tal que:

(i) sobre cada Q, se tiene 1 < TLWJ‘ f < 2™
Q, Q
k

(ii) sobre R" - Uka, se tiene f(x) s A a.e."

Histéricamente este 1lema fue introducido por
Calderdn-Zygmund para probar 1la LP- continuidad,
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1 < p < ®», de una clase de operadores integrales
singulares en R". Sigamos con la idea de la
prueba del Teorema A. Via tal lema, se tiene 1la

. . 2
descomposicién f = b + m , donde b € L™ es una

funcién "buena" y se tiene {x / 1 (Tb)(x)I>x}l
< % Hf"i. Con un poco de mas dificultad se es-

tablece que Tm también satisface una similar de-
sigualdad, y de esta manera (por linealidad) T
es un operador tipo débil (1,1). Ahora,usando el

teorema de interpolacién de Marcinkiewicz se
concluye que T es un operador de tipo (p,p) con
1 <ps< 2, esto es, T: L°> — L? ‘es un operador
lineal continuo. Finalmente, via un argumento de
dualidad, se tiene que T es de tipo (p,p) con 2
< p <®, y se tiene la tesis del teorema.

Remarcamos que 1los operadores integrales
singulares tienen dificultades, en cuanto a su
continuidad, en los casos p =1 y p =o . Ya
hemos visto que en el caso Ri; el operador inte-
gral singular H (la transformada de Hilbert) no
preserva la clase Ll, pues f(x)= xa,b(x)e L'n %
pero Hf(x) = % log[%fﬁ{ ¢ L'n L. Asi, consi-
derando H operando sobre Lm,para capturar el ran
go de H fue preciso introducirse un "nuevo" espa-
cio, mis grande que Lm, y que contenga,por ejem-
plo, a 1loglxl. Este fue el espacio de las fun-
ciones de oscilacidén media acotada,denotado BMO.
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Demos algunas ideas al respecto. Sea feLLw(R")
. . 1
y consideremos el promedio fQ = Tal fo f(y)dy ,

donde Q = Q(x,r) es un cubo de centro x, y ra-
dio r, (con lados paralelos a los ejes coordena-
dos). Remarcamos que Q! es la medida de Lebes-
gue de Q. La oscilacidn media de f sobre Q es

definida siendo

#o_ 1 i
S fof(y) - £, ldy.
Diremos que f tiene oscilacién media acotada, si

Nfll, = sup_ {fg} < ®» . En este caso escribiremos
QcR

f e BMO(R") 6 simplemente f € BMO. De inmediato

se observa que L® ¢ BMO ; se prueba también que

loglxi € BMO, es decir, se tiene el deseado es-

pacio. Tenemos el,

Teorema B. Bajo las hipdtesis del Teorema A, el
operador

Tf(x) = v.p.jRnk(x-y) f(y)dy es tal que

T : Lw — BMO es un operador continuo, esto es,
existe C > o tal que ITfl, < C Ifll_.

De esta manera, para L el substituto ade-
cuado para este tipo de desigualdades, es el es-
pacio BMO. (Quién lo es para el.espacio L2
De algiin modo, tal espacio aparece al responder
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a la cuestidn, <(encontrar un espacio tal que su
dual (fuerte) sea BMO? Ch. Fefferman encontrd,
en 1971, entre otras notables ideas, la impor-
tante relacidn: [Hl]* = BMO, donde H' es el cla-

sico espacio de Hardy,que puesto en términos del
operador integral singular Rj , la transformada
de Riesz, es por definicién

H' = {f e LY(R") / R € LYR"),j = 1,...,n}

siendo, también por definicién,

-~ X, .
[ij] (x) = T;% f(x). H1 es el substituto de Ll;
asi tenemos que Rjzﬂl—» H1 es un operador con-
tinuo para j = 1,2,...,n. De un modo mis gene-

ral tenemos el

Teorema C. [Ch. Fefferman - E.Stein, 1972].

(Extensidén del teorema A). Sea k un
nicleo en L'(R"); © un pardmetro real, 0 < 6 < 1
Si 0 <e <1 asumimos k(x) = 0 para Ixi 2 1.
Asumimos la hipdtesis

N -n©/2
[a]' Ik(x)! < C(1+lx])

[b] 1.0 1K(x-y) - k(x)ldx < C ,

Ixl2zlyl si lyl <1
Si TE(x) = v.p. f k(x-y)f(y)dy , entonces
R

T:L° — BMO es un operador continuo. Asimismo
lo es T:H' — H'.
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Nota. Si © = 0, entonces estamos en el teorema A.

§ 4. APLICACIONES A ECUACIONES EN
DERIVADAS PARCIALES

La teoria de Calderdén - Zygmund encontrd un
significativo vinculo con la teoria de operado-
res diferenciales parciales, contribuyendo a 1la
solucién de problemas de un modo general.Son no-
tables los trabajos del Prof. A. P. Calderdén en
esta direccidén, asi como de sus alumnos y otros

investigadores.
Veamos algunos argumentos. Sea o € N', es-
tp es, o = (oti,.'..,ozn) ; lal = a o+ ..+ oA
x (11 04
. n ( n
Si x € R, x° = X,oeeex donde x = (x1,..,xn)
a ¥« 3 % a_ %
Pongamos (ax) f =Df = (5;:) “e (axn) f.
. . _ x
Sea el polinomio P(x) = zhﬂsm a (x)x  al que
asociamos el operador diferencial parcial
p 9.4
a3 . .
P(D) = Z!aism a, (%) Sea f € S (distribu-

ciones rapidamente decrecientes); sabemos que
A
a . - ,
[5;— fl (x) = 2m 1xj f(x), vy mias generalmente

hi - -
[P(D)f] (x) = P(2rix) f(x) . Si, por ejemplo,
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2 ~E

P(x) = x> +...+ x° , p(D)E = 25 4 0 L o gy
" ox " ax”
1 n
Luego, [Af] (x) = - an’lxl® f(x). Obsérvese la
forma de esta representacion. De un modo mas
general, definamos (D) wvia [9(D)f] (x) =

p(2rix) f(x), donde ¢ es una funcidén arbitraria.
En particular, si ¢(x) = Ix! tendremos

[lle]A(x) = 2nlxl %(x). Definamos el operador A
siendo A = IDI, esto es, [Af]A(x) = 2nixi%(x).
A es una suma de composiciones del operador in-
tegral singular iRj con monomios difergnciales.

Mas concretamente, Af(x) = i Z?=1 Rj 53— , don-

3
de remarcamos que Rj es la transformada de Riesz

y que es una natural extensién a R" de la trans-
formada de Hilbert ya que, equivalentemente, Rj
es definida via:

x -t
(R £)(x) = lim c_ J ——— f(t)dt.
J £-0 Ix-tl> Ix-ti"
El operador Rj fue introducido por Marcel Riesz.
Ella tiene diversas aplicaciones; por ejemplo,
via la relacidn Rj = -i 5%— (—A)"“2 , ella fue
J
usada por Calderdn en el estudio de 1la unicidad
de 1la solucién del problema de Cauchy.

Reiterando obtenemos [/\'"f]ﬁ(x)=(2n!xl)m %(x)
En particular, [Azf] (x) = (2nlxl)2 f(x) =
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an’ix1? £(x) = -[Af] (x). A8i se obtiene la re-

lacién A® = -a. Similarmente, [(g;)a f]h(x) =
(2nix)® £(x) = (72 ® 1'% Comixy® Fx)
=i¥en* W) . (6

Desde que (x)% € c®(R® -{0}) y es una funcién
homogénea de grado cero, por lo afirmado en 1la
anterior seccidén, existe un operador integral
singular T tal que (x")* = o. - Asi, antitrans-
formando en (6), obtenemos «

a .o ol
(%) f =i T, AN 7' f, donde

T, £(x) = a(x) f(x) + JR“ k (x,%-y) £(y)dy.
3 [0
Pgra lal = m tememos J, ,_ - a (x) (3%) f =
= 1" (Tl on 3(X) T A" £ =" T A" £,
Hagamos aun el siguiente argumento. Sea la
ecuacidén diferencial Au - 2u = f , con A < O

Tomando transformada de Fouriér lylz G(y) -

-

A p A f 2
Mi(y) = £(y) , luego H(y) = —b [ a ¢ 1y,
fyl “=A
De esta manera u(x) = J em“xy ——%ﬁ— f(y)dy.
Iyl “=A
Si tuviéramos 1la ecuacidén de Poisson Au =
obtendriamos formalmente -la solucidn

u(x) = I &My Iyl_2 f(y)dy.
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Para regularizar el factor lyl'z, lo "parchamos"
con una funcién 6 € Cm(Rn) tal que e(y) =0
en una vecindad de origen y o(y) = 1 en el in-
finito. Asi obtenemos la representacidn

J %Y o(y)lylT? £(y)dy.

Mas generalmente, para el operador diferen-

cial P(D) considerado anteriormente, tenemos

o d

P(D) £(x) = ¥, 2,(0) (52) £(x)

= Lialsa 2a(®) fe_zmxz [(g;)af]A(Z)dz

= Zlalsm a,(x) J e M (2miz)* %(Z)dz

= J‘ e-znixz[Z]odSm aa(X)(ZHiz)a]%(z)dz
Esto es,

P(D)f(x) = | e ™ **p(x,2) f(z)dz , (7)

con  p(x,z) = Zhﬂsm a,(x) (2niz)* . [Obsérvese
que se tiene también P(D) f(x) = I o 2Mixz

ol

[ZI(XISm 1 aa(x)(z.)a] (Ala'f)A(Z)dZ].

Podemos "escarvar" aun mis la representacidn (7)
Consideremos la parte homogénea de grado k en

p(x,z). Asi, P (%,2) = Ty .. 8,(x) (2niz)* =
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a,(x)(iz)”

K, .k k K
lzi = 1 fz |
Tl o — (2m) 1z (2m)" lzl'h (x,2),
t Z)
a_(x)(iz)"
con h (x,z) = Zhﬂ:k ———T;T;——— . Desde que
p(x,z) = ZTaL«-o p (x,z) , tenemos la represen-
T tacidn

-2Mix.z

P(D)E(x)=1"__ f e p,(x,2) £(z)dz

= 21;1:0 J e-znixz hk(X,Z) (2n)k|zlk f(Z)dZ

= ([AF1 (2) = (2m)*1z1* £(z))

oo | e n (x,2) [A“f1 (z)dz

k=0
Luego, si H_es el operador Hg(x) = f o 2Mix.2
hk(x,z) g(z)dz » con g € L1, tenemos la repre-

m k
k=0Hk(/\ f)(x). En estos

argumentos estid la idea de operador seudo-dife-

sentancién P(D)f(x) = }

rencial que veremos mis tarde.

Una de las mds significativas aplicaciones
de las integrales singulares fue en el trata-
miento de la unicidad de la solucidén del proble-
ma de Cauchy por Calderdn; sus teoremas genera-

les sobre la unicidad y existencia en ecuaciones

en derivadas parciales son muy profundos. Veamos
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algunos preliminares comentarios al respecto. El
problema de Cauchy consiste (formalmente) en en-
contrar una solucidén de la ecuacidén diferencial
P(D)f = g , donde g es una funcién dada, tal que
sobre una superficie S c R" tengamos

donde v es una normal a S (en determinado punto)
y e ®,
de Cauchy.

..+ » ® _, son los dados iniciales

Decimos que el problema es analitico si g ¥y los
a (x)'s en ) a_(x) (Q— *
o o ox

ticas. En este caso, la unicidad de la soluciédn

son funciones anali-

del problema es garantizado por el teorema de
Cauchy~-Kowalevska. Holgren, en 1901, establece:
"si P(D)f es un operador con coeficientes anali-
ticos, y si los dados iniciales se anulan sobre
una superficie regular (no caracteristica) S,
entonces cualQuier solucidén f (no necesariamente
analitica) de P(D)f = 0 , con tales dados, se
anulan identicamente en una pequeiia vecindad de

cualquier subconjunto cerrado de S".

Carleman, en 1939, estudia la unicidad de 1la
solucién del problema de Cauchy para ecuaciones
y sistemas diferenciales de dos variables, qui-
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tando la hipdtesis de analiticidad, pero asume
que las caracteristicas de la ecuacidén no sean
miltiples. En 1958, Calderén generaliza el re-
sultado de Carleman para el caso de n variables
(con n # 3); es en esta época en que surge la
idea de representar un operador diferencial mo-
nomio (%;)a como una composicién de un operador
integral singular y una potencia del laplaciano
A. La prueba del teorema de Calderén es muy téc-
nica; hace uso de refinados argumentos con 1los
operadores integrales singulares. Mencionemos
que también Calderén abrié 1la posibilidad de
usar tales operadores en el tratamiento de pro-
blemas de contorno para ecuaciones elipticas. En
esta orientacién se tienen los trabajos de R. T.
Seeley, quien extiende a variedades compactas la
teoria de los operadores integrales singulares
en R". En este contexto se aclara el concepto de
simbolo en su forma mas general. Mencionemos que
por este camino se dieron los recursos para la
prueba del famoso teorema del indice por Atiyah-
Singer (1963).
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§ 5. INTEGRALES SINGULARES SOBRE
VARIEDADES

Por razones de comple- M

titud de esta exposicién
vamos a recordar riapida-

AL

mente algunas ideas sobre

variedades diferenciales.
Una variedad diferencial B
CQ,M, de dimensidén n, con-

X Xg
siste de un conjunto S y
de un atlas A de cartas
tal que: v v

(1) cada carta X es una R"

R (U _nU,)
aplicacién 1-1 de un sub- LA g’
conjunto U“ de S sobre un

subconjunto abierto de R"
(i1) U, U, =5 ;

-1
(iii) cada xu(U N UB) es abierta y xB Xy es

n

un c® difeomorfismo de xu(U nUB) en 3

(iv) dados s,»5, en S, existe una carta Xy CU-

yo dominio Ua contiene a s, ya s,6;

(v) A es maximal, esto es, si X : Uc S — R"
tal que si A u {x} satisface (i) a (iv),
entonces X esti en el atlas A.

S tiene una tnica topologia tal que todas
las cartas Xy SOn homeomorfismos. Por la condi-
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cién (iv) esta topologia es de Hausdorff. Un
sub-atlas A' de A es un subconjunto tal que

UX eAka M . La variedad M es compacta si exis-

te un sub-atlas finito ¥ X, tal que xj(Uj)

es limitado para cada j = 1,...,n.

Una funcién compleja f sobre M es llamada de
clase ¢* , si 1la composicidn f.x'1 es de clase
ck para todo ) en el atlas. Remarcamos que con

M expresamos a la variedad misma o al espacio

topolégico S . Para cada carta x definimos n
"campos vectoriales locales" —QT s e e e an so-
bre el dominio de x via: ox ox
-1
(5] 3(¢. 3
2 p(p) = AEX ) (y(py), ..., = e(p) =
3 Gx1 a3y

- a—“ﬂ—"——’mp))

con X(p) € D(x) (dominio de %). 5%— denota di-
J
ferenciacién respecto a la j" -variable en R"
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Sea ahora % una carta y U su dominio. Si a€C®(M)
. e
con soporte en U, definimos a — via:

)
a(p) gﬂg (p) ... si peuU
(a =5)o(p) = X
an
0 ... 81 p¢Uu.

a -93 es llamado un C° campo vectorial "primi-
5/ 4

tivo”". Un CQ—campo vectorial es por definicién
cualquier suma finita de tales campos vectoria-
les primitivos. Los Cm-campos vectoriales forman
un médulo sobre Cm(M), con multiplicacién defi-
nido por ¢(a ;3}) = (pa) 53;- Si x y x, son
dos cartas diferentes definidas en U, entonces

o [5) .
— = Zk T =% 0 siendo (J,,) la matriz jaco-

N
biana de xox'i.

]
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E1 plano cotangente T: en el punto x € M es
el espacio vectorial de las aplicaciones linea-
les L:[campos vectoriales reales] — R' tal que
L(pv) = ¢o(x) L(v) para todo ¢ € c® ¥y VvV un cam-
po vectorial. Una base para T: consiste de las
aplicaciones dx’(x) definidas por

ax’(x)(L a, =

k) = aj(x). Luego, el vector co--

tagente general en un punto x es de la forma
¥ Ejdxj(x) y tenemos

; I
(2 & ax’'(x)] (Ia, ot LE ax).

Por definicién,el espacio cotagente o fibra-
de cotangente ("cotangent bundle”") es la unién

* *
T = U T de todos los planos tangentes. EL

XEM ®

espacio cotangente es a su vez una C -variedad.
Las cartas X nos permiten transformar funciones
y operadores sobre M en funciones y operadores

sobre R".

En resumen, una variedad diferenciable n-di
mensional es un espacio topolégico, en el cual
cada punto tiene una vecindad homeomérfica a
algin conjunto abierto-en R".
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-1
v (Vv

Ys p !
J -1
l v, Wy
-1 j i
5 L% —
\'A 21
: v, v, (V,nV))

E

i

Por definicién, un sistema de coordenadas
diferenciales en una variedad n-dimensional M es
una familia {Vj}jeJ de conjuntos abiertos cu-
briendo M, y para cada j, tenemos un homeomor-
fismo wj : Ej - Vj, donde Ej es un conjunto
abierto en R" tal que la aplicacién

v,

es diferenciable, donde 1i,j € J.

-1 -1
v, 2 ¥V, A V) Sy iV n V)

El sistema de coordenadas es de clase 2 si tal
aplicacién tiene derivadas continuas de orden 2.

Espacios de Sobolev L:(M), 1<p<o, 25k
En lo que sigue M es una variedad compacta de
dimensién n y de clase Ck, k 2 n. Remarcamos que
toda variedad compacta admite una particién fi-

nita C‘x> de 1la unidad,esto es, dado cualquier cu-
brimiento de M por conjuntos abiertos Ua, exis-
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ten funciones C" s ¢,,...,¢; tales que

(a) supp ¢j c U, para cada j, donde supp ¢j es
el soporte de ¢;’ que por definicidén es
ix / ¢j(x) # 0 ;

(b) 0 s ¢j <1 3

(c) 23.1 ¢ =1 . La particién es llamada su-

J
bordinada al cubrimiento (Ua}.

Asi podemos pensar en una familia finita
{¢1} de funciones ck tal que supp ¢j esti en el
dominio de un sistema de coordenadas simple. Con
cada ¢j podemos asociar un particular sistema de
coordenadas xj . Luego, si f es una funcién de-
finida a.e. en cada dominio de coordenada, tene-
m?s que ¢jf puede ser considerado como una fun-

cién de soporte compacto en R".
3

Sea 1 < p <®, 2~ £k . Por definicién,
LZ(M) = {f / ¢.f e L:(R") para cada j).
La topologia en LZ(M) es definido por la norma

T{E) T L o L T )P
1,p lalgn &jmt j axj LP(R")
Si 4 = 0 obtememos Ifl, =(T] e /PEN® )''P
. P j=1 LP(R“)
= Ifl ., esto es, L?(M) = LP(M,v) donde v es

la medida Z ¢jdxj . Es importante notar que las
normas obtenidas con diferentes sistemas de co-
ordenadas y diferentes {¢j}, son todas equiva-
lentes.
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Como es usual, Lfn(M) = (L:(M))' , espacio

1 1
1, = + = =1,
dua con P a

Un operador T sobre LP(M) es llamado un ope-
rador regular de orden m si T :L:(M)—» L2#1(M)

* - q q
y T :LA(M)—a L¢+1(M)

son funciones continuas para 0< 2< m. Se tiene
el siguiente resultado :

"T es un operador regular de orden m si

y sélo si para cada ¢ y ¥ en Ck, con so-

portes en una vecindad coordenada simple,

¢ T v considerado como un operador sobre

L’(R"), es regular de orden m."
Operadores Integrales Singulares sobre M y sus
Simbolos

Un operador T definido sobre LPF(M), 1<p<» ,
es un operador integral singular de tipo cm, con
B £ n-1 , si satisface:

(i) para cada ¢ y ¥ en c* sobre M, con soportes
compactos disjuntos, ¢ T v es un operador

compacto y regular de orden [B] sobre todo
L*(M) ;

(1i) para cada ¢ y ¥ en c* con soporte en un co-
min dominio coordenado con coordenadas x ,
tenemos ¢ Tywy= ¢HWYD+ R
donde H es un operador integral singular
C?(R“) definido via
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Hf (x) = a(x)f(x) + 1imj h(x,x-y) £(y)dy
€0 “lx-yl>e

y donde R es un operador compacto, regular
de orden [B], sobre LP(M), 1<p<w.

El simbolo de un operador T, Cg, sobre M es
la funcidn o, definida sobre el fibrado cotan-
gente de M via o (p,Z Ejdxj) = a(x(p))

iZE N

+ lim [ e P n(x(p),madn
€30 “e<inl<ise
con n = (N,...,0)5 P € (supp ¢) n (supp ¥).
El simbolo o, es una funcién (sobre el fibrado
cotagente) homogénea de grado cero, independien-

te de las coordenadas usadas al definirla.

~ En resumen podemos decir que los operadores
integrales singulares sobre M son dados esen-
cialmente transplantando operadores del espacio
euclideano R". Muchas 4dreas del anilisis han si-
do estudiadas en el contexto general de las va-

riedades. Seeley,1959,estudia las integrales sin
gulares sobre una variedad compacta; Strichartz,
1972, define los espacios H' sobre variedades y
la accidén de ciertos operadores (seudo-diferen
ciales) sobre esos espacios. Calderén, 1976,
elabora una teoria de operadores seudo-diferen
ciales con aplicaciones a problemas de contorno.
Veamos,por ejemplo, como se define el espacio H!
sobre una variedad compacta Cw, sin borde. Con
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tal fin, sea {¢j} una particién de la unidad C°,
subordinada al cubrimiento de vecindades coorde-
nadas; sea wj € Cf {con soporte compacto en una
vecindad coordenada) tal que wj ¢j = ¢j. Luego,
por definicidn

H'(M) = (£ e L' (M) / v, R (o) € LY(R™), v, i)

donde Rx es la transformada de Riesz respecto a
un sistema de coordenadas locales. Observemos
que ¢jf puede ser considerada como una funcidén
de soporte compacto en R". Definamos

LP(M) = {f / ¢ f € LP(RM)), 1 sp <o,
en donde consideramos la norma
e = (I, wel’P P e,
P i=1 3 tPR™
En Hl(M) considérase la norma

Hew o= NEN .+ ZJ Ziﬂ v, Ri(¢jf)ﬂ

0 (M) oo 1

L(R“)'
La definicién dada es independiente de la parti-
cién de 1la unidad elegida y de las coordenadas

locales.

§ 6. INTEGRALES SINGULARES
VECTORIALES

Las integrales singulares vectoriales fueron
considerados por Benedek - Calderén - Panzone en
1962. La idea es considerar espacios de Banach ;
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asi, sean A y B dos espacios de Banach y un ni-
cleo k(x),x € R", que es un operador lineal aco-
tado en L(A,B), localmente integrable en R"-{0}
Entonces consideramos el operador integral sin-
gular Tf(x) = j;nk(x-y) f(y)dy , bien definido

para f € Lf (con soporte compacto), con valores
en A, donde x ¢ sopp f . Volvamos nuestra aten-
cién al teorema B de § 3. Si E es un espacio de
Banach, pongamos

L: (R") = {f medible, E-valorada / Ifl =

L
E

P 1/p
(IRan(x)HE dau)’P, 1 2 p < ®
el que es un espacio de Banach. Entonces,la ver-
sién vectorial del teorema B es:

Teorema Bv. Sean A y B dos espacios de Banach y
T:L:(R") - L:(R") un operador lineal continuo,
con 1si<o fijo.Sea feL. y Tf(x)=fpn K(x-y)f(y)dy
con x ¢ sopp f ; el nicleo k satisface la con-
dicién de HO6rmander

I Ik(x-y)-k(x)I dx < C para y # 0.

lxl>21yl L(a,B)
Entonces, T:LT — BMO (B) es un operador lineal
acotago, e:to es "Tf"BHO(B) < CllfllLco » con
fel nL , donde A

A A
BMO(B) = {h, con valores en B / ligl =

BMO(B)
sgp TéT fQ"g(x)- gQHB dx < ®}

110



En esta direccién se tiene el importante
teorema de Benedek - Calderdén - Panzone :

Teorema. Bajo las hipdtesis del teorema Bv, se
tiene

(a) T es de tipo débil (1,1), esto es

C
I{x € R" / UTE(x)I > A} < X—i F4 I
L
A
(b) si 1 <p <o, T es de tipo fuerte (p,p),
esto es, ITE £ C IIfl .
P P P
L L
B A
Otros resultados,via los espacios de Banach,

han sido obtenidos por N.M. Riviére (entre otros

matemdticos), quien considera 1los integrales
singulares usando las familias de Vitali.

§ 7. PESOS E INTEGRALES SINGULARES

Ahora demos atencién a cieftas desigualdades
con peso, las que aparecen en problemas de ani-
lisis arménico y en ecuaciones en derivadas par-
ciales. Motivemos la idea. Consideremos nueva-
mente la transformada de Hilbert
oyt dy

Hf(x) = v.p. % fn

©

El resultado fundamental de M. Riesz,ya visto en
§2, establece que H es un operador lineal de ti-
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po fuerte (p,p), 1 < p < ® .~ Esto significa que
existe una constante Cp > 0 tal que

IR1 IHE(x) 1P dx s C gt 1£(x)? dx . Enfatizamos
que en este resultado trabajamos con la medida
de Lebesque dx . Ahora se especula si al consi-
derar otras medidas di podamos aun tener desi-
gualdades de la naturaleza dada. Bien,esto tiene
su propia historia, de la que damos unas breves
ideas. Sea w(x), x € R", una funcién localmente
integrable, con valores en [0,]. Funciones de
esta clase se llaman funciones peso. En relacién

a la transformada de Hilbert, surge el problema
de caracterizar los pesos ©(x) en R’ tal que el

operador H:LP(w(x)dx) — LP(w(x)dx), 1 < p < o®,

sea continuo, esto es, que tengamos

J

R
Si w(x) = 1 se tiene la desigualdad de Riesz.

1le(x)Ip w(x)dx < Ap JRllf(x)Ipw(x)dx (8)

Si T es un operador integral'singular, como en
§3, <<qué condiciones debemos imponer al peso
w(x), x €R" ya'1<p < o, para tener

[ ITE) 1P ox)ax < A [ 1£(x)IP o(x)dx 2
Rn P R“

Entre otros antecedentes,mencionamos que en 1936
Hardy - Littlewood consideran la medida

du = Ix1* dx », con -1 < a < p-1 ; con ella ob-
tienen una desigualdad semejante a (8). Helson -
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Szego, 1960, prueban que para p = 2, (8) se sa-
, o, (x)+He (x)
tisface si y solo si , w(x) =

e
dond e, 0o €L n el <Z
onde 1’ Y2 » €O 2 x.°° 2

s

Se hicieron muchos esfuerzos para encontrar
resultados generales, asi hasta 1972 cuando B.
Muckenhoupt encuentra lo fundamental de una teo-
r{a de pesos, dando inicio a investigaciones que
aun continijan. Muchkenhoupt introduce la clase

de pesos Ap, l1<p <o . Asi, w e Ap si existe
una constante C > 0 tal que para todo cubo (Q
bola) Q ¢ R" se tiene

(T%T IQ w(x)dx)(TéT IQ o(x) P lax)P ! 5 ¢

El infimo de tales constantes C se llama "la
constante Ap". Observamos que si p, < P,> via la
desigualdad de HOlder obtenemos Ap c Ap .  Asi
1 2
mismo, si p = 2 tenemos la condicidén simétrica

(%T IQ w(x)dx) (,—ér IQ o(x) 'dx) s A,

Si p = 1, decimos que w € A1’ si existe una
constante A1 tal que Mw(x) < Aiw(x) , donde Mw
es la funcién maximal de Hardy-Littlewood de w,
definida via

M o(x) = sup % Iolw(y)ldy
Q

donde Q = Q(x,4) es un cubo de centro x y ra-
dio 2 .
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Si p = o , decimos que ® € A si existen
constantes C1’ Cz’ 0 < C1, C2 < 1 tal que para
todo cubo Q y todo subconjunto medible E c Q, si
IEl < CllQl, entonces IE w(x)dx < C, IQ w(x)dx.

Muckenhoupt, en 1972 establece el

Teorema [M]. Sea 1<p<® vy .weLLm(R“). Entonces,
[ Me(x)1® ox)ax < A [ 1£(x)I® o(x)dx, para
R" P IR"

todo f € Lg sl y solo si w € A

Remarcamos que f € Lg si [If(x)IPo(x)dx < .

El resultado de Muckenhoupt fue reprobado por
Coifman-Ch.Fefferman en 1974 via argumentos que
‘hacen uso del lema de descomposicidén de Calderdn
-1 Zygmund (mencionado en §3). Estos resultados
estimularon 1las investigaciones por obtenerse
desighaldades con peso,donde los operadores pue-
den ser de distinta naturaleza (operadores de
Calderdén-Zygmund,operadores seudo-diferenciales,
etc). En general, la idea es: dados un espacio

normado E con peso w , y T:Em—e Ew un ope-.

o),
rador lineal, (qué condiciones debemos dar a
para que tengamos

IleIIE scC IlfllE ?
w w

Aun mas generalmente,si v es otro peso, se plan-
tea la misma pregunta para el operador T:Ew4 Ev.

Respecto a los operadores integrales singu-
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lares,que es lo que nos interesa ahora, Coifman-
Ch. Fefferman consideran el operador convolucidn

TE(x) = (K*f)(x) = IR,, k(x-y) f(y)dy

donde el nicleo k(x) satisface

(a) Ik(x)h _ 5 €
L

(b) Ik(x) s v
fx}®
(c) lk(x) - k(x-y)!| < %EIT{ si 2lyl < Ixl.
X

Entonces, si w € Apn Ay, 1< p< ®, se tiene
JITf(x)Ipw(x)dx <A flf(x)l*’ w(x)dx.

Nota. Actualmente la literatura sobre la teoria
de pesos es suficientemente amplia.

§ 8. ESPACIOS DE TIPO HOMOGENEO E
INTEGRALES SINGULARES

Sectores del anilisis arménico han sido, y
son, estudiados en el marco de los espacios de
tipo homogéneo, un universo mas general que R".
Veamos algunas ideas. Sea X un conjunto (no va-
cf{o); una seudo-distancia (o cuasi-métrica) so-
bre X es una aplicacién d:XxX — R' tal que

(a) d(x,y) = d(y,x);
(b) d(x,y) >0 si y solosi x#y,
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(c) existe un numero real B > 0 tal que d(x,y)
< K{d(x,z) + d(z,y)] para todo x,y,z € X.

Un seudo-bola,de centro x y radio 4, es el con-
junto B, (x) = {y € X / d(x,y) < A}. Remarcamos
que el adjetivo "seudo" es a veces omitido, y
solo hablamos de distancias o bolas, pero enten-
demos que tratamos con tales conceptos.

Definicidén. Un espacio de tipo homogéneo es un
espacio topolégico X, provisto de una seudo-dis
tancia d y de una medida de Borel i tal que:

(i) las bolas Bm(x) forman una base de vecin-
dades abiertas de x

(1i) u(B,(x)) > 0 si 2 >0 ; existe una cons-
tante absoluta A tal que
H(B,(x)) < A u(B, ,(x)).

Nota. Si X no es un espacio acotado,asumimos que
H(X) =

Ejemplos. (1) X = R" provisto de la seudo-distan
o
cia d(x,y) = Z:_“xi—yJ ', donde los ais son

reales positivos, con la medida de Lebesgue .
Entonces (X,d,u) es un espacio de tipo homogéneo.
(2) X = £, la esfera unitaria en R", provisto de
la seudo-distancia d(x,y) = |1 - x.y!* , siendo
o un real positivo; x.y es el usual producto in-
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terno; i es la medida de Lebesgue. (X,d,u) es un
espacio de tipo Homogéneo.
Motivados por el teorema A, §3, tenemos el

Teorema A*. Sea k(x,y) € Lz(XxX, du o du), tal
que el operador Tf(x) = Ix k(x,y) f(y) du(y)
satisface

[a]* existe una constante C1 tal que {Tfl 2 <

c el s L
L

*
[b] existen las constantes C2 y C3 tales que

f lk(x,y) - k(x,yo)ldu(x) < C_, para todo
d(x,ye}>C,(y,ye) y,yo € X.

si felL®nlP, 1 <p <o, entonces existe una
constante Ap = Ap(Cl,Cz,Ca) tal que HTEH . <

APHfH b esto es, T es de tipo (fuerte)(p,p&.
L _
Ademds, T es de tipo débil (1,1), asi

pix € X /7 I(TE)(x)] > A} < ;l HEN s

L
Macias - Segovia han considerado (1979) nud-
cleos de integrales singulares definidos sobre
(X,d,u), asi como desigualdades de los respecti-
vos operadores integrales singulares cuando es-
tos actuan sobre adecuados espacios de Hardy,

asi como sobre espacios de Lipschitz.
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§9. OPERADORES DE CALDERON -
ZYGMUND

Los clasicos operadores integrales singula-
res u operadores de Calderdén - Zygmund, han sido
presentados en § 2 y § 3, y sus relaciones con
otras estructuras en las demias secciones. Moti-
vados en las aplicaciones en ecuaciones diferen-
ciales con coeficientes variables, Calderén -
Zygmund extienden sus clasicos operadores de ti-
po convolucidén considerando operadores del tipo
{no convoluciones)

TE(x) = lim [ k(x,y)f(y)dy
-0 “lx-yl>e

donde ahora el mnicleo es de la forma k(x,y) =
ki(x,x-y), que es suficiente regular, tal que:

(a) k (x,)z) = l'"kl(x,z) con A > 0, x € R",
0 # z € R" 3

(b) IZ k (x,2') do(z') = 0 para cada x € R".

Entre las diferentes contribuciones hechas a
Ia teoria, la hecha por R. Coifman - Y. Meyer en
1978 es significativa pues empezaron un estudio
sistematico de tales operadores en un contexto
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mas general,operadores que fueron bautizados co-

mo "operadores de Calderdén-Zygmund" (OCZ). Asi,
Coifman-Meyer consideran una nueva definicidén de
OCZ, 1las cuales contienen diferentes clases de
operadores, los cuales ya no son convoluciones.

Usando el lenguaje de las distribuciones, de
un modo general,un operador integral es definido
sobre el espacio de las funciones prueba 3(R"),
via To(x) = I k(x,y)¢(y)dy , con ¢ € I(R"),
donde el niicleo k debe satisfacer ciertas condi-
ciones a fin de garantizar la existencia de 1la
integral. Por ejemplo, ya hemos visto el caso en
que k(x) es un niicleo singular de la forma

_ X~y 1
k(x,y) = Q(Ix-yj) xyl®

con Q € L‘(Z) y IZQ = 0 . Vimos que la inte-
gral debe ser interpretada en el sentido del va-
lor principal.

En el sentido de las distribuciones, el ope-
rador integral T es interpretado considerando al
nicleo k como una distribucién sobre R%&", en-
tonces el operador T:3(R") — P'(R")(espacio de
las distribuciones) es definido por la relacién

<Tp,¢> = <k,d & o> (9)
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con ¢, 9 € B(R") y (¢ @ 9)(x,y) = ¢(x)o(y).

El saber cuando un operador lineal T es 1li-
mitado sobre los espacios de Lebesgue LP, 1sp<w,
fue, y es, una preocupacién de los analistas en
distintas épocas. Ya sabemos que los clisicos o-
peradores de Calderén-Zygmund son limitados, si
1<p<®, en tales espacios. Esencialmente esto es
debido a que tales operadores son del tipo con-
volucién, y estos operadores conmutan con tras-
laciones. En esta direccién se tiene un teorema
(reciproco)general (Hormander,1960):"si T:LP—LP
es un operador lineal 1limitado, 1<p<®», el cual
conmuta con traslaciones, entonces existe una
d}stribucién temperada u € S§' tal que T¢ = ¢*u
para todo ¢ € B(R")".

Las distribuciones u € S’ son llamadas los "con-
volutores" de L? ; el estudio de estas distribu-
ciones es un capitulo especial del anilisis ar-
ménico.Volviendo al operador definido segin (9),
(cudndo T es limitado o continuo sobre LP 2. Un
poco guiados por la condicién de homogenidad de
grado-n impuesto a los niicleos clisicos de Calde
rén-Zygmund, hacemos el siguiente argumento:

la distribucién K, definida sobre R"xR" , tiene
singularidad sobre la diagonal =x = y ; luego se
impone la condicién:
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[C.Z.1] En el complemento de la diagonal x =y,
k(x,y) € LTOG tal que existe una constan
te C >0 tal que lk(x,y)! < Cix-yI™" .
En lo sucesivo usaremos la notacidén: la diagonal
es denotado con 4 = {(x,y) € R"R" / x = y} ;
Ac es su complemento. En general, Ec es el com-
plemento de E.

El espacio LZ(R") juega un papel clave en 1la
teoria yva que si un operador satisface [C.Z.1],
cierta regularidad y es continua Lz, entonces es
continua LP, 1<p<® . Lamentablemente, operadores
que s0lo satisfacen [C.Z.l1l) no son necesariamen-
te limitados sobre LZ(R") . Mds generalmente, la
condicién [C.Z.1] no es suficiente para elaborar
una teoria LP . Motivados por la condicién [b]
del teorema A. § 3, se exige la condicién:

[C.Z.2] Existe una constante C > 0 tal que

I Ik(x,y)- k(x',y)ldy £ C, para todo x,x'€ R",
Ix-yl22lx-x"|

Una amplia clase de nicleos satisfacen la condi-
cién [C.Z.2]. Asi,

{1) Sea Q(x) una funcién continua,con JEQ = 0,
tal que su médulo de continuidad

w(t) = sup 1Q(x) - Qx")I , x| = Ix'l = 1,
Ix-x'l<t

1
satisface la condicién de Dini Io w(t) d% < o .,
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X-y ) 1

Entonces el niicleo k(x,y¥) = v.p Q(Tx-yl

n
satisface [C.Z.2]. Ix-yl

(11) Sean 0 < xa £ 1 y la clase

z, = {k(x,y) / k satisface [C.Z.1] y
n+Q
sup {lﬁﬂ— Ik(x,y) - k(x',y)l} < o

I x-yl2lx-x'1>0 Ix-%"1%
Si k € Za, entonces k satisface [C.Z.2].

{111) Ciertos argumentos para el caso o = 1 en
(ii) llevan a considerar el gradiente Vx k(x,y)

como una funcién localmente limitada en Ac, tal
C

que IVx k(x,y)! < Ix-yl"*1

» para una cierta
c > 0.
Diferentes niicleos que aparecieron en el estudio
de los operadores integrales singulares satisfa-
cen esa condicidén,asi como los simbolos de cier-
tos operadores seudo-diferenciales. Estos argu-

mentos sugieren considerar 1la

Definicién. K es llamado un nicleo ”standard”
si K:Ac-a C es una funcién continua para la que
existe una constante C > 0, tal que para todo
{x,y) € Ac se tiene

(1)) Ik(x,y)l s —S— ;

| x-yl*

((2)) vak(x,y)l + Ivyk(x,y)l <

C

ix-yl
el gradiente es tomado en el sentido de

las distribuciones.

—7° donde
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Pongamos C(k) = min{C / C satisface ((1))y((2))}
la que es llamada la constante del niicleo k.

Esta clase de nicleos sirve para construir
los 0C2 . Asi tenemos la

Definicién. E1 operador T:3R") — L:OC(R") es
llamado un operador de Calderén—Zygmund si:

(i) T se extiende a L?(R") como un operador 1i-
neal acotado;

(ii) existe un niicleo "standard" k tal que para
todo f € Lf(R") se tiene la representacién
TEf(x) = Ik(x,y)f(y)dy a.e. sobre (soppf)c
donde soppf es el soporte de f.

Si T es un 0CZ consideramos
it = Tl + C(k).
czZ (Lz,Lz)
Es natural esperar que como ejemplo de OCZ estén
los operadores convolucién,como los dados en §3.
Estos nuevos operadores (OCZ) son tales que
T:LP(w(x)dx) — LP(w(x)dx) es un operador acota-
do, con w € Ap, 1<p<>, As;mismo, si T es un 0OCZ

entonces T : H'— L! y T : L:—a BMO son ope-
radores acotados. Luego,via argumentos de inter-
polacién se tiene que T : LP(R") — LP(R") ,
1<p<x, es acotado. Veamos la siguiente observa-
cién. Sea f € L:(R“) tal que sopp f € Q, Q un
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cubo abierto en R" . Asumamos que T:L%(R") -
L°(R") es acotado.

Entonces

1/2

[ 1reiax < 1l ([_ITEi%ax)"®
Q Q

2

< 1@ 3(J_1g1%ax) Y ? < cloinen
Q

‘ L
Luego, si T es un operador acotado sobre LZ(R“),
entonces T satisface la propiedad [H]:
"si Qc R" y fe Lf(R") con sopp f ¢ Q
entonces se tiene

|- 1rflax s claingn .
Q L

El reciproco vale, esto es, "si T satisface 1la
propiedad [H] entonces T es acotado sobre LZ(R")"
Esto sigue del interesante

Teorema. Sea T un operador asociado a un nidcleo
"standart”". Entonces,
T satisface [H] & T : H > L' es acotado
& T Lf —BMO es acotado.

A esta altura ya estamos convencidos sobre
la conveniencia de saber cuando un operador es
continuo en L?(R"). Un delicado problema, a ini-
cios de los 80's,fue encontrar condiciones nece-
sarias y suficientes para que un operador T sea
continuo en LZ(R"). Hasta 1982 los analistas sa-
bian como probar 1la Lz—continuidad de una amplia
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clase de operadores; sin embargo, el problema
seguia abierto. A fines de aquel afio, G. David -
J.L.Journé encontraron una solucién al problema.
Hallaron una condicién necesaria y suficiente
para que un operador T, cuyo nicleo k satisfa-
ciendo ((1)) y ((2)) citados antes, sea un ope-
rador acotado en LZ(R"). Mas concretamente se
tiene el célebre

Teorema [David-Journél. Un operador "standard"
T es acotado en L%(R")
e (i) T(1) € BMO
(i) T (1) € BMO
(iii) T es un operador de orden cero
en el sentido débil;

donde T* es el operador adjunto de T y la condi-
cién (iii) significa que T : B(R") — Z'(R") es
un operador lineal continuo, y para todo subcon-

junto limitado B de %P(R"), existe una constante
C = C(B) tal que para todo ¢, vy € B se tiene

n
| < T (r, hy ¢), T _h, v > £ C A

para todo u € R", » >0 ,» donde T, €S el opera-
dor traslacién y h, es 1la dilatacién

[hy w(x) = w({)].
Posteriormente, en 1985, David, Journé y S.
Semmes extendieron el teorema a los espacios de
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tipo homogéneo, unificando as{ ideas y resulta-
dos en el anilisis arménico que fueron elabora-
dos en las décadas de los 70's y 80's. También
en 1985, K.Yabuta extiende los OCZ al considerar
los 0CZ de tipo w(t), donde w(t) es una funcidn
no-negativa, no-decreciente sobre R = (0,®) ,
satisfaciendo la condicién de Dini I’w(t)g% < ®
o

Una funcién continua k(x,y) sobre R"x R" es
llamado un nicleo ”standard” de tipo w(t) si

tenemos
((1))  Ik(x,y)| s —S—
Ix-yl"
((2))" Ik(x,y) - kix_,y)l + Ik(y,x) - k(y,x_)!

fx - xl
< c ") (I 2 I]
Ix_-y!" y -x%,

para todo x,x_,y tal que Iy-xol > le—xol.

Nuevamente, el infimo de las C's satisfaciendo
((1))' ¥y ((2))' es llamada la. constante del ni-
cleo k. Similarmente a 1o definido anteriormente
tenemos 1la

Definicién. Un operador lineal T:S(R")— S'(R")
(distribuciones temperadas) es llamado un OCZ de
tipo w(t) si tenemos

(i)' T se extiende a -L?(R") como un operador
lineal acotado, esto es,
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ITEN , < CIfl ,  para todo feB(R");
L°(R") L (R”)

(ii)' existe un nicleo "standard" de tipo w(t)
tal que para todo f € P(R") se tiene
TE(x)= fk(x,y)f(y)dy, a.e. sobre (soppf)

Yabuta, via los nicleos de tipo w(t), prueba
una versién del teorema de David-Journé, También
se tiene el generalizado resultado.

Teorema. Sea T un OCZ de tipo w(t). Entonces,

(a) para todo vV € AP(R"), 1<p<®, tenemos

el < C v"f" 3
tPv 4 %) P, tPv 4 0

(b) para todo v € Al(R"), T es un operador de
tipo débil (1,1), esto es,

vix € R" / ITf(x)] >} < g NEH
L (vdx)

(c) NTEN < c, Ifh
Li(Rn) 1 Hi(Rn)

(d) HTEfh s Cy HEN
BMO (R")

L”(R")

Mas recientemente, en 1988, E.Nakai-K.Yabuta
han generalizado los OCZ de tipo ®(t) actuando
sobre los espacios Lp’° » una generalizacidén de
los espacios de Stampacchia Lp’x, y de esta ma-
nera, en particular, aparecen los espacios BMO

A
")
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§10. OPERADQRES
SEUDO-DIFERENCIALES

En la seccidén § 4 hemos visto que un opera-

dor diferencial parcial
3
P(D) £(x) = L a (x)(z)" £(x) , a (x)ec”,

actuando sobre f € S (clase de Schwartz), puede

escribirse en la forma
P(D) f(x) = j e X2 nx.z) £f(z)dz (10)

con p(x,z) = Z““Sm aa(x)(2niz)“ y f la trans-
formada de Fourier de f£. p(x,z) es llamado el
simbolo del operador.

En esta seccidén hablaremos brevemente sobre
una amplia clase de operadores, llamados opera-
dores seudo-diferenciales, y que son (motivados
por el anterior argumento) naturales extensiones
de 1los operadores diferenciales parciales, ya
que aquellos operadores son de la forma (10) pe-
ro con p(x,z) no necesariamente un polinomio.
Ahora p(x,z) es una funcién en C(R"xR") que

satisface ciertas estimativas.

Historicamente Lagrange y Cauchy considera-
ron al mas simple operador diferencial %; y al
operador f(%; le asociaren la funcidén f£(E&).
Esta idea fue usada por Heaviside en su trabajo

sobre problemas de transmisidn electromagnética.
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A menos de notacidn, la cuestidn de asociar a un
operador diferencial una funcién de dos varia-
bles h(x,E) aparece en los albores del anilisis
funcional, en particular en la teoria de opera-
dores. Tal estrategia surge relacionado con 1la
mecanica cudntica en 1926, siendo H. Weyl quien
elabora una teoria de operadores.

Los operadores seudo - diferenciales son un
amplio universo; ellos incluyen (ademids de los
operadores diferenciales parciales) a los opera-
dores integrales singulares (OIS); a los opera-

dores singulares integro - diferenciales de 1la

T T (_‘1)“
lalsm "o ‘dx

OIS; a los operadores convolucién singulares. La

construccién de tal universo es toda una evolu-

forma , donde los Tds son

cién de ideas, en donde las investigaciones en
los OIS jugaron un papel importantisimo. Ya
hemos mencionado en § 3 los pioneros trabajos de
Giraud, Miklin y sobre todo los trabajos de A.P.
Calderén y A. Zygmund. Recordemos que en § 3
vimos la representacidn

P(D) £(x) = In_ H_(A"f)(x)

donde Hk y A¥ son operadores precisados en § 3
Hubieron ideas precursoras de tal representacién.
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Se observs que los OIS pueden ser tomados como
representaciones particulares de cierta clase de
operadores,con la ventaja de ser ahora mas mane-
jables. Esta idea fue dada por Lax en 1963. Por
aquella época, hubo la efervecencia de construir
una teoria que consolidara muchas ideas que es-
taban en el ambiente. Se trataba de refinar el
4lgebra de los operadores de Calderén-Zygmund, y
de encontrar un instrumento (lo mids general po-
sible) para tratar problemas de ecuaciones en
derivadas parciales.

En 1964, A. Unterberger - J. Bokobza exten-
dieron los OIS considerando una clase de opera-
dores de CZ de orden 4 ; desarrollan un programa
que incluye resultados en variedades diferencia-
les, operadores elipticos, inversién de los ope-
radores de CZ elipticos; generalizan los espa-
cios de Sobolev HP a HP siendo p una funcién
infinitamente diferenciable; introducen los ope-
radores seudo-diferenciables de orden variable.

En 1965, J.J.Kohn - L.Nirenberg publican un
trabajo en base a la idea de Lax, en donde los
operadores (que ellos llamaron"operadores seudo-
diferenciales) tienen una mejor representacién,
pues hacen de ellos una -41gebra. Veamos algunos
aspectos de esta teoria. La funcién
o(x,E) € C(R"xR") es un simbolo de grado s € ¢
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si o(x,tf) = t° 6(x,€) con t 21, lEl 2 1.

El simbolo o(x,E) es de clase S, si existen
1
constantes Can tal que

|xa(%;)8 (%E)v o(x,E)l = CGB , con xeR", lEl<1

7
Sea 0(x,E) un simbolo de grado s.El operador
0 (0):S(R")— C*(R")
P -2ni x.E -
£ >0 (0)f(x) = [e o(x,E)E£(£)dE

es un operador seudo-diferencial de orden < Re s

donde entendemos que, de un modo general un ope-

rador T:S — §' es de orden < k (real) si
Il'rfll“t_k < CtllfllHt para cada real t.

Kohn - Nirenberg observan que todo operador
diferencial P(D),con coeficientes constantes,cae
en la clase de operadores seudo - difefenciales
por ellos considerados. Casi enseguida, Lax y
Friedrichs emplean la teor{a de Kohn - Nirenberg
para tratar problemas de valor de contorno.

Otros aportes en el estudio de los operado-
res seudo-diferenciales fueron dados por Kumano-
Go (1963-1964); Agranovich (1964-1965); R.Seeley
(1965); R.Palais en su famoso "Seminario del
teorema del index de Atiyah-Singer" (1965); y en
especial el trabajo de L.HO6rmander (1965), quién
considera una amplia clase de operadores seudo-
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diferenciales de 1la forma
PD)E(x) = | e ¥%8 o(x,8) £(£) at

donde f € P(Q), x € Q ¢ R", Q abierto. Ahora el
simbolo o(x,E) pertenece a la clase

s; S(Q) = {o(x,E)e C&(Q ® R")/para todo compacto
K € Q y cualquier multiindices o« y B8,

existen constantes C tal que

w-plal +81 ]

a,B,K
Iafag o(x,E)1< Cy g (1+1E))

siendo m,p y & nimeros reales con
p >0, 20, x € K, £ € R").

Hormander observa que los operadores cons-
truidos con simbolos en S;,a contienen como ca-
sos particulares a muchos de los operadores con-
siderados en trabajos precedentes, en particular
a los clisicos operadores de Calderdén - Zygmund.

La teorja de los operadores seudo - diferen
ciales debe también a A. P. Calderén profundos
aportes. La bisqueda de clases cada vez mas am-
plias de operadores seudo - diferenciales es un
reto de presentes y futuras investigaciones.
Aportes en esta direccidén fueron dadas por A. P.
Calderén - R.Vaillancourt (1971), R. Beals - Ch.
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Fefferman (1973 - 1976); Beals (1974-1975-1977),
y diferentes otros aportes. Mis recientemente,
en las décadas de los 70's y 80's mencionamos,
entre otros, los trabajos de R.Coifman, Y.Meyer,
J.Bony, G.Bourdaud, K.Yabuta,...
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NOTAS

1. La Integral de Cauchy.

Un tema de significativas implicancias es el re-
lativo al nmicleo de Cauchy sobre curvas de Lips-
chitz. En la seccién § 2, hemos motivado algunas
histdéricas cuestiones al respecto.Retomemos esas
ideas para definir 1la integral de Cauchy C(f)
via

C(£) (z) = 507 v.D. f%—g’ at
L

para z € L tal que el valor principal exista.
Fue conocido (desde la época de Plemelj, 1908)
que para a.e. z € L, el valor principal existe,
si y s6lo si

£,(t)= 2f(2)+C(E)(z) vy  f£,(t)= -3£(2)+C(f)(z)

con z € L . (Ver argumentos en § 2). Si L es una
curva regular las cosas van bien, pero cuando L
no es regular el asunto se complica y se hace un
tema muy dificil de tratar en cuanto a la conti-
nuidad del operador sobre Lz,por ejemplo. Nuevas
ideas tendrian que venir. As{, en 1977 Calderén
probé un profundo resultado, como sigue.
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Teorema. Sea A:R — R una funcién de Lipschitz
tal que Ae L ; sea L = {x + i A(x) / x € R}
su griafico. Entonces existe una constante abso-

luta 8 > 0 tal que si Al <8, tenemos»que
2

la integral de Cauchy C(f) sobre L es un opera-A
dor acotado sobre L2.

En 1982, Coifman - Mc Intosh - Meyer perfec-
cionaron el anterior resultado probando el

Teorema. El operador integral de Cauchy sobre
cualquier grifico de Lipschitz es un operador a-
cotado sobre L?, y sobre LP, 1 < p < o® .

2, "Ondelettes ". n

Entre 1985 y 1987 se dieron los fundamentos de
una nueva teoria en andlisis: la teorfa de las
bases de "ondelettes", basada en argumentos del
andlisis arménico. Ella permite analizar, de un
modo mias simple y eficaz,a las funciones o a las
distribuciones, las qﬁe habian sido estudiadas
hasta entonces s6lo con la ayuda del andlisis de

Fourier. Es conveniente rémarcar que antes de la

1)

Desconocemos aun la correcta traduccién al
espafiol.
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existencia de los "ondelettes" como una teoria
formalizada,ellos ya existian en los trabajos de
J. Morlet, un ingeniero geofisico, sobre las se-
flales sismicas registradas en los campos de ex-
ploracién petroliferos. Las construcciones de
bases de "ondelettes" surgiéron en la pasada dé-
cada de los afios 80's en 4reas de la fisica, de
la matemidtica pura y aplicada. Con tales motiva-
ciones, los investigadores buscaron algoritmos
manejables en donde se aprovechen las ventajas
de dos sistemas en boga : el sistema trigonomé-
trico y el sistema de Haar. La idea era costruir
una nueva teoria de representar funciones (per-
tenecientes a espacios "clisicos") usando bases
hilbertianas que sean bien localizables (en el
sentido que precisaremos después) en la variable
espacio x , y en la variable frecuencia o varia-
ble de Fourier £ . Este recurso ya habia sido
usado por los analistas arménicos,como por ejem-
plo la descomposicién de f € H en 4tomos segin
R. Coifman. Asimismo, L. Carleson construyé una
base incondicional del espacio de Hardy H

El espacio referencia escogido fue LZ(R") ’
un buen espacio! Asi, la base ortonormal de "on-

delettes" de L? debe permitir analizar a la ma-
yoria de los espacios usuales como son: LP(R"),
1<p<® ; los espacios de Sobolev  LP’°(R") ; 1los

136



espacios de Hdlder Aa, los espacios de Hardy HF,
0<p<l1 ; los espacios de Besov B:’q ; BMO ;
Bien, como la teoria de Littlewood-Paley permite
caracterizar a tales espacios, ella entra en el
escenario de los "ondelettes". Sin embargo, para
la construccidén de estos '"nuevos seres" es nece-
sario usar algo mds que la teoria de Littlewood-
Paley clisica. Se debe encontrar una forma mis
simple y mids poderosa, lo que se consiguid con
la nocidén del andlisis multiresolucién, la que
fue definida por S. Mallat y Y. Meyer en 1986.
Este anidlisis es fundamental en la construccidn
de las bases de "ondelettes".

Un andlisis multiresolucién de L*(R") es,
por definicidén, una sucesién creciente {vj>
H= A
de subespacios vectoriales cerrados de LZ(R")
que tienen las siguientes propiedades:
©
(1) AV, =40y ; TV = L3RY).
o 3 jeZ
(2) Para todo feL’(R") y todo j€Z, tenemos que
f(x) € Vj & f(2x) € Vj"‘l
Asi tenemos que f(x) € Vj o £(27%x) € v,

(3) Para todo feL?(R") y todo keZ",tenemos que
f(x) € V° & f(x-k) € Vo

(4) Existe una funcién g(x)e v, tal que la su-
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cesién {g(x-k)} es una base de Riesz
de V kez”

°

En general, si H‘es un espacio de Hilbert,
una sucesidn {eih-O,L... en H es 1llamada una
base de Riesz si existen dos constantes positi-
vas C,C' tal que para toda sucesién de escalares

{ax}i-o,1,... tenemos

C(; la 12)1/2 ¢ 12 o el < c‘(czb la 12)1/2
o i ° i ) i
y si el espacio vectorial de ias sumas finitas
2: a.e es denso en H.

Dentro de los andlisis multireéoluciones de
LZ(R“) son devutilidad, en teoria, aquellos que
son a-regulares, 4 € N; es decir, cuando podemos
elegir la funciédn g en (4) tal que las Dag .
lal s 2 , sean ripidamente decrecientes en el
infinito, mids precisamente si tenemos

c

———5—-m , para todo meN , donde
(1+1x!) . [*]
: a = (ai,...,an), lal £ 2

ID%g(x)! <

Bien, ;cémo construir un "ondelette"? ...
Como sabemos, Vj c Vj+1. Sea wj el subespacio de
V;j” que es ortogonal a Vj, es decir, VJ_“=vje>wj
La sucesién»{wj} satisface fundamentalmente (1),
(2),(3) y (4), siendo (4) la mis delicada y est4

garantizada por el siguiente teorema de Mallat -
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Meyer.

Teorema. Existe una funcién ¢ en W_ que satis-
face [*] , y tal que '(tp(x-k)}k‘_:Z es una base
ortonormal para W°

Formalizando estos resultados se puede dar
la definicién de "ondelette" en la recta (el ca-
so R" es similar). Sea m € N . Una funcién de
variable real p(x) es llamada un ”"ondelette” de
clase m si se verifica:

(a) p“ P(x) € Lw(R), lal = m ... propiedad de
regularidad del "ondelette".

(b) p* p(x) es de decrecimiento rdpido en el
infinito, lal s m ... propiedad de locali-
zacién (mencionada anteriormente).

@©
(c) f ka(x)dx = 0 para 0 £ k £ m ... caracter
-® oscilatorio del "ondelette"

(d) La coleccién de funciones

{2j’2w(2’x "zk)}jez,uez es una base orto-
normal de L"(R).

Las funciones Zjlzw(zjx - k), i€Z, k€Z, se
llaman los ”ondelettes” engendrados por la '"ma-
dre" . Por otro lado,ciertas deficiencias en el
tratamiento de los casos limites Li(R) y Lm(R)
exigen la introduccién de una funcidén "padre”
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P(x) ; asi se obtienen buenas representaciones
de f en términos de ¢ y de Zj/zw(zjx - k). Se
considera a J.0. Stromberg como el inventor de
los "ondelettes", quien construye a la funcién
w(x) € C" , de decrecimiento exponencial en el
infinito tal que Zj/zw(zjx—k), jeZ, k€Z es una
base ortogonal de LZ(R). Asimismo, describe a
la correspondiente funcién ¢ . Lamentablemente,
su punto de vista es restringido ya que se apli-
ca s6lo a las funciones "splines", y tiene defi-
ciencias en otras situaciones.

La teoria de "ondelettes" esti en pleno de-
sarrollo, y es de interés para matemiticos puros
y aplicados, as{ como para fisicos e ingenieros.
Yves Meyer ha escrito un libro, "Ondelettes et
Operateurs" (1990-1991), el que es un tratado en
tres tomos:

I. "Les bases d'ondelettes" ;
I1. "Les opérateurs de Calderén-Zygmund", y
II1I. "Applications des opérateurs de Calderén -
Zygmund" .
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