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INTRODUCCION A LA TEORIA 
ERGODICA 

Carlos Gutierrez* 

La Teoría Ergódica está edificada con ejemplos, teoremas de convergen

cia, el estudio de varias propiedades de recurrencia y la Teoría de Entropía. 

Aquí tratrufios de todos estos asuntos en un nivel introductorio. Al lector 

interesado en estudios más amplios y profundos le recomendamos los libros 

de R. Mañé [Mañ], K. Petersen [Pet] o P. Walters [Wal]. También, con 

la misma finalidad, nos gustaría recomendar la lectura de los libros de P. 

Billingsley [Bil] y W. Szlenk [Szl]. 

Son requisitos, para acompañar el texto, alguna familiaridad con los 

elementos de Teoría de la medida y de Topología General. 

Damos a continuación una idea de lo que tratan las diversas secciones 
de este texto. 

En la sección 1 revisamos las definiciones y resultados de la Teoría de 

la Medida que utilizaremos. 

En la sección II introducimos el objeto fundamental de nuestro estudio: 

los sistemas dinámicos medibles (X, A, J1-, T) constituidos por un conjunto 

X, por una a-álgebra de subconjuntos de X, una medida de probabilidad 

sobre A (o sea J1-(X) = 1) Y una transformación T: X --+ X que preserva 

medida (i.e., para todo A E A, T-1 A E A y J1-(T- 1 (A)) = J1-(A)). 
Fijemos, para lo que sigue de esta introducción, un sistema dinámico 

medible (X, A, J1-, T). 
En la sección III encontramos el tópico de recurrencia que es de gran 

importancia en la Teoría Ergódica. El Teorema de Recurrencia de Poincaré 

dice que si A E A y Ao es el conjunto de los puntos x E A tales que 

{x, Tx, T 2 x, ... } n A es un conjunto infinito, entonces J1-(A) = J1-(Ao). Por 
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recurrencia entenderemos el comportamiento cualitativo de los conjuntos 

de la forma {x, Tx, T2x, ... }. 

En la sección IV tratamos del Teorema Ergódico de Birkhoff que es 

uno de los resultados trascendentales de la teoría. Él tiene que ver con la 

convergencia de los promedios 

1 n-l . 

lim - " f(TJ(x)) 
n .... con ~ 

i=O 

donde f: X -+ e es una función integrable. El estudio de la convergencia de 

este tipo de promedios es otro de los asuntos básicos de la Teoría Ergódica. 

En la sección V estudiamos las transformaciones ergódicas T, o sea 

aquéllas en que para casi todo punto x EX, 

n-l 

lim .!. L f(Ti(x)) = f fdp., 
n .... con i=O Jx 

donde f: X -+ e es integrable. Recalcamos el hecho de que el límite existe y 
tiene el mismo valor para casi todo x EX. Las transformaciones ergódicas 

también están caracterizadas por lo siguiente: Si A E A y T-l A = A 

entonces p.(A) = O o p.(A) = 1. Luego, si suponemos que T no es ergódica 

entonces existirá B E A tal que T-l(B) = B Y O < p.(B) < 1, y, así, 

T-1(BC) = BC y 0< p.(BC) < 1, donde BC = X\B. En estas condiCiones 

podremos estudiar (X, A, p., T) mediante los dos sistemas dinámicos más 
simples (B,AB,P.B,TIB) y (BC,ABc,P.Bc,TIBc), donde Ae = {AnC: 
A EA} y p.e = Jt(~) • p.. En este contexto, las transformaciones ergódicas 

son las indescomponibles. 

En la sección VI tratamos de las transformaciones mezclantes T las 

cuales están caracterizadas por la siguiente propiedad de recurrencia: Para 

todo A,B E A 
lim p.(T-n A n B) = p.(A) . p.(B). 

n .... co 
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Las transformaciones mezclantes forman una subfamilia de las ergódicas; 
pues, como se verá, las ergódicas están caracterizadas también por lo si

guiente: Para todo A, B E A 

1 n-l . 

lim - '"' ¡.t(T-J A n B) = ¡.t(A)· ¡.t(B). 
n~oon L..,.¡ 

j=O 

En la sección VII estudiamos las propiedades ergódicas y mezclantes de 

una clase de transformaciones conocidas como desplazamientos de Bernoulli 
y de Markov. Ellas constituyen una clase muy importante de ejemplos de 

sistemas dinámicos medibles. 
La sección VIII tiene por finalidad dar una idea de las conexiones que 

existen entre la Teoría ergódica y la Dinámica Topológica. 

En las secciones IX - XI tratamos del tercer asunto de gran relevan
cia en la Teoría Ergódica: El problema de clasificación. Decimos que 

dos sistemas dinámicos medibles (X, A, ¡.t, T) y (Y, B, v, S) son equiva

lentes si existen conjuntos de medida uno Xl E A, Yl E B y una 

transformación biyectiva cjJ:Xl -+ Yl tal que cjJ o T = S o cjJ en Xl y 
¡.t(cjJ-l(B n Y¡}) = v(B n Yl ) = v(B), para. todo B E B. De la mane
ra clásica, para decidir si dos conjuntos son o no equivalentes estudiamos 

propiedades u objetos que son invariantes (Le., preservadas) por equivalen

cia, como por ejemplo ergodicidad y mezcla. En la sección X introducimos 
la entropía h(T) de T que viene a ser un invariante, por equivalencia, bas

tante sensible. Mostramos que ella puede ser usada para distinguir algunos 

sistemas no equivalentes. Aunque no será probado, mencionamos que la 
entropía es un invariante completo por equivalencia dentro de la clase de 

los desplazamientos de Bernoulli [Orn] los cuales son definidos en la 

sección II. 
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§I. Preliminares: Medida e Integración 

En esta sección presentamos las definiciones y Teoremas de la Teoría 

de la Medida que necesitaremos. Las pruebas de los resultados pueden ser 

encontradas, por ejemplo, en [Fer], [Mun] y [Par]. 

A. Medidas y extensión de medidas 

Una familia A de subconjuntos de un conjunto X es una semiálgebra 

SI 

(i) <P E A, 
(ii) A,B E A =? A n B E A, y 

n 

iii) A E A =? X \ A = ¿Ai , donde A1 ,A2 ••• ,An E A. El signo 'E 
i=l 

indica unión disjunta. 

Una semiálgebra A de subconjuntos de un conjunto X es un álgebra si 

A E A =? A C = X \ A E A. Se sigue que las dos condiciones siguientes son 

satisfechas 

(i) A,BEA=?AUB=(.4c nBC)CEA; 

(ii) A, B E A =? A \ B = A n BC E A. 
Un álgebra A de subconjuntos de un conjunto X es una a-álgebra si 

00 

dada una sucesión {An} de elementos de A, la unión U An E A. Se sigue 
n=l 

00 

que también la intersección n An pertenece a A. 
n=l 
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Sea A una familia no vacía de subconjuntos de X. Observemos que 

existe una u-álgebra de subconjuntos de X que contiene A y que es la 

menor de todas. Para ver esto, notemos que la familia 2x de todos los 

subconjuntos de X es una u-álgebra conteniendo A y que la intersección A 
de todas las u-álgebras conteniendo A es también una u-álgebra conteniendo 

A. Esta u-álgebra A será llamada u-álgebra generada por A. 
Tenemos el siguiente resultado 

Teorema 1.1. Sea S una serniálgebra de subconjuntos de X. EL álgebra, 

A(S), generada por S, consiste precisamente de aquellos subconjuntos de 
n 

X que pueden ser escritos en la forma E = LAi' donde cada Ai E S. 
i=l 

Si X es un espacio topológico, la u-álgebra de Borel es la u-álgebra 

B(X) generada por la familia de los conjuntos abiertos. Los elementos de 

B(X) son llamados borelianos. 

Sea S una semiálgebra de subconjuntos de X. Una función T: S 1-+ 

[0,00] (donde [0,00] es la semirecta extendida [0,00) U {oo}) es jinitamente 

aditiva si se cumplen las dos condiciones siguientes: i) T(O) = O; ii) A = 
n n 

L A¡, Ai E S, A E S => T(A)= L T(A¡). Una función T: S 1-+ [0,00] es 
~1 ~1 

00 

una medida si es finitamente aditiva y si A = L A¡, Ai ES, A E S => 
i=l 

00 

T(A) = LT(Ai ). 

i=l 

Una terna (X, A, JL), en que X es un conjunto, A una u-álgebra de 

subconjuntos de X y JL: A ~ [0,00] es una medida, es llamado espacio de 

medida. El par (X, A) es llamado espacio medible. Decimos que X es 
00 

u-finito si lo podemos escribir como una unión enumerable X = U An 
n=l 

tal que JL{An} $ 00 para todo n. Decimos que (X, A, JL) es un espacio de 

probabilidad si JL(X) = 1. 
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Sea (X,A,¡.t) un espacio de medida. Decimos que un conjunto A e x 
es de medida cero si existe Al E A tal que A e Al y ¡.t(A1 ) = O. Una 

propiedad aplicable a puntos de un conjunto S e x vale para casi todo 

x E S (abreviadamente c.t.p.) si el conjunto de los puntos de S donde ella 

es falsa es de medida cero. 

Los siguientes teoremas de extensión serán de mucha utilidad cuando 

se estudien ejemplos particulares. 

Teorema 1.2. Sean S una semiálgebra de subconjuntos de X y A(S) el 
álgebra generada por S. Si 7: S 1-+ [0,00) es finitamente aditiva, entonces 

existe una única [unción finitamente aditiva 71: A(S) 1-+ [0,00) que extiende 

7. Además, si 7 es una medida, entonces 71 también 10 es. 

Puede ocurrir que X fÍ. Sj no obstante X es unión disjunta de un 
n 

número finito de miembros Al, ... , An de S y así 71 (X) = 2: 7( A i ). 

i=l 

Teorema 1.3. (Teorema de Extensión de Hahn-Kolmogorov). 
Sean Ao una semiálgebra de subconjuntos de X y A la a-álgebra gene

rada por Ao. Sea ¡.to: Ao 1-+ [0,1] una medida. Entonces existe una única 
medida ¡.t: A 1-+ [0,1] que extiende ¡.to. 

Teorema lA. Sea A la a-álgebra de los borelianos de Rn. Existe una 

única medida A: A 1-+ [0,00] tal que, si A = n~l (ai, bi ), 

n 

A(A) = JI (bi - ai). 
i=l 

Esta medida denoillÍnase medida de Lebesgue. 

Teorema 1.5. (Teorema de Aproximación). 

Sea (X, A, ¡.t) un espacio de medida y sea Ao un álgebra que genera A. 
Entonces, para todo A E A tal que ¡.t(A) < 00 y para todo E > 0, existe 

Ao E Ao tal que ¡.t(A.6.Ao) < E. 

Teorema 1.6. (Criterio de Aditividad) 
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Sea S una semiálgebra y r: S 1-+ [O, 00) una función finitamente aditiva. 

Supongamos que existe una familia e e S tal que: 

i) e es una clase compacta; esto es, si Cl ~ C2 ~ ••. Ci ~ ... son 
00 

elementos de e, entonces n Ci i= </> 

i=l 
ii) e posee la propiedad de la aproximación; esto es, para todo A E S, 

r(A) = sup{r(C)jC e A,C E e}. 
Entonces r es una medida. 

B. Funciones Medibles 

Sean (Xl,Al ) y (X2,A2) espacios medibles. Decimos que T:Xl - X 2 
es medible si, para todo A2 E A2, T- l (A2) E Al' Si Xl Y X 2 son espacios 
topológicos, decimos que T: Xl _ X 2 es medible si lo es con respecto a las 

a-álgebras de borelianos. 

Proposición 1.7. Sean (Xl,A¡) y (X2,A2) espacios medibles, T:Xl -

X 2, ye una familia de subconjuntos de X 2 tal que la a-álgebra generada 

por e es A 2. Si para todo C E e, T-l(C) E Al, entonces T es medible. 

Se sigue de esta proposición que toda función continua T: Xl - X 2 , 

entre espacios topológicos Xl y X 2 , es medible. 

Proposición 1.8. Sea (X, A) un espacio medible. 

(i) Si {Jn}n>l es una sucesión de funciones medibles de X en [-00,00]' 
entonces sup In, inf In limsup In y lim inf In son medibles. 

(ii) Si 1, g: X - e, son medibles y e E e, entonces el, 1+ g, f.g y 1I1 son 
medibles. 

(iii) Si {Jn}n~l es una sucesión de funciones medibles de X - e tal que 
limn In (x) = I(x) existe para todo x E X, entonces I es medible. 

Observamos que (iii) se obtiene fácilmente de (i). En efecto, cada In 

puede ser escrita como In = Re(Jn)+i Im(Jn) donde Re(Jn), Im(Jn): X -
R son funciones medibles. 
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e.. Integración 

En esta subsección (X, A, J.L) será un espacio de medida fijo y todas las 

funciones consideradas serán de X en e. 
Una función F es simple si es medible y toma valores en up. conjunto 

finito. Ella puede ser representada de manera única en la forma 

n 

f = LaiXA¡ 
i=1 

donde los Ai E A son disjuntos dos a dos, los a¡ E e son distintos dos a dos 

y donde XA¡ denota la función característica de A¡. Si cada J.L(Ai) < 00, 

decimos que f es integrable y definimos 

J f = taiJ.L(Ai). 
i=1 

Una función 9 es integrable si existe una sucesión de funciones simples 

integrables {fn}n~1 tal que: 

limfn(x) = g(x) J.L - c.t.p. x E X, Y 

lim Jlfn-fml=O. 
n,m-+oo 

En este caso limn J f n existe y su valor no depende de la sucesión particular 

{f n}. Para indicar este valor límite usaremos indistintamente los símbolos 

Observamos que la función 9 puede no ser medible pero siempre coincide 

con una medible c.t.p. En efecto, existe A E A tal que J.L(X \ A) = O Y 
limfn(x) = g(x) para todo x E A. Tenemos entonces, por la proposición 

1.8, que 

es medible y coincide con 9 en A. 
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Teorema 1.9. (Teorema de la Convergencia Monótona). Si in: X --t 

R, n = 1,2, ... , es una sucesión de funciones integrables tales que, para 

c.t.p. x E X, h(x) ::; h(x) ::; ... y s~p J indf1 < 00, entonces: 

(i) limin existe c.t.p. y es integrable; 
n 

(ii) J lif!1indJL,= lif!1 J indf1. 

Teorema 1.10. (Lema de Fatou). 
Sea in: X --t R una sucesión de funciones integrables que son acotadas 

inferiormente por una función integrable. Si 

lif!1 inf J indf1 < 00 

entonces la función x --t lim inf in (x) es integrable y 
n 

Teorema 1.11. (Teorema de la Convergencia Dominada). 
Si g: X --t R es integrable y in: X --t R, n = 1,2, ... , es una sucesión 

de funciones integrables con linl ::; 9 c.t.p. (n ~ 1) Y limfn = i c.t.p. 
n 

entonces i es integrable y 

Sea pE [1,(0). Consideremos el espacio de todas las funciones medibles 

i: X --t C con lilP integrable. Este espacio es un espacio vectorial con 

respecto a la adición usual de funciones y a la multiplicación de funciones 

por escalares. 

Si definimos una relación de equivalencia en este conjunto por f '" 9 

si, y sólo si, i = 9 c.t.p. entonces el espacio de clases de equivalencia es 
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también un espacio vectorial. Denotaremos por LP( X, A, J.l) (or por LP) el 

espacio de estas clases de equivalencia, sin embargo, por abuso de notación, 

escribiremos f E LP(X, A, J.l) para significar que la función f: X -+ C es 

medible y tiene IflP integrable. La formula Ilfllp = [f IflP dJ.ljI/p define una 

norma en LP (X, A, J.l) la cual es completa; o sea LP (X, A, J.l) es un espacio 

de Banach. Escribiremos f E L~(X, A, J.l) para indicar que f es una función 
de valores reales. 

Denotaremos por LOO(X,A,J.l) (o por LOO) el espacio de todas las fun

ciones medibles f: X -+ C para las que existe K > O tal que 1 f (x) 1 :::; K 
para c.t.p. x E X Y donde una pareja de dichas funciones son identificadas 

si, y sólo si, son iguales c.t.p. El ínfimo de los K con esta propiedad denótase 

por IIflloo y define una norma en LOO (X, A, J.l) que lo torna un espacio de 
Banach. 

Proposición 1.12. Si J.l(X) < 00 y 1:::; p < q < 00, entonces 

Lq(X, A, J.l) está densamente contenido en LP(X, A, J.l). 

Un espacio de Hilbert Ji es un espacio de Banach en el cual la norma 

está dada por un producto interno, i.e., Ji es un espacio de Banach y existe 

una aplicación (., . ): Ji x Ji -+ C tal que (., .) es bilineal, (J, g) = (g, J) para 

todo f,g E Ji, (J,J) 2: O para todo f E Ji, y Ifl = (J,f)1/2 es la norma en 
Ji. 

El espacio de Banach LP(X, A, J.l) es un espacio de Hilbert si, y sólo si, 

p = 2. El producto interno en L2(X,A,J.l) está dado por (J,g) = J fgdJ.l. 
Sólo usaremos los siguientes hechos cuyas pruebas pueden ser encontradas 

en [Rud]: 

(i) Si f,g E L2(X,A,J.l) y fn es una sucesión que converge a f en 

L2(X,A,J.l), entonces (Jn,g) converge a (J,g). 

(ii) Sea 8 1 = {ZE C/lzl = 1}. Sea J.l la medida de Haar de 8\ o sea 
la medida sobre los borelianos determinada por lo siguiente: si O :::; 

x < y < 1 Y A = {z E 8 1 /21rx :::; argumento de z < 21rY}, entonces 

J.l(A) = y-x. Todo fE L2(81,B(81),J.l) determina una única sucesión 
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de números complejos {bn }:: tal que 

00 00 

L Ibn l2 < 00 y f(z) = L bnzn c.t.p. z E SI. 
n=-oo n=-oo 
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§II. Transformaciones que Preservan Medida 

Sean (X,A,¡.t) y (Y,8,v) espacios de probabilidad. Decimos que 

T: X ---+ Y es una transformación que preserva medida si ¡.t(T-1(B)) = v(B) 

para todo B E 8. Decimos que T: X ---+ Y es una transformación inversible 

que preserva medida si T es biyectiva y T, T- 1 preservan medida. Cuando 

una transformación S: X ---+ X del mismo espacio medible (X, A, ¡.t) preserva 

medida, diremos que el sistema (X, A, ¡.t, S) es un sistema dinámico medible. 

Este sistema es el objeto fundamental de nuestro estudio. 

Proposición 11.1. Supongamos que (X, A,¡.t), (Y,8, v) son espacios de 

medida a-finitos y que T: X ---+ Y es una trans[onnación. Sea 8 1 una 

semiálgebra que genera 8. Si para cada BE 8 1 tenemos que T- 1 (B) E A 

y ¡.t(T-1(B)) = v(B), entonces T preserva medida. 

Demostración: T es medible por la proposición 1.7. 

Sea Va: 8 ---+ [O, 00] la medida definida como: 

por hipótesis Va 16) = v. Por el Teorema de Extensión de Hahn-Kolmogorov, 

v es la única extensión de la medida VaI6). Luego Va = v, y, así, T 
preserva medida. I 

Damos algunos ejemplos de transformaciones que preservan medida. 

(1) Tranformación de Gauss. 

Sea ([O,l),A,¡.t) el espacio de probabilidad tal que A es la a-álgebra 

de los borelianos de [O, 1) Y ¡.t BS definida en un boreliano A, por: 

(A) - _1_ f _l_d>. 
¡.t - log 2 } A 1 + x 
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donde A es la medida de Lebesgue. En particular, si [a, b) es un subintervalo 

de [O, 1) entonces. 

([a b)) __ 1_ [b ~ __ 1_ 10 (l+b) 
J.l , - log 2 J a 1 + X - log 2 g 1 + a . 

Sea cp: [O, 1) -+ [0,1) la transformación definida por cp(O) = O y, si 

x -# O, cp(x) = ~ - [~], donde [z] denota parte entera de z. Esta cp es 
llamada Transformación de Gauss. Probaremos que cp es medible y que 

preserva la probabilidad J.l. 

Verifiquemos que sí r~ = (n~l' ~], siendo n un entero positivo, en

tonces CPlln +1 : In+! -+ [O, 1) es un difeomorfismo con pendiente negativa. 

En efecto, x E In+l =} cp(x) = ~ - n. Ver el gráfico de cp en la figura 11.1. 

El conjunto de puntos de discontinuidad de cp es {O} U { ~ / n E N , n 2: 2}. 

or......l.L....,--'--...:I----~ 

I" Vg 1'1 1 
Figura n.1 

Sea S la familja formada por (el conjunto vacío y) todos los intervalos 

de la forma [a, b) con O ~ a < b ~ 1. Ciertamente S es una semiálgebra de 
subconjuntos de [0,1) que genera la a-álgebra A de los borelianos. Como 
para todo b E (0,1]' 
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Figura U.2 

Se sigue de la Proposición 1.7 que <p es medible. 

Probemos ahora que <p preserva ¡J. Sean O ::; a < b ::; 1. Tenemos que: 

00 1 r"*" dt 
= L log 2 J ~_l 1 + t = 

n=l 6+" 

= f _1_10g (1 + t-) = 
n=l log 2 (1 + b+n 

= _1_ flog [(a + n + l)j(b+ n + 1)] = 
log2n=1 (a+n)j(b+n) 

1 ~ [1 a + n + 1 1 a + n] 
log 2 ~ og b + n + 1 - og b + n 

___ 1_ lo (a + 1) _ 
- log2 g b+ 1 -

1 lb 1 = -1 2 -Id)" = ¡J([a,b)). 
og a t+ 

Consecuentemente, por la Proposición 11.1, <p preserva la medida ¡J. 

(2) La tranformación X,-+ mx - [mx] de [0,1) con m > 1 entero. 
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Sea ([0,1], A, .x) el espacio de probabilidad tal que A es la a-álgebra de 

los borelianos de [O, 1) Y .x es la medida de Lebesgue. 

Sea m > 1 entero y <p: [0,1) -+ [0,1) definida por <p(x) = mx - [mx). 

Ver el gráfico de <p, cuando m = 4, en la figura 1I.2. 

Sea S la misma subálgebra de subconjuntos de [O, 1) considerada en el 

ejemplo anterior (1). Como para todo [a, b) E S 

Se sigue de las Proposiciones I. 7 Y n.1 (argumentando como en el 

ejemplo (1)) que <p es medible y que preserva la medida .x. 
(3) El endomorfismo z -+ zm del círculo con m =f:. O. 

Sea (S\ A, JL) el espacio de probabilidad tal que SI = {z E C/lzl = 1}, 

A es la a-álgebra de los borelianos de SI y JL es la medida de Haar de 

SI, o sea la medida de probabilidad JL determinada por lo siguiente: si ° :::; x < y < 1 Y A = {z E SI/27rx :::; argumento de z < 27rY} entonces 
JL( A) = y - x. Es fácil ver que JL( A) es igual a 2~ por la longitud (canónica) 

de A. La prueba de que T: SI -+ SI, definida por T(z) = zm, con m =f:. 0, 
preserva medida es la misma que la del ejemplo (2) anterior. 

( 4) Desplazamientos ("Shifts"). 

En este ítem no damos ningún ejemplo de transformación que 

preserva medida; solamente introducimos los espacios medibles (B (n ), A), 
(B+(n), A) y las transformaciones medibles, conocidas como desplazamien

tos, a:B(n) -+ B(n) y a:B+(n) -+ B+(n). 

Sean n > 1 un entero y Y = {O, 1, ... ,n - 1} un "alfabeto" de fini-
00 

tos símbolos. Definimos el producto B(n) = II y como el conjunto de 
-00 

todas las sucesiones bilaterales {}: Z -+ y con valores en los símbolos de Y. 
Considerando el espacio de medida (Y,2Y ), donde 2Y denota la a-álgebra 

17 



(finita) de todos los subconjuntos de Y, vamos a proceder a definir el espacio 
00 

de medida producto (B(n), A) = II (Y, 2Y
) de la siguiente forma: 

-00 

Sean m ~ O entero y Ai E 2Y , para O ~ i ~ m. La colección S de los 

conjuntos, llamados cilindros, deJa forma 

C(j,Ao,A l , ... ,Am ) = {O E B(n)jO(j +i) E Ai,O ~ i ~ m}, 

donde j E Z y cada A¡ E 2Y , forma una semiálgebra de subconjuntos de X. 

La a-álgebra A es aquella generada por S. 
La transformación biyectiva a: B(n) -+ B(n) dada por a(O)(k) = O(k+ 

1), donde O: Z 1--+ Y Y k E Z, llamada desplazamiento, es medible de acuerdo 

con la proposición I.7, pues para cada cilindro C E S, a-l(C) es también 
un cilindro. Por el mismo motivo su inversa a- l también es medible. 

Otra manera de presentar el espacio medible (B(n), A) y la transfor

mación bimedible a: B(n) -+ B(n) es la siguiente: Si atribuimos a cada Y la 
00 

topologia discreta, B(n) = II Y tiene una estrutura de espacio topológico 
-00 

producto donde los cilindros de S forman una base de abiertos. Por el Teo

rema de Tichonoff, B( n) es un espacio topológico compacto y como el com

plemento de un cilindro es unión finita de cilindros resulta que cada cilindro, 

siendo cerrado, es compacto. En estas circunstancias a: B( n) -+ B( n) es 

un homeomorfismo y A es precisamente la a-álgebra de los borelianos del 

espacio topológico B (n ). 

De manera análoga definimos: 
00 

(i) el espacio topológico producto B+(n) = IIY; 
o 

(ii) la a-álgebra A de subconjuntos de B+(n) como aquella generada por 

los cilindros 
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donde j E N Y cada Ai E 2 Y; y finalmente 

(iii) el desplazamiento a:B+(n) --+ B+(n) dado por a((})(k) = (}(k + 1), 
donde (}:N 1-+ Y Y k E N. 

(5) Desplazamientos de Bernoulli 

Sea Y = {O, 1, ... ,n -1}. Sean (B(n), A) el espacio medida producto, 
S la semiálgebra y a: B (n) --+ B (n) el desplazamiento como se definieron 
en el ítem (4) anterior. Sea (Y, 2 Y, v) un espacio de probabilidad. La 

probabilidad v está determinada por los valores v( {i}) = Pi Y se verifica 

que (Po ,PI, ... ,Pn-l) es un vector de probabilidad (Le., cada Pi 2: ° y 
n-l 

:EPi = 1). 
i=O 

Si definimos p,o: S 1-+ [0,1] dando al cilindro C(j, Ao, Al, ... ,An ) el 
valor 

m 

no es difícil ver que p,o es finitamente aditiva. En estas condiciones se 

puede aplicar directamente el Teorema 1.6 para extender p,o a una medida 

p,: A 1-+ (0,1], pues la semiálgebra S es una clase compacta (como ya fue 

observado en (4)). 

Es fácil ver que para todo A E S, p,(a- l A) = p,(A) ,y, así, por 

la proposición n.l, a preserva la medida p,. El sistema dinámico medible 
(B(n), A, p" a), que habitualmente denotaremos por (B(n),p, a), será lla
mado desplazamiento (bilateral) de Bernoulli. El desplazamiento a es una 

transformación inversible que preserva medida. 

De manera análoga definimos el desplazamiento de Bernoulli unilateral 

(B+(n),p,a). Esta transformación preserva medida mas no es inversible. 

En el siguiente resultado, que es un caso especial del Teorema de 

Consistencia de Daniell- Kolmogorov [Par, p 119], usamos las notaciones 

acabadas de introducir en (4). 

Teorema 11.2. Sean k 2:. 1 un entero fijo Y = {O, 1, ... ,k - 1} 
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00 

y (B(k),A) = II(Y,2Y ). Si para cada n E N y cada sucesión 
-00 

ao, al, ... ,an E Y está dado un número real no negativo Pn(aO, al, ... ,an) 

de tal forma que: 

(i) L po(ao) = 1, 
aoEY 

aoEY 
entonces: 

(a) existe una única medida de probabilidad /-L en (B(k),A) tal que 

donde j E Z y ai E Y denota (por abuso de notación) al conjunto 

unitario {ai} e 2Y ; 
(b) el desplazamiento bilateral 0": B(k) -+ B(k) preserva la medida /-L. 

(6) Desplazamiento bilateral de M arkov 

Particularicemos el desplazamiento general O" del Teorema lI.5. Sean 

P = (PO,Pl, ... ,Pk-l) un vector de probabilidad con entradas Pi > O Y P = 
k-l 

(pij)i,jEY una matriz estocástica (i.e.,pij ~ O,y, para cada i, LPij = 1) 
j=O 

k-l 
tales que pP = P (i.e., LPiPij = Pj). Las funciones 

;=0 

satisfacen las condiciones de consistencia del Teorema 11.5; la condición (i) 

porque P es un vector de probabilidad, la segunda condición porque P es 
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estocástica, y la tercera porque pP = p. Por consiguiente, hay una única 

medida ¡.t, preservada por el desplazamiento a y tal que 

El sistema dinámico medible (B( k), A, ¡.t, a), que denotaremos habitual

mente por (B(k),p, P, a), será llamado Despla-zamiento de Markov y ¡.t será 

llamada (p, P)-medida de Markov. 

Una demostración del siguiente resultado de Kriloff y Bogoluboff puede 

ser encontrada en el libro de P. Walters [Wal]. 

Teorema 11.3. Sea X un espacio métrico compacto; sea T: X -+ X una 

aplicación continua. Entonces existe una medida de probabilidad sobre los 

borelianos de X que es preservada por T. 
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§III El Teorema de Recurrencia de Poincaré 

Dada una transfomación que preserva medida y un subconjunto medi

ble de su dominio, casi todo punto del referido subconjunto regresa infinitas 

veces a él mismo por iteraciones de la transformación. El enunciado pre

ciso de esto, que lo hacemos a continuación, es la versión probabilística del 

Teorema de Recurrencia de Poincaré. 

Teorema 111.1. Sea (X, A, jl, T) un sistema dinámico medible. Dado A E 
A, seaAo el conjunto de los puntos x E A tales que Tn(x) E A para infinitos 

valores n ~ O. Entonces Ao E A y jl(Ao) = jl(A). 

Demostración: 
Sea m E N Y Bm = {x E X: Tn(x) E A para algún n ~ m}. Vemos 

que 

(i) Bo ::::> B 1 ::::> B 2 ::::> ••• , 

(ii) T- 1 (Bm) = Bm+t, Y 
00 

(iii) Ao = A n ( n Bm). 
m=O 

Luego, como T preserva medida, jl(Bm) = jl(Bm+d para todo m ~ O. 
00 

Por consiguiente, como jl(X) < 00, concluimos que p.( n Bm) = jl(Bo). 
m=O 

Así, jl(Ao) = jl(A n Bo) = jl(A), pues A e Bo .• 

Sean X un espacio topológico y T: X -+ X una transformación. 

Definimos el w-límite de x E X como el conjunto de los z E X tales que 

para toda vecindad U de z y todo m E N, existe n ~ m tal que Tnx E U. 
Decimos que x E X es recurrente si x E w(x) y denotamos 

Rec(T) = {x E X: x E w(x)} 
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Enunciamos ahora la versión topológica del Teorema de recurrencia de 

Poincaré. 

Teorema 111.2. Sea (X, B(X), JL, T) un sistema dinámico medible, donde 

X es un espacio topológico con base enumerable (y B(X) es la a-álgebra de 

los borelianos de X). Entonces JL-C. t.p. x es recurrente. 

Demostración: 
Sea (Un)¡O una b8.§e enumerable de abiertos de la topologia de X y sea 

Fn = {x E Un/ O+(Tx) n Un = 4>}, donde O+(T(x) = {Tx, T 2x, ... } es 
la órbita positiva de Tx. 

00 

Como cada Un es abierto, Fn e X\Rec(T). Así, U Fn e X\Rec(T). 
n=l 

Recíprocamente x E X \ Rec(T) implica que x pertence a algún Fn' En 

conclusión 
00 

X \ Rec(T) = U Fn. 
n=l 

Esto termina la prueba, pues, por la versión probabilistica (Teorema IIl.1), 

JL(Fn) = O, para cada n ~ 1 Y de este modo JL(Rec(T)) = 1. • 

Sea X un espacio topológico y T: X -+ X una aplicación. Definimos 

como conjunto no errante O(T) de T al conjunto de los x E X tales que 

para toda vecindad Y de x existe n ~ 1 tal que Tny n Y =1= 4>. 
Veamos que X \ O(T) es abierto. Si x E X \ O(T) entonces existe 

una vecindad abierta Y de x tal que, para todo n ~ 1, Y n Tny = 4>. 
Luego Y e X \ O(T). En otras palabras O(T) es cerrado y, en particular, 

boreliano. 

Corolario 111.2.1. JL(O(T) = 1. 

Demostración: Rec(T) e O(T) .• 

Corolario 111.2.2. Si JL es positiva sobre todo abierto no vacío, entonces 

O(T) = X. 
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Demostración: Si O(T) estuviese propiamente contenido en X entonces, 

como X \ O(T) es abierto, ¡.t(X \ O(T) > O, contradiciendo al Corolario 

II.9 .• 

Definimos el soporte de ¡.t como el conjunto supp (¡.t) = {x: para toda 

vecindad abierta V de x, ¡.t(V) > O}. 

Corolario 111.2.3. supp (¡.t) e Rec(T) 

Demostración: Si x E supp (¡.t) y V es una vecindad abierta de x, ¡.t(V) > 
O; luego V n Rec(T) #- fjJ, porque sino, 1 = ¡.t(X) ~ ¡.t(V U Rec(T)) = 

1 + ¡.t(V) > 1. • 

24 



§IV El Teorema de Birkhoff 

El teorema más importante de la Teoría Ergódica es el Teorema 

Ergódico de Birkhoff. Para probarlo necesitaremos de algunos resultados 

preliminares. 

Proposición IV.l: (Cambio de variables). 
Sean (X, B, J.L) un espacio de medida, (Y, e) un espacio medible y 

T: X -+ Y una transformación medible. Definamos T*J.L = J.L o T-1 : e -+ 

[0,00) por T*J.L(C) = J.L(T-1(C)). Entonces: 

(i) T*J.L es una medida sobre e, 
(i) Para toda función medible f: Y -+ C 

en el sentido de que si una integral existe, lo mismo ocurre con la otra 

y las dos son iguales. 

Demostración: 
Es fácil ver que T*J.L es una medida. 

Cuando f = XE es la función característica de E E e 

[XEd(T*U) = J.L(T-1(E)) Y 

L XE o Tdu = L XT-'(E)dJ.L = J.L(T-1 E), 

lo que implica que el resultado es verdadero por definición de T*J.L. En conse

cuencia, la fórmula vale para funciones simples (i.e., combinaciones lineales 

de funciones características). Si f: Y -+ [0,00) es una función medible, 
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entonces I es límite puntual de una sucesión creciente de funciones sim
ples, y el resultado sigue del Teorema de Convergencia Monótona. Además, 

cualquier función medible 1: y -+ R puede ser escrita como la diferencia 

I = 1+ - 1- de dos funciones medibles no negativas sobre Y y de este 
modo la fórmula es verdadera también en este caso. Fina.\!nente, cualquier 
función medible 1: y -+ e puede ser escrita como I = Re(f) + ilm(f) 
donde Re(f), Im(f): Y -+ R son funciones medibles. Luego la fórmula es 
verdadera en general. • 

Teorema IV.2. (Teorema Ergódico Maximal) 
Sean (X, A, p) un espacio de medida u-finito, T una transformación 

que preserva medida y lE Ll(X, A,p) de valores reales. Si 

entonces !*: X -+ (00,00) es medible y 

r Idp ? O, 
J{/.>O} 

donde {!* >O} denota el conjunto {x E X:f*(x) > O}. 

Demostración: (Debida a A. GarsÍa). Sean lo == O, In = 1+ I o T + ... + 
loTn-l y FN = ma.x In. Observemos que 

OSnSN 

00 

{f* > O} = U {FN > O}. 
N=l 

Así, basta probar que, para todo N ? 1. 

(1) 
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Para cada O ::; n ::; N se tiene que FN ~ In y de este modo FN o 

T+ I ~ In oT+ 1= In+l. Por consiguiente, si N ~ 1 Y Y E {FN > O}, 

FNOT(y)+/(y) > max In(y) 
- l$n$N 

pues y E {FN > O} 

i.e., 

(2) 

Como FN,FN oT E L1(X1 ,A,JL), se sigue de (2) que: 

f I > f FN - f FN o T 
J{FN>O} J{FN>O} J{FN>O} 

= f FN - f FN o T pues FN ~ O 
J x J{FN>O} 

~ L FN - L FN o T pues FN ~ O, 

= O por la Proposición IV.1. 

Esto termina la prueba de (1) y del Teorema. I 

Corolario IV.2.1. Si JL(X) < 00, se tiene que: para todo a E R 

en particular, 

JL({X: j*(x) = oo}) = O. 

Demostración: Como JL(X) < 00, I - a E L1(X, A, JL). Haciendo 

g = 1- a vemos que {g* > O} = {J* > a}. Así, por el Teorema Ergódico 
MaximalIV.2, 
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Luego 

[ fdJL? au({f* > a}). • 
JU*>a} 

Teorema IV .3. (Teorema Ergódico de Birkhoff) 

Sean (X, A, JL) un espacio de medida a-finito, T: X - X una transfor

mación que preserva medida y fE L1(X, A,JL). Entonces: 

(i) n~~~ (~f o T(X)) = 1(x) existe c.t.p.; 
)=0 

(ii) 1 es T-invariante i.e., 10 T = 1 e.t.p.; y 

(iii) 1 E L
1 

y 111111 ::; IIf1l 1 • 

Cuando JL(X) < 00 también se cumplen las dos condiciones siguientes: 

(iv) ~ (~f o Tj) converge a 1 en L 1 
; 

)=0 

(v) J}dJL = J fdJL. 

Demostración: 

Basta probar este Teorema cuando fE L1(X, A, JL) es de valores reales 

pues, una vez hecho esto, podemos escribirg E L1 (X, A, JL) como g = 

gl + ig2 donde gl, g2: X ~ R. 

28 

Supondremos, de ahora en adelante, que f: X-R. 

(i): 

Para cada a, (3 E R, con a < (3, sea 

n-1 

Ea,/3 = {x E X:liminf~ Lf(Tjx) < a < (3 < 
n-+ex> n 

j=O 

1 n-1 . 

< limsup- L f(T3 X )} 

n-+ex> n j=O 



Probaremos que para cada 0:,f3 (con o: < (3), ¡t(Eo ,¡3) = O. Luego la 
unión sobre todos los racionales o: < f3 tendrá también medida cero y de 

este modo el límite de (i) existirá c.t.p. x EX. 
Cada Ea¡3 es medible porque limsup y liminf de funciones medibles 

resultan siendo funciones medibles. 
Afirmamos que 

(1) 

En efecto, sea e e Ea,¡3 medible de medida finita. Vamos a suponer 
que f3 > O pues, caso contrario, argumentaríamos con - I y -o:. 

n-l 

Observemos que x E Ea,¡3 implica que, para algún n, ~ L lo Ti (x) > 
i=O 

n-l 

f3, de este modo (f - f3xc)*(x):= sup~ L(f - (]xc) o Ti (x) > O, o sea 
n~l j=O 

Ea,¡3 e {(f - (3xc)* > O}. 

En consecuencia, aplicando el Teorema Ergódico Maximal IV.2 a la función 

1- (3xc, tenemos que 

iU-¡3XC)*>O} 
Id¡t ? (3 [ Xc 

J{U-¡3xc)*>O} 

? f31 Xc = f3¡t( e) 
E"',/l 

En conclusión, si e e Ea,¡3 tiene medida finita y (3 > O entonces 

¡t(e) ~ _(31 [ Id¡t ~ _(31 [ 1I1 d¡t. 
J{U-¡3xc)*>O} Jx 

Ahora, como X es a-finito podemos escribir Ea,¡3 = U en de forma 
n~l 

que el e e2 e ... y ¡t(en) ~ ~ J 1I1 d¡t, lo que implica que ¡t(Ea,¡3) ~ 

~ J 1I1 < oo. Esto prueba (1). 
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Es fácil ver que T(Ea,p) e Ea,p. Así, podemos aplicar el Corolario 
IV.2.1 a 

(f - 13) IE",,~E L1 Y T IE",,~:Ea,p -+ Ea,p obteniendo 

ya que E a ,¡3 = {x E E a ,¡3: J*(x) > 13}. 
Argumentando con la pareja (-J, -a) de la manera como lo hicimos 

con (f,13), vemos que Ea ,¡3 e {( - 1)* > -a} y que 

1 -Jdp 2: -ap(Ea,p), 
E",,~ 

o sea 

Así 

y como a < 13, esto último es posible sólo si p(Ea,p) = o. Esto termina la 
prueba de (i). 
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(ii): 
Para c.t.p. x E X tenemos que: 

n-l 

jo T(x) = lim.!. '"' J(Ti+1(x)) 
n ..... ocn L...J 

i=O 

(
1 n . 1 ) 

= lim - '"' Jo T3(X) - - J(x) 
n ..... oc n L...J n 

i=O 

= lim (n + 1._1_ ~ J o Ti(X)) 
n_oc n n + 1 L...J 

j=O 

= j(x). 



(iii): 

Sea IJlla función obtenida aplicando i) a IJI E C'(X,A,¡.t). Como 

1 n-l 1 n-l 

- EJoTj ~ - EIJloTj 
n i=O n i=O 

tenemos que IJI ~ IJI. También, como T preserva ¡.t (Ver Proposición IV.1), 

I IJ o Ti 1 d¡.t = I IJI d¡.t para j ~ O. En consecuencia, usando el Lema de 

Fatou obtenemos 

n-l 

= liminf! '" J IJ oTil n~oo n ~ 
i=O 
n-l 

= liminf! '" J IJI n-+oo n ~ 
j=O 

= liminf J IJI 
n~oo 

= JIJI < oo. 

En otras palabras (iii) es verdadero. 

(iv): 

En esta parte de la prueba usaremos la Proposición 1.12. Como ¡.t(X) < 
00, Loo (X, A, ¡.t) e L1(X, A, ¡.t). Supongamos primero que J E Loo; se sigue 

de (i) que 

(2) 
n-l 

j(x)-!¿JoTi(x) -+0 c.t.p. 
n i=O 
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También, para c.t.p. x, 

y así, para c.t.p. x, 

_ 1 n-1 . 

I/(x)1 ~ n~~;;: ¿ 1I oTJ(x)1 
j=O 

n-1 

~ liin.!.. "11/1100 
n-+oon L...J 

j=O 

= 11/1100' 

n-1 

j(x) - .!.. ¿(f o Tj)(x) 
n 

k=O 

n-1 

~ 11/1100 +.!.. ¿ 11I oTjlloo ~ 211/1100· 
n j=O 

Por tanto la sucesión (2) está dominada (JL-c.t.p.) por una constante, 

luego podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada para con
cluir que I E Loo e L1 implica que 

(3) 
1 n-1. _ 

- ¿(f o TJ) converge a I en L1. 
n j=O 

Sean I E L1 Y é > O. Por la densidad de LOO en L1 existe lo E Loo tal que 

111 - 10111 < e/3; luego como j - jo = (f~/0) se sigue de (ii) que 

También, por (3), existe un entero N tal que, para todo n ~ N, 
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_ 1 n-l . 

lo - - ¿lo oTJ 
n j=O 

< e/3. 

1 



En consecuencia, para todo n ~ N, 

_ 1 n-1 . 

1- - LloTJ 
n ;=0 

pues 

1 n-1 . 

- L(f-/o)oTJ 
n ;=0 

1 

_ 1 n-1 . 

+ lo - - L lo o TJ 
n ;=0 

1 n-1 . 

+ -L(f-/o)oTJ <e, 
n ;=0 

1 n-1 

~ ~ L 111 - 10111 = 11I - 10111 < eJ3. 
;=0) 

Como e > O es arbitrario, esto termina la prueba de (iv). 

(v): 
Usando (iv) y el hecho que T preserva J.L tenemos que: 

n-1 

= lim "" J IdJ.L n --+ IX) L.,¡ 
;=0 

(Prop. IV.l) 

= J IdJ.L • 

Corolario IV.3.lo (Teorema Ergódico LP de Von Neumann). 

Sean (X, A, J.L) un espacio de probabilidad, T: X -- X una transfor

mación que preserva medida y 1 ~ P < oo. Si lE CP(X, ,J.L) entonces: 
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(i) n~~~ (¡: f o T(X)) = j(x) existe c.t.p.; 
J=O 

(H) ¡ E LP Y 11¡ll
p 
~ IIfllp j y 

(iii) ~ (f f o Ti) converge a j en LP. 
J=O 

Demostración: Basta probar este resultado para el caso f: X -+ R. Como 

X tiene medida finita, LP e Ll y asi (i) del Teorema de Birkhoff implica 

(i) de este corolario. También LP e L 1 implica que las pruebas de (iii) y 
(iv) del Teorema de Birkhoff pueden ser fácilmente adaptadas para probar 

(ii) y (iii), respectivamente, de este corolario .• 

Corolario IV.3.2. Para todo A,B E A 

n-l 

lim .!. "J-L(T-i(A) n B) = JXA . XBdJ-L n~CX) n L...,.¿ 
i=O 

Dem,ostración: Para cada j, 

Como XA E L2(X) ae sigue del Teorema Ergódico LP de Von Neumann 

que, en L2 , 

Luego 

1 n-l . 

- LXA oTJ -+ XA. 
n i=O 

• 
En el Teorema de Birkhoff, la función ¡ llámase promedio orbital de f y 

J f dJ-L llámase promedio espacial de f. Si XA es la función característica de 
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un conjunto medible A E A y x E A, el promedio orbital de XA denótase 

por T A Y T A (x) es llamado promedio temporal de estadía de x en A. La 

función T A es particularmente expresiva pues 

y 
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§V Transformaciones Ergódicas 

Sea (X, A, 1', T) un sistema dinámico medible. Decimos que A E A es 
T-invariante si JL(A~T-l A) = O. Decimos que T es ergódica, o también 

que l' es ergódica, si A E A T-invariante implica que JL(A) es cero o uno. 

Lema V.l. Sea T:X - X una transformación que preserva medida de 

un espacio de probabilidad (X, A, 1'). Sean .Ao un álgebra que genera A y 

A, B E A. Para todo é > O existen Ao, Bo E .Ao tales que para todo entero 

j ~ O, 

(i) IJL(A)· JL(B) - JL(Ao) . JL(Bo)1 < é 

(ii) IJL(T-j A n B) - JL(T-j Ao n Bo)1 < é 

Demostración: Sea é > O dado y sean A,B E B. Usando el Teo

rema de Aproximación 1.5, escojamos Ao,Bo E .Ao con JL(A~) < é/2, 

JL(B~Bo) < é/2 Y IJL(A)· JL(B) - JL(Ao)JL(Bo)1 < é. Para todo j ~ O, 
(T-jA n B)~(T-jAo n Bo) e (T-jA~T-jAo) u (B~Bo), de este modo 

tenemos que JL(T-j A n B)~(T-j Ao n Bo) < é y, como consecuencia, lo 

requerido en el lema. • 

Teorema V.2. Sea (X,A,p,T) un sistema dinámico medible. Sean 1 ::; 
p ::; 00 y S una semiálgebra que genera A. Las siguientes afirmaciones son 
equivalentes: 

(i) Tes ergódica; 

(ii) Para toda función medible f:X - R tal que f(Tx) ~ f(x) c.t.p., se 
tiene que f es constante e.t.p.; 

(iii) Para toda función medible f:X 1-+ e que sea T-invariante (i.e., 

f(Tx) = f(x), c.t.p.) se tiene que f es constante e.t.p.; 

(iv) fE LP implica que el promedio orbital ¡ es constante e.t.p.; 

(v) fE LP implica que el promedio orbital ¡ = J fdJL c.t.p.; 
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(vi) para todo A E A y para e.t.p. x E X 

p(A) = XA(X) = lim.!.#{O::; j::; n -l:Ti(x) E A}; 
n n 

(vii) Para todo A, B E S vale 

Demostración: 
(i) => (ii): 

1 n-l . 

lim- " plT-J(A) n B) = p(A)· p(B). 
n n L... 

i=O 

Sea f:X -t R medible tal que f o T(x) 2:: f(x) c.t.p.; si f no es 

constante c.t.p. entonces existe e E R tal que el conjunto medible 

B = {x:c 2:: f(x)} 

satisface O < p(B) < 1. Sin embargo y E T-l(B) implica por hipótesis que 

e 2:: f(T(y)) 2:: f(y) c.t.p. y E T-1(B); 

Así, p(T-l(B) \ B) = O Y como también p(T-1(B) = p(B) (pues T 

preserva p), concluimos que p(T-1(B)6.B) = o. Por ergodicidad p(B) es 

cero o uno, lo que es una contradicción. 

(ii)=> (iii): Obvio. 

(iii)=> (iv): Obvio 

(iv) => (v): 
Dado f E LV, porque LV e L1 y por el Teorema Ergódico de Birkhoff, 

i = J idp = J fdp c.t.p. 

(v) => (vi): 
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Se sigue directamente de la hipótesis pues si A E A y % E A entonces 

XA E LP Y 

1 . 1 n-l . 

-#{O $ j $ n -l:T!% E A} = - LXA OT3(%). 
n n j=O 

(vi) ~ (vü): 

Por hipótesis y por el Corolario IV.3.2 

(vü) ~ (i): 

n-l 

~.! L¡l(T-j(A) nB) = JXA. XB 
n j=O 

= ¡l(A)· J XB 

= ¡leA) . ¡l(B). 

Como cada elemento del álgebra, Ao generada por S puede ser escrita 
como unión disjunta finita de miembros de S (Teorema 1.1), se sigue que la 
propiedad de convergencia (vü) vale también para todos los elementos de 

Ao. 

Sea é > O Y sean A, B E A. Usando el Lema V.1 escojamos Ao, Bo E 
Ao tales que para todo j ~ O 
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n-l 

Como por el Corolario IV.3.2, lim1. ~ ¡.t{T-j A n B) existe, tenemos que 
n n~ 

y así 

j=O 

1 n-l . 

lim-~ ¡.t{T-; A n B) - ¡.t{Ao) . ¡.t{Bo) 
n n~ 

j=O 

1 n-l. 1 n-l . 

= lim-~ ¡.t{T-J A n B) -lim-~ ¡.t{T-; Ao n Bo) 
nn~ nn~ 

j=O j=O 

1 n-l. . 

~ lim-~ \¡.t{T-; A n B) - ¡.t{T-; Ao n Bo)\ ~ é, 
n n~ 

j=O 

1 n-l . 

lim-~ ¡.t{T-; A n B) - ¡.t{A) . ¡.t{B) ~ 2é. 
n n~ 

j=O 

Como é > ° es arbitrario, esto implica que la propiedad de convergencia 
(vii) vale para todos los elementos de A. 

Si A E A es T-invariante entonces, para todo j 2:: 0, ¡.t{T-j A.6.A) = ° 
y de este modo ¡.t{T-j A n AC

) = 0, de donde se concluye que 

luego ¡.t{A) E {O, 1}. I 
Ahora presentamos algunos ejemplos de transformaciones ergódicas. 

Estos ejemplos fueron introducidos en § 11. 
(1) Los desplazamientos de Bernoulli son ergódicos: 

Esto sigue del Teorema V.2,{vii) porque la condición 

1 n-l . - L ¡.t{T-; A n B) -+ ¡.t{A)¡.t{B) 
n j=O 
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es.fácilmente verificada cuando A y B son cilindros. 

(2) Las rotaciones irracionales del círculo son ergódicas 
Sea (SI,B,J-t) el espácio de probabilidad donde S' = {z E e/lzl = 

1}, B es el álgebra de los borelianos y J-t es la medida de Haar. 

Veamos que la rotación T(z) = az en SI es ergódica si, y sólo si, a 
no es raíz de la unidad. En efedo. Sea a una raíz de la unidad, entonces 

para algún entero p i= O, aP = 1. Si f(z) = zP entonces f o T = f pero f 
no es constante c.t.p. Luego, por el Teorema V.2,(iii), T no es ergódica. 

Recíprocamente, supongamos que para todo entero n i= O an i= 1 Y que 

f o T = f donde f E L2(J-t). Usando las series de Fourier, 

~ ~ 

f(z)= L bnzn y foT(z)=f(az)= L bnanzn, 
n=-(X) n=-(X) 

lo que implica que bn(an - 1) = O para todo n. Si n i= O entonces bn = O Y 

de este modo f = bo es constante c.t.p. Luego, por el Teorema V.2,(iv), T 
es ergódica. 

(3) Los endomorfismos z --+ zP del círculo, con Ipl > 1, son ergódicos. 
Sea p i= O un entero y sea T: SI --+ SI dado por Tz = zp. Sea J-t la 

medida de Haar de S' (ver el ejemplo anterior). Ya vimos que T preserva J-t. 
Probemos que si Ipl > 1 entonces T es ergódica. Supongamos que fE L2(J-t) 

~ 

yj o T = f. Si f(z) tiene serie de Fourier f(z) = L anzn entonces 
n=-oo 

~ 

f(Tz) = L anzpn . Por consiguiente an = apn = ap2n = ap3 n = ... y 
n=-~ 

así si n i= O debemos tener que an = O porque los coeficientes de Fourier 
~ 

satisfacen L lajl2 < oo. Luego f(z) = ao constante c.t.p y por. el 
j=-~ 

Teorema V.2,(iii) T es ergódico. 

Sean X un espacio topológico y T: X --+ X una aplicación. Decimos 

que T es transitiva si existe x E X tal que la órbita positiva de x O+(x) = 

40 



{x, Tx, T 2 x, ... } es densa en X. En el caso de espacios topológicos, el 
resultado siguiente establece una conexión entre ergodicidad y transitividad. 

Teorema V.3. Sea (X, 13(X), p, T) un sistema dinámico medible, donde 

X es un espacio topológico. Si T es ergódica y p es positiva en todo abierto 

(no vacío), entonces T es transitiva. 

Demostración: Sea {Ui}i,;1 una base enumerable de abiertos. Sea 

00 

Ai = U T-n(Ui). 
n=O 

Como T- 1(Ai) e Ai y p(T-1 A i) = p(Ai), p(T-1 A i6.Ai) = O; i.e., cada 
Ai es T-invariante y así, por la ergodicidad de T, p(Ai) = 1. Esto implica 

que si 
00 00 

A:= n Ai = n U T-n(Ui) 
i=1 i=1 n~O 

entonces p(A) = 1 Y también que si x E A entonces, para cada i, existe un 
entero ni 2: O tal que Tni(x) E Ui, o sea la órbita de x es densa .• 

Observaciones: 

(1) Si X es de Baire, 
00 n U T-n(Ai) 

i=1 n~O 

es residual. 

(2) El recíproco del Teorema V.3 es falso. Furstemberg [Fur] construyó un 
difeomorfismo analítico del toro T2, mÍnimal (i.e. toda órbita densa), 

preservando la medida de Raar de T 2 , positiva en abiertos pero que no 
es ergódica. La medida de Raar de T2 = S1 X S1 es la medida producto 

p x p, donde p es la medida de Raar de S1. 

Un par de condiciones equivalentes a la transitividad son presentadas 

en el siguiente resultado. 

41 



Proposición V.4. Sea T: X -+ X una aplicación continua de un espacio 

topológico de Baire X con base enumerable. Las siguientes afirmaciones 

son equivalentes. 

(i) T es transitiva; 

(ii) Existe un subconjunto residual U e X tal que x E U implica que el 

conjunto w-Hmite w(x) es igual a X; 

(iii) Para todo abierto U e X el conjunto U T-j(U) es denso en X. 
j~l 

Demostración: 

(i) => (iii) : 
Sean x E X tal que w( x) = X, z E X Y U e X un conjunto abierto. 

Como {z} U U e w(x) tenemos en primer lugar, que dada una vecindad V 
de z existe un entero n > O tal que Tn x E V Y en segundo lugar, que existe 
un entero m > n tal que Tm(x) E U. Se sigue de esto que 

Luego, T-(m-n)(u) interseca V. Como elpunto z y la vecindad V de z son 

arbitrarios, U T-j(U) es denso en X. 
j~l 

(iii) => (ii) : 
Sea {Un}~=l una base enumerable de abiertos de X. Como cada Sn = 

U T-j(Un) es abierto y denso, S = n Sn es residual. Resta probar que 
j~l n~l 

x- E S implica que w(x) = X. En efecto, dado Un, tenemos que x E Sn y 

de este modo existe m ~ 1 talque Tmx E Un' Como Un es arbitrario, esto 

prueba que {x,Tx,T2 x, ... } es denso en X y que w(x) = X. 

(ii) => (i) Obvio. • 
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§VI Mezcla 

Sea (X, A, JJ, T) un sistema dinámico medible. Decimos que T es mez
clante si, para todo A, B E A, 

.lim JJ(T-i A n B) = JJ(A)JJ(B) 
)-00 

Proposición VI.1. Sean (X,B,JJ) un espacio de probabilidad, S una 
semiálgebra que genera A y T: X -+ X una transformación que preserva 

medida. Entonces T es mezdante si, y sólo si, para todo A, B E S 

(i) .lim JJ(T-j A n B) = JJ(A)JJ(B) 
)-00 

Demostración: La necesidad es obvia. Probemos la suficiencia. Como 

cada elemento del álgebra .40, generada por S, puede ser escrito como 
una unión disjunta finita de miembros de S (Teorema 1.1) se sigue que la 

propiedad de convergencia (i) vale también para todos los elementos de .40. 
Sea é >0 dado y sean A,B E A. Usando el Lema V.l tenemos que 

existen Ao, Bo E .40 tales que, para todo j ~ O, 

\JJ(A) . JJ(B) - JJ(Ao) . JJ(Bo) \ < é Y 

\JJ(T-i A n B) - JJ(T-i Ao n Bo)\ < é. 

Luego, si j es suficientemente grande, 

\JJ(T-i A n B)) - JJ(A) . (B)\ < 4é. 
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Como A, B e é > O son arbitrarios, T es mezclante. I 

Sean X un espacio topológico y T una aplicación. Decimos que T es 
topológicamente mezclante si para todo par de abiertos no vacíos U, V existe 
N E N tal que, para todo n ;::: N, T-n(U) n V =F <p. 

Las nociones de mezclante y topológicamente mezclante relaciónanse, 
en espacios topológicos, por el siguiente resultado. 

Teorema VI.2. Sea (X, B(X), 1', T) un sistema dinámico medible donde 
X es un espacio topológico. Supongamos que l' es positiva en todo abierto 
(no vacío) y que T es una transformación mezdante. Entonces T es 
topológicamente mezclan te. 

Demostración: Sean U y V abiertos no vacíos. Como T es me7.clante 

limJL(T-nU n V) = I'(U) 'I'(V) > O. 
n 

Entonces para todo n suficientemente grande I'(T-nu n V) > O Y de este 
modo T-n(u) n V =F <p. I 

Como en el caso de ergodicidad, podemos usar la Proposición VI.l para 
concluir que los desplazamientos de Bemoulli (unilaterales y bilaterales) son 
mezclantes. 

Es claro que toda transformación mezclante es ergódicaj sin embargo la 
recíproca no es verdadera y un ejemplo de ello son las rotaciones irracionales 
del círculo (verifíquese). 

El endomorfismo z -+ zm del círculo, con m ;::: 2, es mezclante. La 
prueba será hecha más adelante, en §IX, mostrando que él, como sistema 
dinámico medible, es el mismo objeto que el desplazamiento unilateral 

B+(m,p,u) dondep= (~,~, ... ,~). 

Transformación de Gauss 
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En la sección II probamos que la Transformación de Gauss <p: [O, 1) -t 

[O, 1) definida por 

(1) 
1 1 

<pe x) = - - [-] si x # O 
x x 

<p(0) = O 

preserva la medida ¡.t dada por 

(A) __ l_ f ~ 
l' - log 2 J A 1 + x . 

La transformación <p es mezclante (Ver [Bil]). Nosotros sólo probaremos 
que <p es ergódica siguiendo de manera bastante próxima a la presentación 
de Billingsley [Bil]. Para esto necesitaremos de algunos resultados de la 
Teoría de Números. 

Decimos que una sucesión {xn}n~o de elementos de la semirecta ex
tendida (0,00] = (0,00) U {oo} es normal si x j = 00 implica que X n = 00 
para todo n ~ j. Definimos 

1 
Ixolxl1x2 ···IXk = ----,.--------

1 
Xo + --------

Xl+------

donde usamos el convenio habitual 1/00 = o. Cuando el límite 

lim Ixol xllx2 ... 1 X n exista, lo denotaremos por 
n .... oo 

Asociemos a cada x E [O, 1) la sucesión a( x) = {an}go en N U {oo} 
cuyos términos están dados por 

(2) 
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Ciertamente a(x) es normal y la llamaremos sucesión normal asociada a x. 
Se sigue 

de (1) que si ° :::; x < 1, entonces 

(3) 
1 

x = (ao + <p(x» = . (r ao + <p x 

Repitiendo el procedimiento obtenemos 

1 
x = laol (al + <p2(x» = ---1--

Más generalmente, 

(4) 

ao+ ---,,-
al + <p2(X) 

Dada una sucesión normal b = {bn}go de números naturales ~ 1, de

finamos por inducción en n, los números naturales Pn = Pn(b), qn = qn(b) 

mediante las fórmulas 

(5) P-l = 1, Po = 0, Pn = bn-lPn-l + Pn-2, n> l' - , 

Argumentando por inducción es fácil ver que 

(6) 

(7) I I I I ( ) Pn + tpn-l 
bo bl ... bn- 2 bn- l + t = , 

qn + tqn-l 
tE [0,1], n~l, 
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(8) 
Po P2 P2n P2n-l 1'3 Pl 1 O=-<-<···<-< .. ·<--< .. ·<-<-~ , n ~ 1, 
qo q2 q2n q2n-l q3 ql 

y 

(9) 

Usando (6) obtenemos 

(10) 

y de este modo por (9) 

(11) 

Como la derivada de la función x -+ logx, en x = 1, es 1, se sigue de (11) 
y del teorema del Valor Medio aplicado a 

que 

(12) 

Teorema VI.3. 
(í) Para toda sucesión normal b = {b .. }go de elementos de N U {oo}, el 

límite lbol b¡1~ ... existe, pertenece a [0,1) Y 

n> 2' - , 

(ii) Para todo O ~ x < 1, la sucesión normal b = {bn}go asociada a x es la 
única que satisface 
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Además, x es racional {:> <pn(x) = ° para algún n E N {:> x = 

Ibol bl .. . Ibn para algún n E N. 

Demostración: (i) Probemos este ítem solamente cuando todo bn E N. 

Seapn =Pn(b) y qn = qn(b), n = -1,0,1, .... Como, para n ~ 2 Y k E N. 

usando (9) Y (10), podemos obtener 

k ~ o. 

En consecuencia, por (7), concluimos que el límite Ibol bll~ ... existe y 

satisface la desigualdad requerida. Se sigue de (8) que Ibo I bll~ . .. es un 
elemento de [0,1). 

(ii) Supongamos que para todo n E N, <pn(x) =1- ° (i.e., bn =1- O). Se 
sigue de (4) Y (7) que 

(13) I J.~I b lb I (b n()) Pn + <pn(X)Pn_l 
X = V(J 1·· . n-2 n-l + <p X = n( ) , 

qn + <p X qn-l 
n ~ 1, 

donde Pn = Pn(b) y qn = qn(b). Así, usando (9) y (10) concluimos que 

Vamos a probar ahora que si {cn}O' es una sucesión normal de elementos 

de N U { oo} tal que x = /el I cllc2 . .. entonces, para todo n EN, bn = Cn • 

Se sigue de (i) que 81 = Ibll ~ Ib3 . .. y tI = ICll c21c3 . .. son elementos de 
[0,1); luego 
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con bo E N \ {O} Y Ca E N U {oo}, implica que bo = Ca Y Sl = t l . Repitiendo 

el proceso obtenemos que Ibllb:!lba'" = IC11 C2icJ ... implica que bl = Cl 
y lb:! I b3 Ib4 ••• = IC21 c3Ic4 ••.. Así, por inducción, concluimos que bn = Cn 
para todo n. 

Lo que resta por probar de (ii) es dejado al lector. I 

Sean bo, bl , ... , bn- l enteros positivos y sea ~(bo, bl , ... , bn- l ) el con

junto de los x E [0,1) tales que ao(x) = bo, al (x) = bl , . .. ,an-l (x) = bn- l . 

El conjunto ~(bo, bl , ... , bn- l ) será llamado intervalo fundamental de rango 

n. Observemos que ~(bo,bl, ... ,bn-l) es la imagen de [0,1) mediante la 

función 'l/J(bo,b1, ... ,bn _ 1) definida por 

(14) 'l/J(bo,blo ... ,bn_1)(t) = lbol bl ... I(bn - l + t), ° ~ t < 1. 

Por la forma de la función (ver (8)) se sigue que 'l/J(bo,b1, ... ,bn-d es creciente 

para n par y decreciente para n impar. Por (7) tenemos 

donde Pn Y qn son definidos inductivamente, en término de los bk , por las 

fórmulas (5). Por consiguiente 

"'(b b b) [pn Pn + Pn-l) L..l o, 1, .. ·, n-l = -, 
qn qn + qn-l 

si n es par, 

si n es impar. 

Se sigue de (6) que 

donde A denota la medida de Lebesgue. Es fácil ver que los intervalos 

fundamentales de rango n determinan una partición de [0,1) en intervalos 
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cuya longitud (por (9) y (15» es de, a lo más, 2-n+1. En particular la 
clase de intervalos fundamentales genera la a-álgebra A de los borelianos 

de [0,1). 

Dada una probabilidad m: A -+ [0,1] y dados A, B E A con m(B) > O, 

denotaremos 

(A lB) 
_ meA n B) 

m - m(B) . 

Probaremos ahora que cp es ergódica con respecto a J-l. Fi-

jemos bo,b1, ... ,bn- 1 y escribamos 1/1 por 1/1(bo.b1 •...• b .. _l) Y 6.n por 
6.(bo,bl,' .. ,bn-¡). El intervalo 6.n tiene longitud 11/1(1) -1/1(0)1 y, si 

O ::; Y < z ::; 1, el intervalo 

tiene longitud 11/1(z) -1/1(y)l. En consecuencia 

-n 1/1 ( z) - 1/1 (y ) 
A(cp [y, z)l6.n) = 1/1(1) -1/1(0)" 

Por (14) y (6) 

(16) A(cp-n[y, z)l6.n) = (z _ y) qn(qn + qn-l) . 
(qn + yqn-¡)(qn + zqn-l) 

Como 

la expresión de la derecha en (16) está entre 1/2 y 2 y así 

(17) 

donde escribimos A por [y,z). Pero entonces (17) vale también si A es una 

unión disjunta de intervalos y, consecuentemente, para cualquier A E A. 
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Como, para todo x E [0,1), 1/2 ~ l/(l+x) ~ 1, se sigue de la definición 

de la medida de Gauss JL que 

(18) 'x(M) < H(M) < 'x(M) , M E A. 
2log2 - r - log2 

Se sigue de (17) y (18) que 

donde e = 4/ log 2. 

Supongamos que A es invariante por cp. Entonces 

yen consecuencia, caso JL(A) > O, 

Luego, 

(20) c-1 JL(E) ~ JL(EIA) 

vale para uniones disjuntas finitas E de intervalos fundamentales; como 

estos conjuntos forman un álgebra generando A, (20) vale para cualquier 

E E A. Tomando E = AC, vemos que JL(A) debe ser 1. Luego cp es ergódica 
con respecto a JL. 

Se sigue del Teorema Ergódico de Birkhoff que si f es una función 

integrable en el intervalo unitario, entonces 

1 n-l 1 lol f( ) 
lim - "f(cpk(x» = - _x_dx 

n-oo n L.J log2 o 1 + X 
k=O 

c.t.p. 
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Aquí "integrable" y "c.t.p." se refieren tanto a l' como A gracias a la 

relación (18). 
Para obtener una aplicación a aproximación Diofántica, mostraremos 

que 

(21) 
1 ~2 

lim -qn(a(x)) = 121 2' c.t.p. x. 
n_oc n og 

Probemos primeramente que 

1 n-l 
( ( » = rr (lak(x)1 ak+l(x) .. ·Ian-l(x». 

qn a x k=O 
(22) 

Se sigue inductivamente por (5) que pi+l(a(x) = qj(a(<p(x»), y por con
siguiente 

1 rrn Pn+l_k(a(<pk-l(x») 
qn(a(x» = k=l qn+l_k(a(<pk-l(x))) 

lo que es exactamente (22). 
Ahora, por (13) 

Pn(a(x» + <pn(X)Pn_l(a(x» 
X = qn(a(x» + <pn(X)qn_l(a(x» ' n ~ 1, x E [0,1), 

Y de este modo por (12) y (7) 

Ilog<pk-l(X) -log(lak_l(x)1 ak(x) .. . lan--l(x» I ~ 2-n +k+l 1 ~ k ~ n, 

y, en consecuencia, por (22), 

donde aquí, y en lo que sigue, ° es un número, cuyo valor no es el mismo 
en cada ocurrencia, satisfaciendo 101 ~ 1. Por consiguiente, 

(23) 
1 1 n-l 40 
-logqn(a(x» = -- '" log(<pk(x» + -. 
n nL..,¿ n 

k=O 
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Por el Teorema Ergódico 

lim {-~ ~lOg(<Pk(X))} = -1 1
2 

(_lol.:::.-
gx

_
d
_
X 

n_oo n og Jo + X 
k=O 

c.t.p. 

Integración por partes reduce esta integral a 

1 11 1 (1 + ) 1 00 11 
k _ og xdx=_~)_l)k _x_dx 

log 2 o x log 2 k=O o k + 1 

1 00 ( _l)k 71"2 

= log2 L (k + 1)2 = 121og2 
k=O 

Así, (21) sigue de (23). 
Veamos algunas consecuencias de (21). Por (13) y (10) 

así, por (21), 

lim ~ log Ix - pn~a~x~~ I = -~, c.t.p. 
n_oo n qn a x 61og2 

Esto quiere decir que la discrepa..llCia entre x y su aproximante ::f:f:H 
es c.t.p. x del orden de e-n1r2 /(6Iog2). Similarmente se sigue, por (15), que 

si 6 n (x) es el intervalo fundamental de rango n que contiene x, entonces 

1 71"2 
lim -log.x(6n (x)) = --1- c.t.p. x. 

n-oo n 6 og 2 

Finalmente, por (18), tenemos 

1 71"2 
lim -logJL(6n (x)) = --61 2 c.t.p. x. 

n-oo n og 

53 



§VII Desplazamientos de Markov: Mezcla y ergodici
dad 

Sea A = (aij) una matriz. Decimos que A es no negativa (resp. posi
tiva) si aij ~ O (resp. a¡j > O) para todo i,j. Una matriz cuadrada 

A = (aij)~-1 no negativa es irreducible si para todo par i,j existe algún 

entero k > O tal que a~;) > O donde a~;) es el (i,j)-ésimo elemento de A k • 

Una matriz irreducible A es aperiódica si existe k> O tal que a~;) > O para 
todo i,j. 

Necesitaremos del siguiente resultado (ver [Gau]). 

Teorema Vll.1. (Teorema de Perron-Frobenius). Sea A = (aij):-l una 
matriz n x n no negativa. Entonces: 

(i) existe un autovalor A ~ O tal que ningún otro autovalor de A tiene 
valor absoluto mayor que A; 

(ii) mini (:Ej~~ aij) ~ A ~ max¡ (:Ej~~ aij); 

(iii) asociados a A existen un autovector fila a izquierda u = (uo, Ul, ... , un -¡) 
y un autovector columna a derecha 

V= 

ambos no negativos; 

Vo 
V1 

Vn-l 

(iv) si A es irreducible entonces A es un autovalor simple y los autovectores 
correspondientes son positivos; 

(v) si A es aperiódica entonces A> 11'1 para todo autovalor l' =f. A de A. 

Es fácil probar, por inducción en P, lo siguiente: 
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Lema Vn.2. Sea A = (aij)~-l una matriz n x n. Entonces para todo 

entero f ~ 2, la (i,j)-ésima entrada aW de Al satisface 

Sea A = (aij )~-l una matriz n x n no negativa. Asociémosle un gráfico 
r A formado por los n puntos del conjunto {O, 1, ... , n-1} y exactamente por 

un arco orientado [ij j] de i hacia j siempre y cuando aij > O. Observemos 
que rAes un gráfico conexo por caminos orientados si, y sólo si, para todo 

(i,j), existe una sucesión finita jl,h, ... ,jl, con jl = 1 Y ji = j, tal que 

pues el camino orientado [it j h] * ... * [it.-l j jR.] (obtenido por yuxtaposición) 
conecta i con j. Observemos que si 

O 1 

entonces r A es conexo, mas no conexo por caminos orientados. 

Para obtener una matriz irreducible o para reconocerla tenemos: 

Proposición vn.3. Sea A = (aij)~-l una matriz n x n no negativa. Son 
equivalentes: 

(i) A es irreducible; 

(ii) El gráfico rAes conexo por caminos orientados. 

Demostración: 
(i) =? (ii): 
Como A es irreducible tenemos que para todo i, j existe un entero 

N ~ 1 tal que 
n-l 

O < a~f) = L aik1 ak1 k2 •• .akN_d· 
k.=O 
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Así, algún aUe1 ak1k2 ••• akN_ti =1 O, pues (siendo A no negativa) todos los 

sumandos son ~ O. 
(ii) => (i): 

Por hipótesis, dado (i,j) arbitrario existe un camino orientado 

en r A; luego aW) =1 O. Así, A es irreducible. I 

Recordamos que los desplazamientos de Markov fueron introducidos en 

(5) de §II. Tenemos 10 siguiente: 

Teorema VII.4. Sea (B(n),p,P,a) un desplazamiento de Markov con p 
positivo. Entonces: 

(i) (B(n),p, P,a) es ergódico si, y sólo si, la matriz estocástica P es irre

ducible; 

(ii) (B(n),p,P,a) es mezclante si, y sólo si, P es aperiódica. 

La prueba de este teorema está contenida en las proposiones VIl.6 y 

VII. 7 siguientes. 

Lema VII.5. Sea P una matriz estocástica que tiene un vector de proba
bilidad p positivo tal que pP = p. Entonces 

Q = lim ~(I + P + ... + p N ) 
NN 

existe. La matriz Q también es estocástica, QP = PQ = Q, y todo au

tovector de P asociado al autovalor 1 es también autovector de Q. Además, 
Q2 =Q. 

Demostración: Seja Xj la función característica del cilindro C(O;j). Por 
el Teorema de Birkhoff 

N-l 

~ L Xj(a-kx) -+ Xj(x) J.L - c.t.p. 
k=tJ 
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Entonces, para todo i, 

1 N-l 
~ -k-

N ~ Xi . Xi o a --+ XiXi 
k=O 

¡.t-c.t.p. 

Por el Teorema de la Convergencia Dominada, 

Ahora bien, si Y = {O, 1, ... ,n - 1} entonces 

N-l N-l 

~ L J Xi . Xj(a-k)d¡.t = ~ L J Xi' XC(k,j)d¡.t 
k=O k=O 

1 N-l 

= N L ¡.t(C(Oji) n C(kjj)) 
k=O 

1 N-l 

= N L L PiPil1 P l ll2 •• ·Plk_lÍ 
k=O l.EY 

=Pi ~ LP~7) ( 

N-l ) 

k=O 

siendo que la expresión dentro del paréntesis es la (i, j) entrada de la matriz 

N-l 
~~pk 
N~ , 

k=O 

donde po denota la matriz identidad. Luego, existe una matriz 

N-l 

Q= lim ~ ~ pK 
N-coN ~ 

k=O 
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con entradas 

Si R = (r ij) as una matriz estocástica, entonces P R = (x ij) es también 

estocástica. En efecto, 

n-l n-l n-l 

LXij = L LPikrkj 
j=O j=O k=O 

n-l n-l 

= LPik Lrkj 
k=O j=O 

n-l 

= LPik = 1. 
k=O 

N-l 

Análogamente P + R es estocástica y de este modo Ji L pj y (conse
j=O 

cuentemente) Q son estocásticas. 

En estas circunstancias es fácil ver que Q P = Q = PQ, que Q2 = Q y 

quepQ =p .• 

Proposición VII.6. Sea (B (n), p, P, q) un desplazamiento de Markov (con 
P positivo). Sea Q la matriz obtenida en el Lema VII. 5. Las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 
(i) La (p, P)-medida de Markov ¡.t es ergódica; 

(ii) Todas las filas de la matriz Q = (qij)~-l son idénticas. Cuando este es 

el caso, para todo (i,j), Pj = qij; 

(iii) Toda entrada de Q = (qij) es positiva; 
(iv) P is irreducible; 

(v) 1 es un autovalor simple de P. 

Demostración: Denotemos Y = {O, 1, ... ,n - 1} Y probemos primera

mente que cuando las filas de la matriz Q = (qij) son idénticas, digamos a 
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q = (qO,ql, ... ,qn-l), entoncesp = q. En efecto, se sigue del Lema VII.5 

que pQ = P, o sea 

n-l n-l 

Pj = LPiqij = LPiqj = qj, 
i=O i=O 

para todo j. Esto prueba la implicación enuIÍciada en (ii). 

(i) => (ii): 
Por el Teorema V.2,(vii), 

N-l 

~ L J1(C(O; i) n C(k;j)) ~ J1(C(O; i))· J1(C(O;j) = Pi· Pj 
k=O 

Además, ya vimos en la prueba del Lema VII.5 que 

Luego qij = Pj· 

(ii) => (iii): 

1 N-l 

N L J1(C(O; i) n C(k;j)) ~ Pi· %. 
k=O 

Se sigue del hecho de que P es positivo. 

(iii) => (iv): 
N-l 

Sea (í,j) E Y x Y fijo. Como 1:t L p~7) 1-+ % > O, existe k = k(í,j) 
k=O 

(k) 
tal que Pij > O. 

(iv) => (iii): 

Fijemos i E Y Y sea Si = {k E Ylqik > O}. Como Q = Qpm para todo 

m 2: O Y también qst 2: O para todo (s, t), obtenemos que para todo m 2: O 
Y para todo l E Y, 

(1) 
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n-1 

Se tiene que Si =1= <P, pues Q estocástica implica que L qik = 1 Y 
k=O 

qik ~ O; así, para algún k~ qik > o. Afirmamos que Si = Y; en efecto, si 
(l,j) E Si X Y entonces en primer lugar, por definición de Si, qil > O Y 

en segundo lugar, por ser P irrecj.ucible, existe m ~ O tal que p~j) > O, de 

donde (como consecuencia de (1» qij > 0, o seaj E Si. 

(üi) =? (ü): 
Fijemos j E Y Y sea qj = InaXi qij. Si para aigún i E Y qij < qj 

entonces 

(2) para todo l E Y, qtj < qj 

pues, como Q2 = Q, 

n-l n-1 

qtj = L qUqij < qj L qti = qj. 
i=O i=O 

No obstante (2) es imposible Vi E Y, pues qj = InaXl qtj. Así, para todo 
(i,j) E Y x Y, qij =qj > O. 

(ü) =? (i): Por el Teorema V.2,(vii), basta probar que para toda pareja 
C¡, C2 de cilindros 

1 N-l 

N L(u-kC1 nC2) -+ ¡.t(C1 )¡.t(C2). 
k=O 

Sean C 1 = C(a¡io, ... ,ir) C2 = C(b;jo, ... ,ja). Como para todo k> 

b + s - a tenemos que, 

( -kC n e ) (o+k-b-8) . ¡.t U 1 2 = PjoPjoÍl ... Pj.-lÍ.Pj.io Pioit ..... Pir-t . Zr 

y también, como sabemos que (ü) implica qij = PÍl obtenemos 
N-l N-l 

lim NI L ¡.t(U-kC 1 n C2) = lim NI " ¡.t(U-kC1 n C2) N_~ N_~ LJ 
k=O k>lb+a-ol 

= Pjo . PjoÍt ..... Pí.-lÍ. (Pio) . Pioit ..... Pir- t ir 
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(ü) => (v): 

Como (ii) implica que la matriz Q es aperiódica, por el Teorema de 
Perron-Frobenius y el Lema VII.5 concluimos que los únicos autovectores a 
izquierda de Q para el autovalor 1 son los múltiplos de p. En consecuencia, 
aun por el Lema VIl.5, estos múltiplos de p son los únicos autovectores de 
P para el autovalor 1. 

(v) => (ii): 

Supongamos que 1 es un autovalor simple de P. Como Q = Q P (Lema 
VIl.5) cada fila de Q es un autovector a izquierda y en consecuencia todas 
ellas son idénticas entre sí. 

Proposición VIT. 7. Sea (B (n ),p, P, (1) un desplazamiento de Markov con 
p positivo. Sea J.L la (p, P)-medida de Markov. Las siguientes afirmaciones 
son equivalentes: 

(i) P es aperi6dica; 

(ii) Para todo (i,j), li~p~f) = Pji 

(iii) J.L es mezclante. 

Demostración: (i) => (ii). Como P es estocástica, se sigue del Teorema 
de Perron-Frobenius que A = 1 es un autovalor simple de P y los otros 
autovalores de P tienen módulo menor que 1. ASÍ, podemos escribirR n = 
F +pR, donde pR = {ya/n E R}, de tal forma que lo siguiente es satisfecho: 

(1) Para todo (vector fila) fE F, fP E Fj además, para algún O < b < 1, 

todos los autovalores de la aplicación lineal f -+ f P, de F en sí mismo, 
tienen módulo menor que b. 

Sea ej la j-ésima fila de la matriz identidad n x n y escribamos ej = 

!; + paj, donde!; E F e nj E R.Se sigue de (1) que !;pN -+ O cuando 

N -+ oo. Así, para cada j, limej . p N = paj existe y consecuentemente, 
N 

para todo (i,j) 

li (N) mp.· 
N '3 

existe. 
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Como, por la Proposición VII.6, 

N-l 
. 1 "" (k) IW N ~Pii =Pi 

k=O 

concluimos que liffP~f) = Pi· 

(ii) =} (i): 

Como liffP~f) = Pi > O, para todo (i,j), existe Nii > O tal que, para 

todo N ~ N ii , pW) está próximo de Pi > O Y como consecuencia P es 
aperiódica. 

(ii) =} (iii): 
Por la Proposición VI.1 basta probar que para toda pareja Cl ,C2 de 

cilindros 

lim¡.t(u-kCl n C2 ) = ¡.t(Cl )¡.t(C2 ). 
k 

Sean Cl = C(aj io, ... , ir) Y C2 = C(bjjo, ... ,js). Tenemos que 

lim(u-kCl n C2 ) 
k 

- li (a+k-b-s) 
- f1PioPioit····· Pi.-d • . Pi.io . Pioil ..... Pir_l ir 

= PioPioil ..... Pi.-d.PioPíoi1 . Pir- l ir 

= ¡.t(C¡)¡.t(C2 ). 

(iii) =} (ii): 

Como ¡.t es mezclante 

liff¡.t(C(Oj i) n C(Njj» = PiPio 

Además, 

¡.t(C(Oj i) n C(Njj» = L PiPíl1 ·Plll 2 •• ·PlN-d = Pi· p~f), 
l¡EY 

{ } 
(N) donde Y = 0,1, ... , n - 1 . Luego Pij --+ Pi cuando N --+ oo .• 
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§VIII Desplazamientos: Aspectos topológicos y me
dibles 

Esta sección tiene por finalidad dar una idea de la conexión existente 

entre la Teoría Ergódica y la Dinámica Topológica. Para un estudio más 
profundo de este tópico recomendamos el libro de R. Mañé [Mañ] y los 

artículos [Bwl], [Bw2] y [Bw3] de R. Bowen. 

Sea (X, d) un espacio métrico y T: X - X un homeomorfismo. Deci
mos que T es expansivo si existe € > O, llamado una constante de expansivi
dad de T, tal que si x, y E X Y d(Tkx, Tky) ~ € para todo k E Z entonces 

x =y. 

Sea X un espacio metrizable compacto cuya topología la denotamos por 

T. Sea T: X - X un homeomorfismo. Supongamos que T es expansivo, 
o sea que T lo es con relación a alguna métrica d en X que es compatible 

con la topología T. Afirmamos que T también es expansivo con relación a 

cualquier otra métrica d en X que induzca la topología T (i.e., la propiedad 

para T de ser expansivo no depende de la métrica particular d). En efecto, 
por hipótesis, la aplicación identidad 

Id: (X,d) - (X,d) 

es un homeomorfismo y por la compacidad de X , Id es uniformemente 

continua; así, para todo € > O existe 6 > O tal que x, y E X, d(x, y) ~ 
{) ::} d(x, y) ~ €. Consecuentemente, si tomamos€ > O como siendo una 

contante de expansividad para T: (X, d) - (X, d), tendremos que {) > O 

será una constante de expansividad para T: (X, d) - (X, d). 
Decimos que un espacio topológico es totalmente disconexo si cada 

uno de sus puntos posee una base de vecindades abiertas y cerradas si
multáneamente. 
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Recordemos (ver (4) de § II) que el desplazamiento 0': B(n) f-t B(n) es 

un homeomorfismo del espacio topológico B (n). Este espacio es compacto 

y tiene como base de abiertos a los cilindros que son también compactosj 

consecuentemente B(n) es totalmente disconexo. 

Lema VIII.1. B(n) es un espacio metrizable y el desplazamiento 

0': B(n) -+ B(n) es expansivo. 

Demostración: Sean T la topología de B(n) y sea d(.,.) la métrica en 

B(n) dada por 

1 
d(a,{3) = L Ikfla(k) - (3(k)l· 

kEZ 2 

Demostremos que T coincide con la topología asociada a d. 

Sea a E B(n) y sea e una vecindad de a en la topología T. Se puede 

suponer que e es de la forma 

e = e(jja(j),a(j + 1), ... ,a(j + l» 
y de este modo tendremos que 

1 
U = {(3 E B(n): d(a, (3) < 21.iIH+1} e e, 

pues (3 E U implica que, para todo O :5 s :5 l, la(j + s) - {3(j + s)1 = O, o 
sea (3 E e. 

Recíprocamente, sea a E B(n). Fijemos r > O Y mostremos que existe 

una vecindad e de a para la topología T tal que 

e e U == {(3 E B(n):d(a,{3) < r}. 

Tomemos e de la forma 

e = e(-jj a(-j), a(-j + 1), ... ,a(j» 
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donde j ~ 2 es un entero tal que n· 21- i < r. De este modo (3 E e implica 

que, para todo Ikl ::; j, a(k) = (3(k). Luego 

1 
d(a,(3) = L 2IkI1a(k) - (3(k)1 

Ikl>i 

'" 1 n ::; 2n L,..¿ 2k = 23- 1 < r. 
k>i 

Esto termina la prueba de que (3(n) es metrizable. 
Afirmamos que € = ~ es una constante de expansividad de a. En 

efecto, supongamos que a, (3 E B(n) y d(ai a,ai (3) ::; ~, para todo e E Z; 

entonces, si fijamos e, tendremos que 

1 1 2 ~ d(a"a, al (3) = L 2k la(k + e) - (3(k + e)1 
kez 

~ la(e) - (3(e)l, 

y de este modo a(e) = (3(e). Como e es arbitrario, a = (3. • 

Sea X un espacio topológico y T: X -t X un homeomorfismo. La 

órbita de x E X es el conjunto O(x) = {Tn x : n E Z}. Cuando O(x) = {x} 

es un punto decimos que x es un punto fijo de T. Si O(x) es finito decimos 
que x es periódico y el menor entero n > O tal que Tn(p) = p es llamado el 
período de p. 

La equivalencia entre las estruturas de órbitas de los homeomorfismos 
es expresada mediante equivalencia topológica: 

Sean T: X -t X, S: Y -t Y homeomorfismos entre espacios topológicos. 
Decimos que T y S son topológicamente equivalentes si existe un homeomor

fismo h: X -t Y tal que h o T = S o h; cuando éste es el caso, escribiremos 

T r'V S. La equivalencia topológica es una relación de equivalencia en el 

conjunto de los pares (X, T) donde X es un espacio topológico y T: X -t X 
es un homeomorfismo. Si T r'V S entonces h o Tn r'V sn o h, para todo 
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entero n, y así h(OT(X» = 08(Z) si Z = h(x); esto es, h lleva órbitas de 
T sobre órbitas de S y, en particular, lleva puntos periódicos de T a pun

tos periódicos de S del mismo período. La propiedad T '" S indica que 
T y S son esencialmente el mismo homeomorfismo módulo un "cambio de 

cordenadas" . 

Decimos que un subconjunto A e B(n) es un subdesplazamiento si es 

compacto e invariante por u (i.e., u(A) = A). 

Teorema VIll.2. Sea X un espacio topológico y T: X - X un homeo
mornsmo. Son equivalentes: 

(i) Tes topológicamente conjugado a un subdesplazamiento. 

(ii) X es un espacio metrizable compacto totalmente disconexo y T es 
expansivo. 

Demostración: 

(i) =? (ii): 

Este es el contenido del lema VIII.1 y de las observaciones que le pre

cedieron. 

(ii) =? (i): 

Sea d una métrica en X compatible con su topología y sea E > O una 

constante de expansividad para (X, d). Como X es totalmente disconexo, 

podemos escoger para cada x E X una vecindad V.., de x que sea abierta y 

cerrada, simultáneamente, y que tenga diámetro < E (i.e., d(y,z) < E, para 

todo y, z E Vx ). Por la compacidad de X, 

n-l 

X= U Vx ; 

i=O 

para algunos xo, Xl, ... ,xn-l EX. Denotemos Uo = Vxo ' Ul = VX1 \ Vxo ' 

U2 = VX2 \ (Vxo U VX1 ), ••• , Un - l = VXn _ 1 \ U~:02 VX ¡. Ciertamente, los Uj, 
j = 0,1,2, ... ,n - 1, son abiertos y cerrados simultáneamente, disjuntos 

dos a dos, tienen diámeko < E Y cubren X. 
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Sea I:X -+ B(n) dada por 

l(x)(k) = e(Tk(x», para todo k e Z. 

donde e:X -+ {O,l, ... ,n -l} está definida por e(x) = j si, y sólo si, 
x E Uj • 

Veremos que 1 es continua e inyectiva¡ como X es compacto, de esto 
seguirá que 1 es un homeomorfismo de X sobre el subdesplazamientoI(X) 
de B(n). 

Mostremos pues que 1 es continua en x EX. Si V es una vecindad 
dada de l(:t), escogemos un cilindro C e V que tiene la forma siguiente 

donde N E N. Podemos encontrar una vecindad W. de x en X talque, 
Vk E {-N,-N + 1, ... ,N}y para todo z E W.,.e(Tkx) = e(Tkz) (o sea, 
Tkx y Tkz pertenecen al mismo Uj). Esto implica que si z E Wz entonces 
I(z) E C¡ i.e., 1 es continua en x. 

Probemos que 1 es inyectiva. Sean x, z E X tales que f(x) = l(z); o 
sea, para todo k E Z, e(Tkx) = e(Tkz) y de este modo d(Tkx,Tkz) < E, 

pues todo U k tiene diámentro menor que f.. Como f. es una const~te de 
expansividad para T: (X, d) -+ (X, d), concluimos que x = z .• 

Decimos que el sub desplazamiento A e B(n) es de tipo finito si existe 

una matriz A = (aij)~-l con entradas en {O, 1} Y tal que 8 e A si, Y sólo si, 

a9(k)9(1c+l) = 1 

para todo k E Z. En este caso denotamos A = BA(n). Recíprocamente, 
dada una matriz A = (aij)~-l con entradas en {O,1} definimos 

A = {O E B(n): a9(k)9(k+1) = 1, para todo k E Z}. 

Obviamente A es invariante por (T. Esfácil ver que B(n) \ A es abierto y 
de este modo concluir que A es compacto. 
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Veamos algunos ejemplos: 
Si A es la matriz identidad n x n entonces B A (n) tiene exactamente 

n elementos Oi, i = 0,1, ... ,n -1, que son puntos fijos de Uj ellos están 
definidos por 

Oi(k) = i, 

para todo k E Z. 
Si A = (aij)~-l = (1)~-1 entonces BA(n) = B(n). 

Si A = (aij )~-1 satisface aij = O para todo O ~ i ~ j ~ n - 1, entonces 

BA(n) = 4>. 

Sea (X, 8(X), 1', T) un sistema dinámico medible donde X es un espa
cio topológico. El Soporte de 1', supp(I'), es el conjunto de los x E X tales 
que para toda vecindad abierta V de x, I'(V) > O. 

Teorema vme 3. Sea (B(n),p,P,u) un desplazamiento de Markovconp 
positivo. El soporte supp(l') de la (p, P)-medida de Markov l' es el subde
sp1azamiento de tipo finito BA(n) determinado por la matriz A = (aij)~-l 
definida por: 

aij = 1 
aij = O 

si Pij > O, Y 
si Pij = O, 

donde P = (pij)o. 

Demostración: Sean O E BA(n) y V una vecindad abierta de O en B(n). 
Afirmamos que I'(V) > o. En efecto, V contiene, un cilindro e de la forma 

e =C(kjO(k), O, (k + 1), ... ,O(k + l», 
así 

I'(V) ;::: 1'( e) = P6(k)P6(k)6(k+l) ... P6(A:+l-l)6(A:+l) > O, 

pues P positiva =? P8(k) > O Y f3 E BA(n) =? P6(.)8(.+l) > O, para s = 
k, k +-1, ... ,k + l- 1. Esto prueba que BA(n) e supp (1'). 

Recíprocamente si f3 E B(n) \BA(n), existe k E Z tal que a6(k)6(k+l) = 

O, lo que implica que P8(k)6(k+l) = O Y de este modo I'(e(kj O(k), 6(k+ 1» = 
O. En otras palabras f3 f/. supp(I'). En conclusión BA(n) = supp(I') .• 
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§IX Isomorfismos de estructura 

Para poder clasificar los sistemas dinámicos medibles es necesario es
tablecer una relación de equivalencia entre ellos. De dos sistemas relaciona
dos, uno de ellos siempre puede ser obtenido del 'otro por un "cambio de 

coordenadas". En esta sección definimos con precisión esta equivalencia y 
damos ejemplos de cómo ella puede ser construida. 

Sean (Xl, Al, J.l.1) Y (X2, A2, J.l.2) espacios de probabilidad. SUpQngamos 
que T: Xl -+ X2 es una transformación inversible que preserva medida, o 
sea: T es biyectiva, T, T-1 son medibles, y T preserva medida. En estas 
condiciones: 

Proposición IX.1. T-1: X2 -+ Xl preserva medida. 

Demostración: Si Al E Al entonces T Al E A2 y, como T preserva 
medida J.l.1(T- 1TA¡) = J.l.2(TA1). Luego J.l.2«T-1)-1 Al) = J.l.2(TA1) = 
J.l.1 (T-1T Al) = J.l.1 (Al) .• 

Decimos que los espacios de probabilidad (Xl, Al, J.I.¡) Y (X2, A2, J.l.2) 
son equivalentes si existen M1 E Al, M2 E A2, con J.l.1(M¡) = 1 = J.l.2(M2), 
Y existe una transformación l/;: M 1 -+ M2 inversible que preserva medida. 
Estamos suponiendo que el espacio Mi está equipado con la a-álgebra 

Mi nA¡ = {Mi nA: A E Ai} 

y la restricción de 1'1 a esta a-álgebra. Supongamos que Tl : Xl -+ Xl Y 
T2:X2 -+ X 2 son transformaciones que preservan medida. Decimos que T1 

es equivalente a T2 (o que (X1,A1,J.I.¡,T¡) es equivalente a (Xl, A2, J.l.2,T2) 
si existen Ml E Al, M2 E A2 con J.l.l(Ml ) = 1 = J.l.2(M2) tales que 
(i) Tl(M1 ) e M¡, T2(M2) e M2, y 
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(ü) Hay una transformación inversible que preserva medida .: MI - M2 
con. o TI (x) = T2 o.(x), "Ix e MI. 
Cuando queramos dar énfasis al papel de los conjuntos MI, M2 Y de la 

función t/J diremos que TI es equivalente a T2 según la terna (MI, M2, t/J). 
Es fácil ver 'que lo que acabamos de definir es una relación de equiva

lencia entre los sistemas dinámicos medibles. También es fácil ver que si un 

sistema dinámico medible es erg6dico (resp. mezclante), entonces cualquier 

otro equivalente a él tendrá la misma propiedad. 
Nos gustaría observar que, de lo que probaremos más adelante y del 

hecho de que el desplazamiento unilateral B+(2),p,0') es mezclante (como 
sigue fácilmente de la Proposición" VI.1 aplicada a la semiálgebra de los 
cilindros)r concluiremos que la aplicación del intervalo [0,1) en sí mismo 

dada por x - 2x (mod (1» también es mezclante. 
Tenemos el siguiente resultado sobre equivalencia de espacios de me

dida. Una prueba puede ser encontrada en [Roy, pg. 327]. 

Teorema 1X.2. Sean X un espacio métrico separable completo y B(X) 

el álgebra de sus borelianos. Sea ¡.t una medida de probabilidad en B(X) 

con ¡.t( {x}) = O para todo subconjunto unitario {x} e X. Sean 8([0, 1]) 
el álgebra de los borelianos de [0,1] Y ~: B([O, 1]) - [0,1] la medida de 
Lebesgue. Entonces los espacios de medida (X, B(X), ¡.t) y ([O, l],B([O, 1],~) 
son equivalentes: 

Ejemplos de transformaciones equivalentes 

(1) La aplicación T: z - zm del círculo y la aplicación S: x - mx - [mx] 
del interualo [O, 1) son equivalentes. 

Aquí los espacios de medida son los canónicos (ver ejemplos (2) e (3) 
de §II). Una transformación inversible que preserva medida y que puede ser 

usada para confirmar esta afirmación es la aplicación .: M l - M 2 dada 
por ~(x) = e2 'l1'iz, donde 
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(2) El desplazamiento unilateral B+(2,p, 0') Y la aplicación cp: x -+ 2x (mod 
1) del intervalo [0,1) son equivalentes, donde p = (~, ~). 

Estas dos transformaciones fueron introducidas en §II. Procedamos a 

probar esta afirmación. 
Primeramente veamos que si x E [O, 1) tiene una representación diádica 

de la forma 

entonces 

~an 
x = L..J 2n ' 

n=l 

00 

() L an+1 cp x = --o 
2n 

n=l 

En efecto, si al = ° entonces 

00 00 

() ~ a n ~ a n+1 
cp x = L..J 2n-1 = L..J ~; 

n=2 n=l 

si al = 1 entonces 

Observemos que un número real tiene por lo menos una representación 
diádica y a lo sumo dos. Pero t E [O, 1) tiene dos representaciones si, y sólo 
si, t es de la forma 

00 m 

t= L;: = L;: 
n=l n=l 

siendo a n = ° para n > m y a m = 1, con m ~ 1 entero. La otra repre
sentación es entonces 

m-1 00 1 
t= ~ a n + ~ -. 

L..J 2n L..J 2n 
n=l n=m+l 
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Sea M el conjunto de los (J E B+(2) tales que ambos {n E N : O(n) = 
1} Y {n E N : O(n) = O} son conjuntos infinitos; entonces u(M) = M. 
Además, si ~: M -+ [O, 1) es definido por 

~(O) = f O;:), 
n=l 

entonces (como todo elemento de ~(M) tiene representación diádica única) 
~ es una biyección entre M y ~(M). 

Ciertamente 

<p(~(M» = ~(M), 

<po~ = ~ oulM. 

Como B(2) \ M Y [0,1] \ ~(M) son conjuntos enumerables, M y ~(M) son 
borelianos tales que 

J.'(M) = ~(~(M» = 1 

donde J.' es la probabilidad de B+ (2, <p, u) y ~ es la medida de Lebesgue de 
[0,1]. 

Para probar la requerida equivalencia de (2), resta verificar que ~: M -+ 

~(M) es una transformación inversible que preserva medida. 
Dados al, a2, . .. ,am E {O, 1}, com m ~ 1. Denotemos por 

D(O; al, a2, ... ,am ) el intervalo semiabierto [x, y) de extremos 

~a' 
x= L...2~' 

j=l 

~ a· 1 
y = L... 2~ + 2m +! . 

j=l 

La colección de todos estos intervalos (junto con el conjunto vacío) 
forma una semiálgebra que genera la u-álgebra de los borelianos de [0,1); 
pues, los extremos de estos intervalos forman un subconjunto denso de [O, 1). 
Observando que los cilindros 
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forman una semiálgebra que genera la a-álgebra de los borelianos y 

1 
/L( C(O; al, ... , am )) = 2m = A(D(O, al, . .. , am ), 

para todo cilindro C(O;al,a2, ... ,.am ), concluimos que iR: M ~ iR(M) es 
una transformación inversible que preserva medida (Ver Proposición lI.l). 
(3) El desplazamiento unilateral B+(n,p,a) y la aplicación <p: x ~ 

nx( mod l) del intervalo [O, l) son equivalentes donde p = (~, ~, ... , ~) y 

n ~ 2 entero. 

La prueba es análoga a la del ejemplo (2) y será omitida. 

73 



§X Entropía 

Afirmamos en la sección anterior que ergodicidad y mezcla son in

variantes (L e., preservados) por equivalencia de los sistemas dinámicos 
medibles. En esta sección asociaremos a cada sistema dinámico medible 

(X, A, ", T) un número real no negativo denotado por h(T), llamado en
tropía de T, que será un invariante por equivalencia mucho mas sensible 

que ergodicidad y mezcla. Él nos servira para diferenciar bastantes sis

temas dinámicos medibles que no son equivalentes. 
Sea (X, A, ,,) un espacio de probabilidad. Un subconjunto finito 

es una partición de (X, A, ,,) si 

(i) i # j '* ,,(A¡ n Aj) = O; 
m 

(ü) ,,(X - U A¡) = O; 
i=l 

(iü) ,,(A¡) > O para todo i. 
Cada A¡ será llamado átomo de la partición P. 

N 

Si Pt, P2 , • •• ,PN son particiones finitas, definimos V Pn = PI V P2 V 
n=l 

... VPN como la partición cuyos átomos son de la forma Al nA2 n··· nAN 
con A¡ E Pi Y ,,(Al n A2 n ... n AN) > o. 

Si T: X -+ X es una transformación que preserva medida en un espacio 

de probabilidad (X,A,,,), la entropía h(T) de T es definida en tres etapas: 
Sea Puna particiOn finita de (X, A, ,,). Definimos la entropía H(P) de P 
por: 

H(P) = - L ,,(A) 10g(JL(A». 
AeP 
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A continuación definimos la entropía de T relativamente a P por 

h(T, P) = limsup ~H V T-ip 
(

k_l ) 

k i=O 

donde T-ip = {T-i A: A E P}. Probaremos más adelante que este límite 

superior es de hecho un límite ordinario. Finalmente, la entropía de T es 

h(T) = sup h(T, P) 

donde el supremo es tomado sobre todas los particiones finitas P de 

(X,A,J-L). 

Proposición X.1. Supongamos que los sistema dinámicos medib1es 
(X, A, T, J-L) Y (X, A, T, ji) son equivalentes. Entonces h(T) = h(T). 

Demostración: Supongamos que T es equivalente a T según la terna 

(M, M, 4». Así a cada partición P de (X, A, J-L) corresponde una par

tición 15 = {4>(A n M) : A E P} de X y recíprocamente. Ciertamente 

H(P) = H(15) Y también h(T, P) = h(T, 15). Tomando supremos obte

nemos h(T) = h(T). I 

Kolmogorov y Sinai probaron el siguiente resultado fundamental que 

necesitaremos aquí: Si T: X -+ X es una transformación inversible que 

preserva medida y P es una partición finita de (X, A, J-L) tal que A coincide 
00 00 

con la a-algebra V Tip generada por U Ti(p), entonces h(T) = 
i=-oo i=-oo 

h(T, P). 
Más adelante probaremos la validez de este resultado junto con algunas 

variaciones. Por ahora veamos cómo puede ser utilizado. 

(1) Sea B(n,p, a) el desplazamiento de Bernoulli con P = (PO,Pl, ... ,Pn-d 

ya-álgebra asociada A. Mostraremos que 

n-l 

h(a) = - ¿Pi 10gPi. 
i=O 
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En efecto, tomemos la partición l' = {C(O¡ i) : i = 0,1, ... ,n - 1} de 

B(n,p). Como los cilindros generan A, 

00 

V uip=A. 
i=-oo 

1:-1 

Observemos que los átomos de V u-i(P) son los cilindros de forma 
i=O 

los cuales tienen medida 

Pio . Pil ..... Pi"_l , 

luego 

n-1 

= - E (PioPil ..... Pi"_l) log(Piopil ..... Pilr-l ) 
io,i1, ... ,i'_1=0 

n-1 

=- E (Pio ..... Pi"_l )[1ogPio + ... + logpi"_l] 
i o,;1 , ... ,;'_1 =0 

n-1 

= -k Epi logpi. 
i=O 

Usando el Teorema de Kolmogorov-Sinai obtenemos 

n-1 

h(u) = h(u, P) = - ¿Pi logpi 
;=0 

(2) Sea B(n,p,P,O') un desplazamiento de Markov. Mostremos que 
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,,-1 
h(u) = - L PiPiilogPii 

i,j=O 



donde P = (Pi) y P = (Pij). 

En efecto, usando la notación del ejemplo anterior y procediendo de 

manera análoga tenemos que 

n-l 

= - L PioPioi1 • •••• Pik-2 ik-l 10g(PioPioil ..... Pik_2ik_J 
io ... ik_l=O 

n-l 

= - L (PioPioi 1 • •••• Pik_2 ik_l )[logpio + 10gpioi1 + ... + 10gpik_2 ik_1 ] 

io , ... ,ik _ 1 =0 

n-l n-l 

= - L Pio logpio - (k - 1) L PiPij logpij 
io=O i,j=O 

donde fueron usadas las relaciones 

De aquí se sigue 

n-l n-l 

LPiPij = Pj y LPij = 1. 
i=O ;=0 

n-l 

h(a) = - L PiPi; logpi; 
1,;=0 

Mencionaremos algunos resultados muy importantes. En 1971 Ornstein 
[Orn] probó lo siguiente: 

Teorema X.2. Dos desplazamientos de Bernoulli son equivalentes si, y 

sólo si, poseen la misma entropía. 

En 1972 Friedman y Ornstein [F-O] complementaron este teorema con 
un criterio que permite réconocer cúando una transformación es Bernoulli (o 

sea, equivalente a un desplazamiento de Bernoulli) y probaron en particular 
que: 
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Teorema X.3. Un desplazamiento de Markov B( n, p, P, 0') es Bernoulli si, 

y sólo si, P es aperiódica. 
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§XI El Teorema de Kolmogorov-Sinai 

Esta sección está dedicada a las pruebas del Teorema de Kolmogorov
Sinai y de variaciones de él. 

En toda esta sección la siguiente notación será empleada: 

(i) (X, A, JI, T) denotará un sistema dinámico medible tal que JI es una 
probabilidad. 

Siempre usaremos log para referirmos a logaritmo natural. 

Proposición XI.1. La función 1]: [0,00) - R definida por 

1]( x) = { x log x 
0= OlogO 

tiene las siguientes propiedades: 

si x> O 

si x = O 

(i) 1] es continua y no positiva en el intervalo [0,1]; 

(ii) 1] es estrictamente convexa, i.e., 

1](ax + f3y) ~ a1](x) + f31](Y) 

si x,y E [0,1], a 2: 0, f3 2: O ya + f3 = 1; siendo que la igualdad vale 

sólo cuando x = y o a E {O, 1}. Por inducción se obtiene: 

k 

si Xi E [0,00), ai 2: O Y L ai = 1; donde la igualdad vale sólo cuando 
i=l 
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todos los Xi, para los cuales el correspondiente ai =F O, son iguales. 

o 

Fig. XI.1 

Demostración: Primeramente veamos que 

r/(x) = 1 +logx, 

1 
17"(X) = - > O en (0,00). 

X 

Fijemos a, j3 con a > 0, j3 > O. Supongamos que y > x. Por el Teorema 

del Valor Medio, 17(Y) = 17(ax + j3y) = 17'(z)a(y - x) para algún z con 

ax + j3y < z < y y 

17(ax + j3y) -17(X) = 17'(W)j3(y - x) 

para algún w con x < w < ax + j3y. Como 17" > 0, se tiene que 17' (z) > 17' ( w ) 

y así 

j3[17(y) -17(ax + j3y)) = 17'(z)aj3(y - xJ 

> 17'(w)aj3(y - x) 

= a(17(x + j3y) -17(x)). 

En consecuencia 17(ax + j3y) < a17(x) + j317(y) si x, y> O; ciertamente esta 

desigualdad también vale si x, y ~ O Y x =F y. I 

Dados A, B E A, decimos que A = B mod (O) (resp. A e B mod (O)) 

si ¡..t(Ab..B) = ° (resp. ¡..t'B \ A) = O). 
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Sean P = {PI, P2, ... , Pp } y Q = {QI, Q2,"" Qq} particiones del 
espacio de probabilidad (X, A, ¡t). Definimos la entropía relativa de P con 

respecto a Q como 

donde usamos el convenio 

Observarnos que 

O=OlogO. 

H(P/Q) ~ O, Y que 

H(P) = H(P /1), 

donde 1 = {X} es la partición trivial. Decimos que P ~ Q o sea que Q es 

más fina que P si A E Q =* 3B E P tal que A e B mod (O). Definimos 

P V Q como la partición de (X, A, ¡t) cuyos átomos son todos los conjuntos 

Pi n Qj, con Pi E P, Qj E Q, tales que ¡t(Pi n Qj-} > O. Si T:X --+ X 
preserva medida, T-Ip = {T-I PI, .. " T-I Pp } es también una partición 

de (X, A, ¡t). 

Proposición XI.2. Sean P = {p¡,p2, ... ,Pp }, Q = {QI,Q2, ... ,Qq} y 

M = {M¡,M2 , .•• , Mm} particiones del espacio de probabilidad (X, A,¡t). 
Entonces 

(i) H(P V Q/M) = H(P/M) + H(Q/P V M)j 
(ii) P ~ Q =* H(P/M) ~ H(Q/M)j 

(iii) P ~ Q =* H(M/P) ~ H(M/Q)j 
(iv) H(Q) ~ H(P) + H(Q/P)j 
(v) H(P V Q/M) ~ H(P /M) + H(Q/M)j 

(vi) Si T: X --+ X preserva medida, H(T-Ip /T-I Q) = H(P / Q); 
(vii) H(P / Q) = O {::} P ~ Q. 

Demostración: Usaremos los convenios 

O 
0= OlogO = Olog(Ü-). 
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(i): 

(ii): 

Si P S Q entonces Q = P V Q. Luego, 

(iii): 

H(QjM) = H(P V QjM) 

= H(PjM) +H(QjP V M) 

~ H(PjM). 

Sea r¡: [0,1] -+ R dada por r¡(x) = x log(x) (ver el Lema XI.1). Entonces 



Como ¡.t(Qj) = ¿¡.t(Qj nPk), se sigue que 
k 

¿¡.t(Qj) = ¿¡.t(Qj nPk) 
i j,k 

Luego 

~ ¡.t(Qj nPk) , 
Observemos que ~ (P. ) = 1; asl, usando el Lema XLI, obtenemos 

j ¡.t k 

Ahora, P ~ Q implica que ¡.t(Qj n Pk) E {O,¡.t(Qj)} para todo par j,k. 
Luego, fijados i, k: 

¿ ¡.t(Qj n Pk) . ¡.t(Mí n Qj) = ¿ ¡.t(Qj n Pk) . ¡.t(Mí n Qj) 
j ¡.t(Pk) ¡.t(Qj) Q;CPk ¡.t(Pk) ¡.t(Qj) 

= ¿ ¡.t(MinQj) 
Q;CPk ¡.t(Pk) 

_ ¡.t(Mí nPk) 
- ¡.t(Pk) 
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de donde se sigue que 

H(Mj Q) ~ L I'(PA:)'1 (I'(M¡ n PA:») 
¡,A: I'(PA:) 

(iv): 

(v): 

= _ L I'(PA:) . I'(M¡ n PA:) .log (I'(M¡ n PA:») 
¡,A: • I'(PA:) p.(Pk) 

= - ~ I'(M¡ n Pk) .log (I'(~(~~k») 

=H(MjP). 

H( Q) ~ H( Q V P) 

=H(QVPj1) 

= H{Pj1) + H(QjPV 1) 

= H(P) + H( QjP). 

H(P V QjM) = H(PjM) + H(QjP V M) 

~ H(PjM)+H(QjM), 

pues M ~PVM. 
(vi): 
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(vii): 

Así, H(P jQ) = O implica que cuando ¡.t(.?; nQj) > O entonces ¡.t(p¡nQj) = 
¡.t(Qj), o sea Qj e Pi mod(O)j luego P :::; Q. Recíprocamente, P :::; Q 

. li t d .. ¡.t(Pi nQj) 1 H('"jQ) O. lmp ca que, para o o ',J, ¡.t(Qj) =, o sea r =. 

Lema XI.3. Si {an } es una sucesión de números reales no negativos tal 
que 

d N li an . . al ·nf an para to o n,p E ,entonces m - eXlste y es 19u al -. 
n ..... oo n n n 

Demostración: Fijemos p > o. Cada n > O se escribe como n = kp + í, 
con O :::; i < p. Entonces 

an ai+kp ai akp ai kap ai ap - =-. - < -+- < -+-= -+-. 
n z + kp - kp kp - kp kp kp p 

Cuando n - 00 entonces k - 00 y así 

. an ap limsup-:::; -
n n p 

y por consiguiente 

li an inf ap msup-:::; -. 
n n p 

Pero 
inf ap < lim inf an 

- , 
p p n n 

de donde lim ~ existe y es igual a inf ~. • 

85 



Proposición XI.4. Sea T: X _ X una transformación que preserva me
dida en un espacio de probabilidad (X,A,p). Si P es una partición finita 

de A. Entonces 

h(T, P) = 1im .!:. H (nV-
1 

T-jP) 
n-oo n 

j=O 

= inf ~H (\~/ T-jP) . 
)=0 

.Demostración: Sea an = H (~V T- j p). Entonces 
)=0 

(
n-l ) (n+p-l ) 

~ H Ya T-jp + H j'!.. T-jp 

(

P_l ) 
= an + H V T-jp 

)=0 

En estas circunstancias podemos aplicar el Lema XI.3. • 

Proposición XI.5. Sean (X,A,p) un espaciodeprob!J,bilidadyT:X - X 
una transformación que preserva medida. Sean P y Q particiones finitas de 
A. Entonces 

(i) h(T, P) - h(T, Q) ~ H(P /Q)¡ 
(ii) Q ~ P => h(T, Q) ~ h(T, P)¡ 
(iii) h(T, T-lp) = h(T, P)¡ 
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(iv) Para todo n ~ O; 
n 

h(T, V T-jp) = h(T, P) 
j=O 

(v) La sucesión 

.!.H(P V T-1p v··· V T- n+1p) 
n 

es decreciente. 

(vi) h(T, P) = ~ (p j V T-jP) . 
)=1 

Demostración: 
(i): 
Como 

tenemos que 

n-l 

::::; LH(T-ipjT-iQ) 
i=O 

= nH(PjQ), 

h(T,P) -h(T,Q) ~ lim~ [H (~r;p) -H (~T-;Q) 1 
::::; H(PjQ). 

(ii): 
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Por XI.2,(vü), Q ~ P implica que H( Q/P) = o. Así, por (i), h(T, Q) ~ 
h(T, P). 

(iii): 

Como 

tenemos que 

h(T,T-1p) = lim~H (V T-iP ) 
)=1 

=lim~H VT-ip (
n-l ) 
)=0 

= h(T,P). 

(iv): 

(
n+m-l ) 

= lim ~H V T-ip 
m~oom 

i=O 

= lim m+ n -1 1 H (n+\¡-1 T-i P ) 
m-oo m m + n - 1 i=O 

= h(T,P). 

Esto prueba (iv). Para las demonstraciones de (v) y (vi) necesitaremos de 

lo siguiente: 
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Para todo n 2:: 1 

En efecto, si n = 1 entonces 

H(P V T-1P) = H(T- 1P) + H(P IT- 1P) 

= H(P) + H(P IT- 1P). 

Supongamos que (1) es válido para n - 1, entonces 

H (V T-i P) = H (V T-ip V p) 
J=O 3=1 

= H (V T-i P) +H (PI V T-iP ) 
J=1 J=1 

= H (\~/ T-iP) + H (PI V T-iP ) 
J=O J=1 

n-1 (k ) (n ) = H(P) + {; H PI i'L T-ip + H PI i'L T-ip 

= H(l') + !;,H (;1, T-;l' ) . 

Esto prueba la afirmación (1). 
(v): 
Se sigue de (1) Y de la Proposición XI.2,(iii) que 
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H (\~/ T-jp) ~ nH (PI V T-jp) . 
3=0 3=1 

Así, 

nH (V T-jp) = n [H (V T-jp) + H (PI V T-jp)] 
3=0 )=1 J=1 

$. nH (v T-jp) +H (v T-jp) 
3=1 J=O 

(

n-l ) 
= (n + I)H V T-jp . 

J=O 

Luego, 

_1 H (V T-jp) $.!H (V T-jP) , 
n + 1 j=O n j=O 

lo que prueba (v). 

(vi): 
n n+l 

Como V T-jp ~ V T-jp, se tiene que para todo n ~ 1, 
j=1 j=1 

H (PI V T-jp) $. H (PI n,;/ T-jP) ~ O 
3=1 J=1 

o sea 

li{?H (PI V T-iP) = e existe. 
J=1 

90 



y así, por el Teorema de Cesaro (que dice que si una sucesión de numeros 
n-1 

reales Xn -+ c entonces ~ LXi -+ c), 
]=0 

En estas condiciones, usando (v) tenemos que: 

h(T, P) = ~ n : 1 H (V T-iP) 
}=o 

= lim ~I H(P) + lim _I_H (p j V T-i1') = c .• 
n n+ n n+I . 

}=1 

Sea (X,A,JL) un espacio de probabilidad y P, Pt, P2 , ••• , Pn , una 
00 

sucesión de particiones. Denotaremos por V Pn la a-álgebra generada 
n=l 

00 00 

por U Pn . Diremos que P e V Pn mod(O) si para todo A E P existe 
n=1 n=1 

00 

B E V Pn tal que A e B mod(O). 
n=1 

Lema XI.6. Sea P = {P1 ,P2, ... ,Pn} una partición de (X,A,JL). Dado 

e > O existe fJ > O tal que si Q = {Ql,Q2' ... ,Qr} es una partición de 
(X,A,JL) satisfaciendo Ei=l p(Pi!J.Qi) < fJ, entonces H(PjQ) < e 

Demostración: Dada una función cp: V( cp) 1--+ R tal que V( cp) consiste de 
particiones de (X, A, JL) que tienen r elementos y P E V( cp), escribiremos 
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para significar que paI'& todo E > O existe é > O tal que si 
Q = (Q¡,Q2, ... ,Qr) es una partición de (X, A, 1-') satisfaciendo 

~r=1 1-'(P¡ó.Q¡) < é entonces Q E 1>(<p) Y 1<p(P) - <p(Q)1 < é. 

Procedamos a probar el lema. Observemos que, para cada i, 

p¡ = (P¡ n Q¡) U (p¡ \ Q¡) y Q¡ = (Q¡ n P¡) U (Q¡ \ P¡). 

Como por hip6tesis 

tenemos que 

~1' I-'(Q¡) = ~1' I-'(p¡ n Q¡) = I-'(p¡) > O 

y así 

(1) lim I-'(p¡ n Q¡) = 1, 
Q--+1' I-'(Q¡) 

De esto último y del hecho de que P V Q es una partición de (X, A, 1-'), se 
sigue que 

~1' 1-' (U p¡ n Qj) = I-'(X) - ~1' 1-' (ü p¡ n Q¡) = O 
Q i#j Q i=1 

luego 

(2) '..L' lim.I-'(p¡nQj) O 
Ir)=>· =. 

• Q--+1' I-'(Qj) 
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Observemos ahora que 

Por consiguiente, usando (1), (2) Y la Proposición XLI, concluimos que 

lim H(PjQ) = O • 
(2-1' 

Teorema XI. 7. Sean P, P l , P2 , • •• particiones finitas de un espacio de 

probabilidad (X,A,It) tales que Pl $ P2 $ ... $ Pn $ ... Si P e 
00 

V Pn mod (O), entonces li~ H(PjPn) = O. 
n=l 

Demostración: Sea en el álgebra (finita) generada por Pn. 
Sea P = {A l ,A2 , ••• ,Ar }. Dado é > O sea 8 = 8(P) como en el Lema 

00 

XL5. Como V en es un álgebra y 
n=l 

00 

P e V en mod (O) 
n=l 

poden:;tos usar el Teorema de Aproximación 1.5 para concluir que existe 

N 2: 1 entero tal que, para i = 1,2, ... , r, ¡ji E eN y 

lo que, por la suposición: PN $ PN+l $ ... , implica que: 

(2) para todo n 2: N, Di E en' 
Veamos que 

(3) U - - 8 
It( Bi nBj) < 2 

i'¡'j 
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En efecto, Bi e Ai u (Bi~Ai), Bj e Aj u (Bj~Aj), y así Bi n Bj e 
(Ai u (Bi~Ai)) U (Aj U (Bj~Aj)) e (Bi~Ai) u (Bj~Aj). 

Esto y (1) implican (3). 
Sean 

B 1 = B1 

B2 = B2 \ B1 

r-2 

Br-1 = Br - 1 \ U B)j 
j=l 

r-1 

Br =X\ U Bj. 
j=l 

Observemos que 

y que 

Ai \Bi = Ai \ (Bi \ D Bi) 
)=1 

= Ai \ (Bi \ D Bi n Bj )) 
)=1 

~ (A, \B,) U (A, n (Q, B, nB;) ) . 

En consecuencia, por (1) y (3), 

J.L(Ai~¡) :$ J.L(Bi \ Ai) + J.L(Ai \ B i ) + J.L (O Bi n Bi) < Ó. 
)=1 
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Así, por el Lema XI.6, si Q = (B1 , ••• , Br ), 

H(PjQ) < é. 

Como por (2) Q ~ Pn , para todo n ~ N, podemos usar la Proposición 

XI.2(iii) para concluir que 

para todo n ~ N, H(PjPn) ~ H(PjQ) < é. • 

Corolario XI. 7.1. Si PI ~ P2 ~ .•• es una sucesión de particiones finitas 
00 

tal que A = V Pn mod 0, entonces 
n=l 

h(T) = sup h(T, Pn). 
n 

Demostración: Sea P una partición finita de (X, A, jl). Como A = 
00 

V Pn mod O, se sigue del Teorema XI.7 que 
n=l 

(1) lim H(P jPn) = O. 
n 

Por la Proposición XI.5,(i), para todo n, 

h(T, P) - h(T, Pn) ~ H(P jPn), 

o sea 

h(T, P n) ~ h(T, P) - H(P jP n). 

Luego, usando (1), 

sup h(T, Pn) ~ h(T, P). 
n 

Como P es arbitra.rio el corolario se sigue immediatamente. • 

95 



Sea T una transformacióninversible que preserva medida en un espacio 

de probabilidad (X, A, 1-'). Decimos que una partición finita P de (X, A, 1-') 
es un T -generador si 

00 

V Tnp = A mod (O). 
n=-oo 

Corolario XI. 7.2. (Kolmogorov-Sinai). 
Si T es inversible y P es un T -generador, entonces 

h(T, P) = h(T). 

n 

Demostración: Sea Pn = V T-iPi tenemos entonces que PI ~ P2 ~ 
i=-n 

00 

... ~ Pn ~ ... y que V T-np = A mod (O). Luego por el Corolario 
-00 

X1.7.1 y la Proposición XI.5,(iü)-(iv), 

n 

h(T) = sup h(T, V T-ip) 
n>O . - J=-n 

= sup h(T,Tn (V T-i P) 
n i=O 

= sup h (T, V T-iP) 
n i=O 

= h(T,P). • 

Corolario XI.7.3. Si P es una partición finita y 

00 

V T-ip = A mod(O) 
i=O 
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entonces 

h(T, P) = h(T). 

Demostración: Usando el Corolario XI.7.1 y la Proposición XI.5 obte-

nemos 

h(T) ~ ~~ h (T' Yo T-;P) ~ h(T, P). I 

Corolario XI. 7.4. Si T es inversible y existe una partición finita P tal 
que 

00 

V T-jp = A mod (O), 
j=O 

entonces 
h(T) = O. 

Demostración: Como T es inversible, 

i2 T-ip = T- I (2 T-iP) mod(O) 

= T-I(A) mod(O) 

= A mod(O). 

n 00 

Así, si Pn = V T-ip entonces PI :::; P2 :::; .,. y V Pn = A mod(O). En 
;=1 n=1 

estas condiciones, se sigue del Teorema XI. 7 que 

limH(P /Pn ) = O. 
n 

Consecuentemente, usando el Corolario X1.7.3 y la Proposición XI.5 (vi), 

h(T) = h(T, P) = limH(P /Pn ) = O. • 
n 
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Proposición XI.8. Sea T una transformación que preserva medida de un 
espacio de probabilidad (X, A, J.'). Entonces: 

(i) m E N ~ h(Tm) = mh(T). 

(ii) T inversible. y m E Z ~ h(Tm) = lnil h(T). 

Demostración: 

(i): 

Sea P una partición finita de (X, A, J.') Y m ~ 1. Tenemos que 

h(T,P) =~n~H V T-jp 
(

nm-l ) 

J=O 

= 2. h(Tm, P), 
m 

o sea 

mh(T) ~ h(Tm, P) 

y así 
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Recíprocamente, 

h (T
m

, V T-i P ) = li;,n~ H (\~/ T-
im (V T-i P)) 

3=0 .=0 3=0 

= li;,n~ H V T-ip) 
(

cn-I)m ) 

3=0 

=lim(n-l)m. 1 H V T-ip 
(

cn-I)m ) 

n n (n - l)m) i=O 

= mh(T, P), 

i.e., para toda partición finita P 

lo que implica que 

h(Tm) ~ mh(T); 

luego h(Tm) = mh(T) si m ~ 1. Como h(TO) = 0, donde T O denota la 
transformación identidad, tenemos que (i) es verdadero. 

(ii): 
Por el ítem (i), basta probar que para toda partición finita P, 

h(T- I
, P) = h(T, P). 

En efecto, 

H (~\/ TiP ) = H (T-Cn- I
) (VI Ti P )) 

3=0 3=0 

(

n-I ) 
=H V T-ip , 

;=0 
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y así, 

(
n-l ) 

h(T-1
, P) = lim ~ H i'L Tip 

1 (n-l .) 
= lim;; H V. T-3P 

3=0 

= h(T,P). I 
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