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INTRODUCCION A LA TEORIA
ERGODICA

Carlos Gutierrez*

La Teoria Ergédica estd edificada con ejemplos, teoremas de convergen-
cia, el estudio de varias propiedades de recurrencia y la Teoria de Entropia.
Aqui tratamnos de todos estos asuntos en un nivel introductorio. Al lector
interesado en estudios mds amplios y profundos le recomendamos los libros
de R. Mafié [Maii], K. Petersen [Pet] o P. Walters [Wal]. También, con
la misma finalidad, nos gustaria recomendar la lectura de los libros de P.
Billingsley [Bil] y W. Szlenk [Szl].

Son requisitos, para acompafar el texto, alguna familiaridad con los
elementos de Teoria de la medida y de Topologia General.

Damos a continuacién una idea de lo que tratan las diversas secciones
de este texto.

En la seccién I revisamos las definiciones y resultados de la Teoria de
la Medida que utilizaremos.

En la seccién II introducimos el objeto fundamental de nuestro estudio:
los sistemas dinamicos medibles (X, A, u,T) constituidos por un conjunto
X, por una o-dlgebra de subconjuntos de X, una medida de probabilidad
sobre A (o0 sea u(X) = 1) y una transformacién T: X — X que preserva
medida (i.e., para todo A€ A, T'Ae A y p(T71(4)) = u(4)).

Fijemos, para lo que sigue de esta introduccidn, un sistema dindmico
medible (X, A, 1, T).

En la seccién I encontramos el tépico de recurrencia que es de gran
importancia en la Teorfa Ergédica. El Teorema de Recurrencia de Poincaré
dice que si A € Ay Ag es el conjunto de los puntos z € A tales que
{z,Tz,T?z,...} N A es un conjunto infinito, entonces p(A) = p(Ag). Por
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recurrencia entenderemos el comportamiento cualitativo de los conjuntos
de la forma {z, Tz, T?z,...}.

En la seccién IV tratamos del Teorema Ergédico de Birkhoff que es
uno de los resultados trascendentales de la teorfa. El tiene que ver con la
convergencia de los promedios

1im 13 f(ri(@)

=0

donde f: X — C es una funcién integrable. El estudio de la convergencia de
este tipo de promedios es otro de los asuntos béasicos de la Teoria Ergédica.

En la seccién V estudiamos las transformaciones ergddicas T, o sea
aquéllas en que para casi todo punto z € X,

1%},
i 2 3 1T = [ 1
donde f: X — C es integrable. Recalcamos el hecho de que el limite existe y
tiene el mismo valor para casi todo z € X. Las transformaciones ergédicas
también estdn caracterizadas por lo siguiente: Si A € A y T-1A= A
entonces u(A) =0 o pu(A) = 1. Luego, si suponemos que T no es ergédica
entonces existird B € A tal que T"}(B) = B y 0 < u(B) < 1, y, asi,
T-1(B°) = B° y 0 < pu(B°) < 1, donde B® = X \ B. En estas condiciones
podremos estudiar (X, A, u,T) mediante los dos sistemas dindmicos mas
simples (B, Ap,up,T|p) y (B¢, Ape,ppe,T|p:), donde Ac = {ANC :
Ae A} y pe= “(—105 - u. En este contexto, las transformaciones ergédicas
son las indescomponibles.

En la seccidn VI tratamos de las transformaciones mezclantes T las
cuales estdn caracterizadas por la siguiente propiedad de recurrencia: Para
todo A,Bc A

lim p(T~"AN B) = p(4) - u(B).



Las transformaciones mezclantes forman una subfamilia de las ergédicas;
pues, como se verd, las ergddicas estdn caracterizadas también por lo si-
guiente: Para todo A,Be€ A

o1
lim —
n—oomn

n—1
Y w(T™IANB) = u(A) - u(B).
j=0

En la seccién VII estudiamos las propiedades ergddicas y mezclantes de
una clase de transformaciones conocidas como desplazamientos de Bernoulli
y de Markov. Ellas constituyen una clase muy importante de ejemplos de
sistemas dindmicos medibles.

La seccién VIII tiene por finalidad dar una idea de las conexiones que
existen entre la Teoria ergédica y la Dindmica Topolégica.

En las secciones IX — XI tratamos del tercer asunto de gran relevan-
cia en la Teoria Ergddica: El problema de clasificacién. Decimos que
dos sistemas dindmicos medibles (X, A,p,T) y (Y,B,v,S) son equiva-
lentes si existen conjuntos de medida uno X; € A, Y7 € B y una
transformacién biyectiva ¢: X; — Y; tal que ¢oT = So¢den X; y
w1 (BNYy)) = v(BNYy) = v(B), para todo B € B. De la mane-
ra cldsica, para decidir si dos conjuntos son o no equivalentes estudiamos
propiedades u objetos que son invariantes (i.e., preservadas) por equivalen-
cia, como por ejemplo ergodicidad y mezcla. En la seccién X introducimos
la entropia h(T') de T que viene a ser un invariante, por equivalencia, bas-
tante sensible. Mostramos que ella puede ser usada para distinguir algunos
sistemas no equivalentes. Aunque no serd probado, mencionamos que la
entropia es un invariante completo por equivalencia dentro de la clase de
los desplazamientos de Bernoulli [Orn] los cuales son definidos en la
seccién II.



§I. Preliminares: Medida e Integracion

En esta seccién presentamos las definiciones y Teoremas de la Teoria
de la Medida que necesitaremos. Las pruebas de los resultados pueden ser
encontradas, por ejemplo, en [Fer], [Mun] y [Par].

A. Medidas y extensiéon de medidas

Una familia A de subconjuntos de un conjunto X es una semidlgebra
si
() g€ 4,
(iil) ABEA=>ANBeA,y

n
iii) A€ A= X\ A=) A donde 4;,45...,A, € A Elsigno 3"
=1
indica union disjunta.

Una semidlgebra A de subconjuntos de un conjunto X es un dlgebra si
A€ A= A°= X\ A € A. Se sigue que las dos condiciones siguientes son
satisfechas

(i) A, BeE A= AUB = (AN B°)° € A;
(ii)y ABeA=>A\B=ANB°ec A
Un &lgebra A de subconjuntos de un conjunto X es una o-dlgebra si

dada una sucesién {4,} de elementos de A, la unién U A, € A. Se sigue

n=1
o0

que también la interseccién ﬂ A, pertenece a A.

n=1



Sea A una familia no vacia de subconjuntos de X. Observemos que
existe una o-dlgebra de subconjuntos de X que contiene A y que es la
menor de todas. Para ver esto, notemos que la familia 2X de todos los
subconjuntos de X es una o-algebra conteniendo A y que la interseccién A
de todas las o-dlgebras conteniendo A es también una o-dlgebra conteniendo
A. Esta o-3lgebra A serd llamada o-dlgebra generada por A.

Tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.1. Sea S una semidlgebra de subconjuntos de X. EL &lgebra,
A(S), generada por S, consiste precisamente de aquellos subconjuntos de

n
X que pueden ser escritos en la forma FE = E A;, donde cada A; € S.
i=1 :

Si X es un espacio topoldgico, la o-dlgebra de Borel es la o-dlgebra
B(X) generada por la familia de los conjuntos abiertos. Los elementos de
B(X) son llamados borelianos.

Sea S una semidlgebra de subconjuntos de X. Una funcién 7:5 —
[0, 0] (donde [0, 0] es la semirecta extendida [0,00) U {c0}) es finitamente
aditiva si se cumplen las dos condiciones siguientes: i) 7(0) = 0; ii) A =

ZA,—, A; €S, AeS=T1(A)= ZT(A,'). Una funcién 7:S + [0, 00] es

=1 =1

o0
una medida si es finitamente aditivay si A = ZA,-, A; €S, AeS=

i=1
oo

T(A) = T(A).
i=1
Una terna (X, A, p), en que X es un conjunto, A una o-3lgebra de
subconjuntos de X y pu: A — [0,00] es una medida, es llamado espacio de

medida. El par (X, A) es llamado espacio medible. Decimos que X es

o0
o-finito si lo podemos escribir como una unién enumerable X = U A,
n=1

tal que p(A,) < oo para todo n. Decimos que (X, A, i) es un espacio de
probabilidad si p(X) =1.



Sea (X, A, i) un espacio de medida. Decimos que un conjunto A C X
es de medida cero si existe A; € A tal que A C A; y u(A4;) = 0. Una
propiedad aplicable a puntos de un conjunto § C X vale para casi todo
z € S (abreviadamente c.t.p.) si el conjunto de los puntos de S donde ella
es falsa es de medida cero.

Los siguientes teoremas de extensién seran de mucha utilidad cuando
se estudien ejemplos particulares.

Teorema 1.2. Sean S una semidlgebra de subconjuntos de X y A(S) el
-dlgebra generada por S. Si 7:S — [0,00) es finitamente aditiva, entonces
existe una tunica funcién finitamente aditiva 1: A(S) — [0, 00) que extiende
T. Ademds, si T es una medida, entonces T, también lo es.

Puede ocurrir que X ¢ S; no obstante X es unién disjunta de un
n

ndmero finito de miembros Ay,...,A, de S y asi 71(X) = ZT(A,').
i=1
Teorema 1.3. (Teorema de Extensién de Hahn-Kolmogorov).
Sean A, una semidlgebra de subconjuntos de X y A la o-algebra gene-
rada por Ag. Sea po: Ag +— [0,1] una medida. Entonces existe una tnica
medida p: A+ [0,1] que extiende py.

Teorema I.4. Sea A la o-dlgebra de los borelianos de R™. Existe una
inica medida A: A+ [0, 00] tal que, si A =[], (ai,b;),

MA) = H(b,- - a;).

Esta medida denominase medida de Lebesgue.

Teorema I.5. (Teorema de Aproximacién).

Sea (X, A, ) un espacio de medida y sea Ay un dlgebra que genera A.
Entonces, para todo A € A tal que u(A) < oo y para todo € > 0, existe
Ay € Ay tal que ;l(AAAo) <e

Teorema I.6. (Criterio de Aditividad)



Sea S una semislgebra y 7: § — [0, 00) una funcién finitamente aditiva.
Supongamos que existe una familia C C S tal que:

i) C es una clase compacta; esto es, si C; D Co2 O ...C; D ... son

elementos de C, entonces ﬂ Ci# ¢
i=1
ii) C posee la propiedad de la aprozimacidn; esto es, para todo A € S,
7(A) = sup{7(C)/C C A,C € C}.

Entonces T es una medida.

B. Funciones Medibles

Sean (X1,A1) y (X2, A2) espacios medibles. Decimos que T: X7 — X,
es medible si, para todo Ay € Az, T 1(A3) € A;. Si X; y X, son espacios
topoldgicos, decimos que T: X; — X5 es medible si lo es con respecto a las
o-élgebras de borelianos.

Proposicién L1.7. Sean (X;,A;) y (X2, As) espacios medibles, T: X; —
Xs, y C una familia de subconjuntos de X, tal que la o-dlgebra generada
por C es Ay. Si para todo C € C, T~!(C) € A,, entonces T' es medible.

Se sigue de esta proposicién que toda funcién continua T:X; — X,
entre espacios topoldgicos X1 y Xs, es medible.

Proposicién 1.8. Sea (X, A) un espacio medible.

(i) Si {fn}n>1 es una sucesién de funciones medibles de X en [—o0, 0],
entonces sup f,, inf f, limsup f, y lim inf f, son medibles.
(ii) Si f,g: X — C, son medibles y c € C, entonces cf, f + g, f.g ¥ |f| son
medibles.
(iii) Si {fa}n>1 es una sucesién de funciones medibles de X — C tal que
lim, fo(x) = f(z) existe para todo € X, entonces f es medible.

Observamos que (iii) se obtiene ficilmente de (i). En efecto, cada f,
puede ser escrita como f, = Re(f,)+i Im(f,) donde Re(f,), Im(f,): X —
R son funciones medibles.



C.. Integracién

En esta subseccién (X, A, p) serd un espacio de medida fijo y todas las
funciones consideradas serdn de X en C.

Una funcidon F es simple si es medible y toma valores en un conjunto
finito. Ella puede ser representada de manera tnica en la forma

n
f= ZaiXAs

i=1

donde los A; € A son disjuntos dos a dos, los a; € C son distintos dos a dos
y donde x4, denota la funcién caracteristica de A;. Si cada u(A4;) < oo,
decimos que f es integrable y definimos

/f = gail‘(Ai)'

Una funcidén g es integrable si existe una sucesioén de funciones simples
integrables {f,}n>1 tal que:

limf,(z)=g(z) p-—ctp. z€X, y
lim /|f,,—fm| =0.

n,Mm—0oo

En este caso lim,, [ f, existe y su valor no depende de la sucesién particular
{f»}. Para indicar este valor limite usaremos indistintamente los simbolos

[ =

Observamos que la funcién g puede no ser medible pero siempre coincide
con una medible c.t.p. En efecto, existe A € A tal que u(X \ A) =0y
lim f,(z) = g(z) para todo z € A. Tenemos entonces, por la proposicién
1.8, que

im(fn.xa) =9-xa

es medible y coincide con g en A.

10



Teorema 1.9. (Teorema de la Convergencia Monétona). Si f,: X —
R, n = 1,2,..., es una sucesién de funciones integrables tales que, para

ctp.z€ X, fi(z) < fo(z) < ...y sup/fnd,u < 0o, entonces:
(i) lifrin fn existe c.t.p. y es integrable;

() [t fuds= i [ fode

Teorema 1.10. (Lema de Fatou).

Sea fn: X — R una sucesién de funciones integrables que son acotadas
inferiormente por una funcidn integrable. Si

lim inf /fndu < oo
entonces la funcién £ — lim inf f,(x) es integrable y
n

/lim inf f,dp < lim inf /fndu.

Teorema I.11. (Teorema de la Convergencia Dominada).
Sig: X — R esintegrabley f,: X — R, n=1,2,..., es una sucesién
de funciones integrables con |f,| < g ctp. (n > 1)y limf, = f c.t.p.

lirrln‘/fndu=/fd,u.

Seap € [1,00). Consideremos el espacio de todas las funciones medibles

entonces f es integrable y

f:X — C con |f|? integrable. Este espacio es un espacio vectorial con
respecto a la adicién usual de funciones y a la multiplicacién de funciones
por escalares.

Si definimos una relacién de equivalencia en este conjunto por f ~ g
si, y s6lo si, f = g c.t.p. entonces el espacio de clases de equivalencia es

11



también un espacio vectorial. Denotaremos por L?(X, A, ) (or por LP) el
espacio de estas clases de equivalencia, sin embargo, por abuso de notacién,
escribiremos f € LP(X, A, p) para significar que la funcién f: X — C es
medible y tiene |f|” integrable. La formula ||f], = [f |f|" dp]'/? define una
norma en LP(X, A, ) la cual es completa; o sea LP(X, A, 1) es un espacio

de Banach. Escribiremos f € L (X, A, 1) para indicar que f es una funcién
de valores reales.

Denotaremos por L>=(X, A, i) (o por L) el espacio de todas las fun-
ciones medibles f: X — C para las que existe K > 0 tal que |f(z)] < K
para c.t.p. # € X y donde una pareja de dichas funciones son identificadas
si, y sélo si, son iguales c.t.p. El infimo de los K con esta propiedad denétase
por ||f||.. ¥ define una norma en L*°(X, A, ) que lo torna un espacio de
Banach.

Proposicién I.12. Si p(X) < co y 1 < p < g £ oo, entonces
L9(X, A, p) estd densamente contenido en LP(X, A, p).

Un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach en el cual la norma
estd dada por un producto interno, i.e., H es un espacio de Banach y existe
una aplicacién (-,-): H x H — C tal que (-, -) es bilineal, (f,g) = (g, f) para
todo f,g € H, (f,f) > 0 para todo f € H, y |f| = (f, f)}/? es la norma en
H.

El espacio de Banach LP(X, A, i) es un espacio de Hilbert si, y sélo si,
p = 2. El producto interno en L?(X, A, 1) estd dado por (f,g) = [ fgdu.
Sélo usaremos los siguientes hechos cuyas pruebas pueden ser encontradas
en [Rud):

(i) Si f,g € L% (X, A,1) y f. es una sucesién que converge a f en
L?(X, A, 1), entonces (f,,g) converge a (f,g).

(i) Sea S' = {z-€ C/|z| = 1}. Sea p la medida de Haar de S', o sea
la medida sobre los borelianos determinada por lo siguiente: si 0 <
z<y<lyA={z€ S/2rzx < argumento de z < 27wy}, entonces
p(A) = y—=z. Todo f € L*(S, B(S!), u) determina una tinica sucesién

12



de nimeros complejos {b,}7% tal que

Z |bn|2<00 y f(z)= Z byz" ctp. z€SL.

n=—co n=-—00

13



§II. Transformaciones que Preservan Medida

Sean (X, A,pn) y (Y,B,v) espacios de probabilidad. Decimos que
T:X — Y esuna transformacidn que preserva medida si u(T~1(B)) = v(B)
para todo B € B. Decimos que T: X — Y es una transformacién inversible
que preserva medida si T es biyectiva y T, T~! preservan medida. Cuando
una transformacién S: X — X del mismo espacio medible (X, A, u) preserva
medida, diremos que el sistema (X, A, y1, S) es un sistema dindmico medible.
Este sistema es el objeto fundamental de nuestro estudio.

Proposicién IL.1. Supongamos que (X, A,u), (Y,B,v) son espacios de
medida o-finitos y que T: X — Y es una transformacion. Sea B; una
semidlgebra que genera B. Si para cada B € B, tenemos que T™}(B) € A
¥ u(T~Y(B)) = v(B), entonces T preserva medida.

Demeostracién: T es medible por la proposicién 1.7.
Sea vg: B — [0, 00] la medida definida como:

w(B) = W(T~(B))

por hipétesis vp|, = v. Por el Teorema de Extensién de Hahn-Kolmogorov,
v es la dnica extensién de la medida vg|g,. Luego v =v, 1y, asi, T
preserva medida.

Damos algunos ejemplos de transformaciones que preservan medida.
(1) Tranformacién de Gauss.

Sea ([0,1), A, 1) el espacio de probabilidad tal que A es la o-algebra
de los borelianos de [0,1) y p es definida en un boreliano A, por:

1 1
=— dX
uA) log2 _/A l+z

14



donde ) es la medida de Lebesgue. En particular, si [a,b) es un subintervalo
de [0,1) entonces.

b
dz 1 14+b
#(la,b)) = 1g2 A 1+m—log2log<1+a)'

Sea ¢:[0,1) — [0,1) la transformacién definida por ¢(0) =0 vy, si
z # 0, p(z) = L — [1], donde [z] denota parte entera de z. Esta ¢ es
llamada Transformaczon de Gauss. Probaremos que ¢ es medible y que
preserva la probabilidad p.

Verifiquemos que-si I, = (;}ﬁ, %], siendo n un entero positivo, en-
tonces ¢|1,,,: Iny1 — [0,1) es un difeomorfismo con pendiente negativa.
En efecto, z € I, 41 = ¢(z) = L — n. Ver el grifico de ¢ en la figura IL.1.
El conjunto de puntos de d_lscontmmdad de pes {0}U{L/ne N n>2}.

4
°5 % f 1
Figura II.1

Sea S la familia formada por (el conjunto vacio y) todos los intervalos
de la forma [a,b) con 0 < a < b < 1. Ciertamente S es una semidlgebra de
subconjuntos de [0,1) que genera la o-4lgebra A de los borelianos. Como

para todo b € (0, 1],
(o

n=1

o~ 1([0,b)) = [

15
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Figura I1.2

Se sigue de la Proposicién 1.7 que ¢ es medible.
Probemos ahora que ¢ preserva u. Sean 0 < a < b < 1. Tenemos que:

w7 ([a,b)) = Z#((

n=1
_i‘ 1 /—i: dt
n=110g2 = 141
= i 1 log (1+ ain) =
1
n=110g2 (1+b+—n

ilog [(a+n+1)/(b+n+l)] -

b+n’ a+n])—

' _log2n=1 (a+n)/(b+n)
1 & a+n+1 a+n
log2n2=:[lgb+ +1 1Ogb+’n

1 a+1
“ioga 8z 1) =

1 b
_log2/a. t+1d)‘ #(la,b))-

Consecuentemente, por la Proposicién II.1, ¢ preserva la medida pu.

(2) La tranformacion z,— mz — [mz] de [0,1) con m > 1 entero.

16



Sea ([0,1], A, X) el espacio de probabilidad tal que A es la o-dlgebra de
los borelianos de [0,1) y ) es la medida de Lebesgue.

Sea m > 1 entero y ¢:{0,1) — [0,1) definida por ¢(z) = mz — [mz].
Ver el gréfico de ¢, cuando m = 4, en la figura I1.2.

Sea S la misma subélgebra de subconjuntos de [0,1) considerada en el
ejemplo anterior (1). Como para todo [a,b) € S

m~1 . .
<p_1([a,b)) _ U [aT-lr;z’ b;’:z

i=0

)

Se sigue de las Proposiciones 1.7 y II.1 (argumentando como en el
ejemplo (1)) que ¢ es medible y que preserva la medida A.

(3) El endomorfismo z — z™ del circulo con m # 0.

Sea (S, A, ) el espacio de probabilidad tal que S = {z € C/|z| = 1},
A es la o-algebra de los borelianos de S' y u es la medida de Haar de
S1, o sea la medida de probabilidad p determinada por lo siguiente: si
0<z<y<lyA=/{ze€ S'/2rz < argumento de z < 27y} entonces
p(A) = y—z. Es facil ver que p(A) es igual a 5~ por la longitud (candnica)
de A. La prueba de que T: S' — S1, definida por T'(z) = 2™, con m # 0,
preserva medida es la misma que la del ejemplo (2) anterior.

(4) Desplazamientos (“Shifts”).

En este item no damos ningin ejemplo de transformacién que
preserva medida; solamente introducimos los espacios medibles (B(n), A),
(B*(n), A) y las transformaciones medibles, conocidas como desplazamien-
tos, o: B(n) — B(n) y o:B*(n)— B*(n).

Sean n > 1 un entero y Y = {0,1,... ,n — 1} un “alfabeto” de fini-

tos simbolos. Definimos el producto B(n) = HY como el conjunto de
todas las sucesiones bilaterales §: Z — Y con valores en los simbolos de Y.
Considerando el espacio de medida (Y, 2Y), donde 2¥ denota la o-algebra

17



(finita) de todos los subconjuntos de Y, vamos a proceder a definir el espacio

oo
de medida producto (B(n), A) = H(Y, 2Y) de la siguiente forma:
—o0
Sean m > 0 entero y A; € 2Y, para 0 < 1 < m. La coleccién S de los
conjuntos, llamados cilindros, de la forma

C(j, Ao, A1,... ,Am) =1{0 € B(n)/0(j + 1) € A;,0 < i <m},

donde j € Z y cada A; € 2Y, forma una semislgebra de subconjuntos de X.

La o-dlgebra A es aquella generada por S.

La transformacién biyectiva o: B(n) — B(n) dada por o(8)(k) = 0(k+
1), donde 8:Z — Y y k € Z, llamada desplazamiento, es medible de acuerdo
con la proposicién 1.7, pues para cada cilindro C € S, 0~ 1(C) es también
un cilindro. Por el mismo motivo su inversa 0~ también es medible.

Otra manera de presentar el espacio medible (B(n), A) y la transfor-

macién bimedible o: B(n) — B(n) es la siguiente: Si atribuimos a cada Y la

topologia discreta, B(n) = H Y tiene una estrutura de espacio topoldgico
-0

producto donde los cilindros de S forman una base de abiertos. Por el Teo-
rema de Tichonoff, B(n) es un espacio topoldgico compacto y como el com-
plemento de un cilindro es unién finita de cilindros resulta que cada cilindro,
siendo cerrado, es compacto. En estas circunstancias o: B(n) — B(n) es
un homeomorfismo y A es precisamente la o-dlgebra de los borelianos del
espacio topolégico B(n).

De manera andaloga definimos:
o0
(1) el espacio topoldgico producto B¥(n) = HY;
0

(ii) la o-dlgebra A de subconjuntos de B¥(n) como aquella generada por
los cilindros

C(j; Ao, A1, ..., An) = {0 € B¥(n)/8(j + 1) € A;,0 <i < m},
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donde j € N y cada A; € 2Y; y finalmente
(iii) el desplazamiento ¢: B¥(n) — B*(n) dado por o(0)(k) = 6(k + 1),
donde :N—Y y k€ N.

(5) Desplazamientos de Bernoulli

SeaY = {0,1,...,n—1}. Sean (B(n), A) el espacio medida producto,
S la semidlgebra y o: B(n) — B(n) el desplazamiento como se definieron
en el item (4) anterior. Sea (Y,2Y,v) un espacio de probabilidad. La
probabilidad v estd determinada por los valores v({i}) = p; y se verifica
que (po,p1,-.- ,Pn—1) €s un vector de probabilidad (i.e., cada p; > 0 y

n-1
> opi=1)
=0

Si definimos po: S + [0,1] dando al cilindro C(j, Ao, 41,... ,A,) €l

valor
H V(Ai)’

=0

no es dificil ver que po es finitamente aditiva. En estas condiciones se
puede aplicar directamente el Teorema 1.6 para extender yg¢ a una medida
p: A+ [0,1], pues la semidlgebra S es una clase compacta (como ya fue
observado en (4)).

Es facil ver que para todo A € S, u(¢6~tA4) = p(A) , vy, asi, por
la proposicién II.1, o preserva la medida u. El sistema dindmico medible
(B(n), A, p,0), que habitualmente denotaremos por (B(n),p,0o), serd lla-
mado desplazamiento (bilateral) de Bernoulli. El desplazamiento o es una
transformacién inversible que preserva medida.

De manera anédloga definimos el desplazamiento de Bernoulli unilateral
(B*(n),p, o). Esta transformacién preserva medida mas no es inversible.

En el siguiente resultado, que es un caso especial del Teorema de
Consistencia de Daniell- Kolmogorov [Par, p 119], usamos las notaciones
acabadas de introducir en (4).

Teorema II.2. Sean k > 1 un entero fijo Y = {0,1,... ,k — 1}
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L=
y (B(k),A) = H(Y,Zy). Si para cada n € N y cada sucesion
-0

ag,ai,... ,an €Y estd dado un nimero real no negativo p,(aop,a1,... ,an)

de tal forma que:

i) Y polar) =1,

ag€Y
(11) pn(a'Oa cee aan) = Z pn+1(a0, vee 9 Op, an+1);
enp1€Y
(iﬁ) Pn(al,--- ,an) = Z Pn+1(ao,a1,--- ,an+1);
ag€Y
entonces:

(a) existe una iinica medida de probabilidad p en (B(k), A) tal que

“(C(j;aoaala-- . ,an)) =pn(ao,a1,. .. ,an)

donde j€Z 'y a; €Y denota (por abuso de notacién) al conjunto
unitario {a;} C 2Y;
(b) el desplazamiento bilateral o: B(k) — B(k) preserva la medida .

(6) Desplazamiento bilateral de Markov

Particularicemos el desplazamiento general o del Teorema II.5. Sean
p = (po,P1,- .- ,Pr—1) un vector de probabilidad con entradas p; >0y P =

k-1
(pij)i,jey una matriz estocdstica (i.e., p;; > 0,y, para cada i, Zpij =1)
=0
k-1
talesque pP=p (ie, Zp,-p;j = p;). Las funciones
i=0

pn(G'Oa EE aa’n) = PaoPaoaPaja; -- -Pap_1a,

satisfacen las condiciones de consistencia del Teorema I1.5; la condicién (i)
porque p es un vector de probabilidad, la segunda condicién porque p es
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estocastica, y la tercera porque pP = p. Por consiguiente, hay una dnica
medida g, preservada por el desplazamiento o y tal que

I‘L(C(], A0y Q1. a’n)) = PaoPaga; -+ Pan—1an-

El sistema dindmico medible (B(k), A, p,0), que denotaremos habitual-
mente por (B(k),p, P,0), serd llamado Desplazamiento de Markov y p serd
llamada (p, P)-medida de Markov.

Una demostracidn del siguiente resultado de Kriloff y Bogoluboff puede
ser encontrada en el libro de P. Walters [Wal].

Teorema I1.3. Sea X un espacio métrico compacto; sea T: X — X una
aplicacién continua. Entonces existe una medida de probabilidad sobre los
borelianos de X que es preservada por T'.
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sIII El Teorema de Recurrencia de Poincaré

Dada una transfomacién que preserva medida y un subconjunto medi-
ble de su dominio, casi todo punto del referido subconjunto regresa infinitas
veces a él mismo por iteraciones de la transformacién. El enunciado pre-
ciso de esto, que lo hacemos a continuacidn, es la versién probabilistica del
Teorema de Recurrencia de Poincaré.

Teorema III.1. Sea (X, A, u,T) un sistema dindmico medible. Dado A €
A, sea Ay el conjunto de los puntos x € A tales que T"(z) € A para infinitos
valores n > 0. Entonces Ag € Ay u(Ao) = p(A).

Demostracién:
Seam € N y B,, = {r € X:T"(z) € A para algin n > m}. Vemos
que

(1) BoO>DBiDB;D...,
(ii) T7'(Bm) = Bm+1, ¥

(iii) Ap=AN([) Bm).

m=0

Luego, como T preserva medida, yu(By,) = p(Bm+1) para todo m > 0.

o0
Por consiguiente, como u(X) < oo, concluimos que p( n Bpn) = u(By).
m=0
Asi, pu(Ag) = p(AN By) = u(A), pues AC Bo. 1
Sean X un espacio topolégico y T:X — X una transformacién.
Definimos el w-lfmite de £ € X como el conjunto de los z € X tales que
para toda vecindad U de z y todo m € N, existe n > m tal que T"z € U.
Decimos que = € X es recurrente si z € w(z) y denotamos

Rec(T) ={z € X:z € w(z)}
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Enunciamos ahora la versién topolégica del Teorema de recurrencia de
Poincaré.

Teorema III.2. Sea (X, B(X),u,T) un sistema dindmico medible, donde
X es un espacio topoldgico con base enumerable (y B(X) es la 0-dlgebra de
los borelianos de X ). Entonces p-c.t.p. = es recurrente.

Demostracién:

Sea (U, ){° una bage enumerable de abiertos de la topologia de X y sea
F,={z €U,/ O*(Tz)NU, = ¢}, donde O*(T(z) = {Tz,T?z,...} es
la 6rbita positiva de T'z.

Como cada U, es abierto, F, C X \ Rec(T). Asi, | | F, C X\ Rec(T).
n=1
Reciprocamente z € X \ Rec(T) implica que z pertence a algin F,,. En
conclusién

X \ Rece(T) = O F,.
n=]

Esto termina la prueba, pues, por la versién probabilistica (Teorema I111.1),
u(Fy) =0, para cada n > 1 y de este modo pu(Rec(T))=1. i

Sea X un espacio topoldgico y T: X — X una aplicacién. Definimos
como conjunto no errante Q(T) de T al conjunto de los z € X tales que
para toda vecindad V de z existe n > 1 tal que 7"V NV # ¢.

Veamos que X \ ((T') es abierto. Si z € X \ Q(T') entonces existe
una vecindad abierta V de z tal que, para todon > 1, VNT"V = ¢.
Luego V € X \ Q(T). En otras palabras Q(T') es cerrado y, en particular,
boreliano.

Corolario III.2.1. p(QT)=1.
Demostracién: Rec(T) C (T). 1

Corolario II1.2.2. Si p es positiva sobre todo abierto no vacio, entonces

QT)=X.
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Demostracion: Si Q(T) estuviese propiamente contenido en X entonces,
como X \ QT') es abierto, u(X \ Q(T) > 0, contradiciendo al Corolario
I1.9. 1

Definimos el soporte de p como el conjunto supp (u) = {z: para toda
vecindad abierta V' de z, u(V') > 0}.

Corolario I11.2.3. supp () C Rec(T)

Demostraciéon: Siz € supp (u) y V es una vecindad abiertade z, u(V') >
0; luego V N Rec(T) # ¢, porque sino, 1 = p(X) > p(V U Rec(T)) =
1+u(V)>1. 1
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§IV ~ El Teorema de Birkhoff

El teorema més importante de la Teoria Ergddica es el Teorema
Ergédico de Birkhoff. Para probarlo necesitaremos de algunos resultados
preliminares.

Proposicién IV.1: (Cambio de variables).

Sean (X, B,p) un espacio de medida, (Y,C) un espacio medible y
T:X — Y una transformacién medible. Definamos Typ = po T 1:C —
[0, 00) por T p(C) = p(T~1(C)). Entonces:

(i) Tip es una medida sobre C,
(i) Para toda funcién medible f:Y — C

/Y Fd(Tup) = /X foTdu,

en el sentido de que si una integral existe, lo mismo ocurre con la otra
y las dos son iguales.

Demostracién:
Es fécil ver que T, es una medida.
Cuando f = xg es la funcién caracteristica de E € C

[ xedTo) = e E) oy
/ xg o Tdu = / xT-1(Bydp = p(T' E),
X X
lo que implica que el resultado es verdadero por definicién de T, p. En conse-

cuencia, la férmula vale para funciones simples (i.e., combinaciones lineales
de funciones caracteristicas). Si f:Y — [0,00) es una funcién medible,
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entonces f es limite puntual de una sucesién creciente de funciones sim-
ples, y el resultado sigue del Teorema de Convergencia Monétona. Ademés,
cualquier funcién medible f:Y — R puede ser escrita como la diferencia
f = f* — f~ de dos funciones medibles no negativas sobre Y y de este
modo la férmula es verdadera también en este caso. Finalmente, cualquier
funcién medible f:Y — C puede ser escrita como f = Re(f) + iIm(f)
donde Re(f),Im(f):Y — R son funciones medibles. Luego la férmula es
verdadera en general. i

Teorema IV.2. (Teorema Ergédico Maximal)
Sean (X, A, ) un espacio de medida o-finito, T' una transformacion
que preserva medida y f € L(X, A, ) de valores reales. Si

n—-1
1
* = I Tk ,
f(z) = supo gf( z)
entonces f*: X — (00, 00] es medible y

/ fdu >0,
{f*>0}

donde {f* > 0} denota el conjunto {z € X: f*(z) > 0}.

Demostracién: (Debida a A. Garsia). Sean fo =0, fa=f+foT+---+

foT™! y Fy= ohax fn. Observemos que
—n—

>0 = U Fw > 0.
N=1

Asi, basta probar que, para todo N > 1.

(1) /{ sy T 20
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Para cada 0 < n < N se tiene que Fiy > f, vy de este modo

FNO

T+f> faoT+f = fay1. Por consiguiente,siN >1 y vy € {Fy >0},

FnoT(y)+ f(y) > @Lastfn(y)

= max fn(y) pues y € {Fy > 0}

T 0<n<N
= Fn(y);
ie.,
(2) f>Fny—-FyoT en {Fy>0}

Como Fy,Fn oT € L}(X1, A, p), se sigue de (2) que:

/ f 2/ FN —/ FN OT
{Fn>0} {Fn>0} {Fn>0}

=/FN—/ FyoT pues Fy >0
X {Fy >0}

Z/FN—/FNOT pues Fy >0,
X X

=0 por la Proposicién IV.1.

Esto termina la prueba de (1) y del Teorema. i
Corolario IV.2.1. Si u(X) < oo, se tiene que: para todo o € R
ap({f* > a}) < / fdp;
{f*>a}

en particular,

u{e : £*(z) = 00}) = 0.

Demostracién: Como p(X) < oo, f—a € LY (X, A,pn). Haciendo
g = f — a vemos que {g* > 0} = {f* > a}. Asi, por el Teorema Ergddico

Maximal IV.2,

0< / (f —a)dp = / fdp — / adp.
{f*>a} {f*>a) (f*>a}
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Luego
/ fduz ou({f* >a}). W
(f*>a}

Teorema IV.3. (Teorema Ergédico de Birkhoff)
Sean (X, A, ) un espacio de medida o-finito, T: X — X una transfor-
macion que preserva mediday f € L'(X, A, u). Entonces:

n-—1

(i) lim (ZfoT(z)) = f(x) existe c.t.p.;
i=0

(ii) f es T-invariante ie., foT = f ct.p; ¥y

i) fert v ||f], <,

Cuando pu(X) < oo también se cumplen las dos condiciones siguientes:
n—1 ] -
(iv) Z foT? | convergea f en L';
i=0

(v) [ fdp= [ fdp.

Demostracién:

Basta probar este Teorema cuando f € L!(X, A, u) es de valores reales
pues, una vez hecho esto, podemos escribir g € L!(X, A, ) como g =
g1 +igs donde g;,92: X - R.

Supondremos, de ahora en adelante, que f: X — R.
(i):

Para cada o, 3 € R, con a < 3, sea

n—1

1 .
- Timinf— j
E,‘a,ﬁ_{xeX.llan}nfn E_Of(T )<a<pf<

n-1
1 .
i b j
< 111rlnsupn jE=0 F(Tiz)}
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Probaremos que para cada a, (con a < f8), u(Eqsg) = 0. Luego la
unién sobre todos los racionales o < 3 tendra también medida cero y de
este modo el limite de (i) existird c.t.p. z € X.

Cada E,p es medible porque limsup y liminf de funciones medibles
resultan siendo funciones medibles.

Afirmamos que

(1) p(Eea,p) < oo.

En efecto, sea C C E,,3 medible de medida finita. Vamos a suponer
que 8 > 0 pues, caso contrario, argumentariamos con —f y —a.

n—1
Observemos que z € E, g implica que, para algin n, + Z foT¥(z) >
7=0
n—1 .
B, de este modo  (f — Bxc)*(z): = supl Z(f - Bxec)oT?(z) >0, o sea
n21 %
zZ j=0

Eap C{(f - Bxc)” >0}

En consecuencia, aplicando el Teorema Ergddico Maximal IV.2 a la funcién
f — Bxc; tenemos que

f fdu> B / xc
{(f-Bxc)*>0} {(f-Bxc)*>0}
> ﬂ/ xc = Bu(C)
Ea,p

En conclusién, si C C Eq g tiene medida finita y 8 > 0 entonces
1

<) <
B Ji(f-Bxc) >0}

1
fdu < B/X'f'd’"

Ahora, como X es o-finito podemos escribir Eq 3 = |J C, de forma
n21

queCiCCC... vy p(Ca)< % [1fldp, lo que implica que p(Eq,g) <
%flfl < oo. Esto prueba (1).
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Es facil ver que T(E,g) C Eqsp. Asi, podemos aplicar el Corolario
IV.2.11a
(f=B) |E. € L' y T |g, : Eap — Ea,p obteniendo

Bi(Fa ) < /E fdu
«,B

ya que Eq 3 = {z € Eqp: f*(z) > B}.
Argumentando con la pareja (—f, —c«) de la manera como lo hicimos

con (f,f), vemos que E, g C {(—f)* > —a} y que

/ —fdu > —ap(Eap),
E,,,p

0 sea

fap < ap(Eq p).
E. gz

Asi
BB ) < /E fdp < ap(Eap),
o,

y como a < (3, esto tltimo es posible sélo si u(Eq,g) = 0. Esto termina la
prueba de (i).
(ii):
Para c.t.p. £ € X tenemos que:
- 1! ,
foT(e)= lim =3 f(T+(z))

n—oon
i=0

= lim (% Y- foTi(z) - %f(w))

T n+1 1 i i
—nllvngo( n 'n+1j§0fOT (Z))

= f(=).
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(iii):

Sea m la funcién obtenida aplicando i) a |f] € £L'(X, A, u). Como

n—-1

< 3 |ffoTd
0

j=

n-1

1 .
;Jz:;foTJ

tenemos que | f l < m También, como T preserva p (Ver Proposicién IV.1),

J | f ole dp = [|fldp para j > 0. En consecuencia, usando el Lema de
Fatou obtenemos

Ao [ e [, i
[l fifi<imise 25 1ror
1n—1 .
=117‘I£1*1°%f—7;j§=:0/lf0T1|

n-1
1
— Liminf L
it 1
j=0
= liminf [ |f|

=/|f|<oo;

En otras palabras (iii) es verdadero.

(iv):

En esta parte de la prueba usaremos la Proposicién 1.12. Como u(X) <
00, L®(X, A, u) C LY(X, A, p). Supongamos primero que f € L*; se sigue
de (i) que

n—1

@) fz) - = 3" foTi(a)
j=0

— 0 c.t.p
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También, para c.t.p. X,

n—1
|7@)] < tim = 3" |5 oTI(a)|
7=0

1 n—1
Bim =3 Il

j=0

= [ flloo »

IN

y asi, para c.t.p. z,
. iy )
f@) - = S(F o T)w)
k=0
n—1
<Nl + = SNF T, <20l

=0

Por tanto la sucesién (2) estd dominada (p-c.t.p.) por una constante,
luego podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada para con-
cluir que f € L> C L' implica que

n-1

(3) % Z(f o T9) converge a f en L.

=0

Sean f € L! y & > 0. Por la densidad de L™ en L! existe fy € L™ tal que
Il — foll, < £/3; luego como f — fo = (f — fo) se sigue de (ii) que

|7 - 5], <1f = solly < /3.

También, por (3), existe un entero N tal que, para todo n > N,

n—1
. 1 )
f0';§. 0:f0°TJ <ef3.
= 1
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En consecuencia, para todo n > N,

-3 <|i-4),

1

n—1

.1 .

+ fo—ﬁzofo oT?
]=

n-—1
H2 S0 - fyoTi| <o,
j=0

pues
1 n—1 ] 1 n—1
EZ(f—fo)oT’ < ;lef—fo||1=l|f—folll<€/3-
i=0 , =)

Como £ > 0 es arbitrario, esto termina la prueba de (iv).

(v):

Usando (iv) y el hecho que T preserva y tenemos que:

-1

[fan= i " [ roman

j=0

n—1
= lim ) / fdp  (Prop. IV.1)
=0

n—r0o0

~ [tau

Corolario IV.3.1. (Teorema Ergddico L? de Von Neumann).
Sean (X, A, p) un espacio de probabilidad, T: X — X una transfor-
macién que preserva mediday 1 < p < 0o. Si f € LP(X,,u) entonces:
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n—1

(i) nh—vngo% (ZfoT(x)) = f(z) existe c.t.p.;

j=0

) ferr y |7 <0l ¥

n-—-1
(i) % (ZfoTj) converge a f en LP.

Jj=0

Demostracién: Basta probar este resultado para el caso f: X — R. Como
X tiene medida finita, L? C L' y asi (i) del Teorema de Birkhoff implica
(i) de este corolario. También L? C L' implica que las pruebas de (iii) y
(iv) del Teorema de Birkhoff pueden ser ficilmente adaptadas para probar
(ii) y (iii), respectivamente, de este corolario. |l

Corolario IV.3.2. Para todo A,Bec A

1 n—1 .
lim = W (4) 0 B) = [ %4 xudn

n—oon £
j=0

Demostracién: Para cada j,
mT~7(A)NB) = /x XT-3(a) " XBdpt = /x xaoT? - xpdp.

Como x4 € L%(X) se sigue del Teorema Ergédico L? de Von Neumann

que, en L2,
1 n-1 )
" Y xa0Ti = %a.
i=0
Luego

1 n-1 ) 5
= u(T™3(4)n B) —>/ Xa-xpdp. 1
n i=o X

En el Teorema de Birkhoff, la funcién f ldmase promedio orbital de fy
[ fdp Nldmase promedio espacial de f. Si x4 es la funcién caracteristica de
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un conjunto medible A € A y = € A, el promedio orbital de x4 dendtase
por Ta ¥y Ta(z) es llamado promedio temporal de estadia de z en A. La
funcién 74 es particularmente expresiva pues

Ta(@) = Jim J#{0.<j <0 - LTI(2) € A)

/x Tadp = p(A).
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§V  Transformaciones Ergédicas

Sea (X, A, p,T) un sistema dindmico medible. Decimos que A € A es
T-invariante si u(AAT~1A) = 0. Decimos que T es ergédica, o también
que p es ergédica, si A € A T-invariante implica que u(A) es cero o uno.

Lema V.1. Sea T: X — X una transformacién que preserva medida de
un espacio de probabilidad (X, A, 1). Sean Ay un dlgebra que genera A y
A, B € A. Para todo € > 0 existen Ay, By € Ag tales que para todo entero
i>0o,

(i) |4(A) - 1(B) — p(Ao) - w(Bo)| < &

(i) |s(T7ANB) — (T Ao N Bo)| < &

Demostracidén: Sea ¢ > 0 dado y sean A,B € B. Usando el Teo-
rema de Aproximacién 1.5, escojamos Ag, By € Ag con u(AAAp) < €/2,
W(BABo) < €/2 v |u(A) - u(B) — w(Aa)u(Bo)| < e. Para todo j > 0,
(T-7ANB)A(T~7 Ao N By) C (T-7AAT~I Ag) U (BABy), de este modo
tenemos que p(T~7AN B)A(T7 A9 N By) < € y, como consecuencia, lo
requerido en el lema. 1 ‘

Teorema V.2. Sea (X, A, n,T) un sistema dindmico medible. Sean 1 <

p < oo y S una semidlgebra que genera A. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) T es ergédica;

(ii) Para toda funcién medible f: X — R tal que f(Tz) > f(z) c.t.p., se
tiene que f es constante c.t.p.;

(iii) Para toda funcion medible f: X — C que sea T-invariante (i.e.,
f(T'z) = f(z), c.t.p.) se tiene que f es constante c.t.p.;

(iv) f € L? implica que el promedio orbital f es constante c.t.p.;

(v) f € L? implica que el promedio orbital f = [ fdu c.t.p.;
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(vi) para todo A€ A y para ctp.z€ X
w(A) = xa(z) = lim%#{O <j<n-1T(z)€ A};

(vii) Para todo A,B € S vale

n-1
lim= 3" (T (4) 1 B) = u(4) - w(B).
Demostracién:
() = (d1):

Sea f: X — R medible tal que f o T(z) > f(z) c.t.p;; si f no es
constante c.t.p. entonces existe ¢ € R tal que el conjunto medible

B = {z:c > f(z)}

satisface 0 < p(B) < 1. Sin embargo y € T~!(B) implica por hipétesis que

c> f(T(®) 2 fly) ctp.yeT (B

Asi, p(T~*(B)\ B) = 0 y como también p(T~*(B) = u(B) (pues T
preserva p), concluimos que u(T~!(B)AB) = 0. Por ergodicidad p(B) es
cero o uno, lo que es una contradiccidn.

(ii)= (iii): Obvio.

(iii)= (iv): Obvio

(iv) = (v):

Dado f € L?, porque L? C L! y por el Teorema Ergédico de Birkhoff,

f'=/fdu=/fdu c.t.p.

(v) = (vi):
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Se sigue directamente de la hipétesis pues si A € A y z € A entonces
xa€Lry

1 . ln—l .
- <ji<n-1T’ = - I (z).
n#{O__]_n 1: T’z € A} "FZOXAOT(z)

(vi) = (vii):

Por hjpéfesis y por el Corolario IV.3.2

n—1

lim: Y @A) B) = [ xs
j=0

= p(A4)- / XB
= p(A) - u(B).

(vii) = (i):
Como cada elemento del dlgebra, Ay generada por S puede ser escrita

como unién disjunta finita de miembros de S (Teorema I.1), se sigue que la
propiedad de convergencia (vii) vale también para todos los elementos de

Ao.
Sea e > 0 y sean A, B € A. Usando el Lema V.1 escojamos Ag,By €
Ap tales que para todo j >0

|W(TFANB) — u(T7 4N By)| <€ y
|#(A) - 5(B) — p(Ao) - p(Bo)| < e.
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n—1

Como por el Corolario IV.3.2, hm—- Z w(T~IAN B) existe, tenemos que
=0

n—1

hm— ZII(T 7AN B) = p(Ao) - u(Bo)

n-—1 n—1
hm ZM(T JAnB)—hm—Zu(T I Ap N By)
=0 =0
n—1

<hm—Z|p(T FANB) — w(T~ AN By)| < ¢,
=0

n—1

lim- 3~ W(T~ A0 B) - 4(4) - u(B)

J—O

< 2e.

Como £ > 0 es arbitrario, esto implica que la propiedad de convergencia
(vii) vale para todos los elementos de A.

Si A € A es T-invariante entonces, para todo j > 0, u(T-7AAA) =0
y de este modo pu(T—7 AN A°) =0, de donde se concluye que

n—-1

pA) - p(A%) = lim 3 W(T AN A%) =
]—0
luego u(A) € {0,1}. I
Ahora presentamos algunos ejemplos de transformaciones ergddicas.
Estos ejemplos fueron introducidos en § II.
(1) Los desplazamientos de Bernoulli son ergddicos:
Esto sigue del Teorema V.2,(vii) porque la condicién

n-—1

= Z w(T™3ANB) — p(A)u(B)

_1—-0
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es facilmente verificada cuando A y B son cilindros.
(2) Las rotaciones irracionales del circulo son ergddicas

Sea (S!,B, i) el espacio de probabilidad donde S’ = {z € C/|z| =
1}, B es el dlgebra de los borelianos y p es la medida de Haar.

Veamos que la rotacién T(z) = az en S' es ergédica si, y sélo si, a
no es raiz de la unidad. En efecto. Sea a una raiz de la unidad, entonces
para algin entero p # 0, a? = 1. Si f(z) = 2? entonces foT = f pero f
no es constante c.t.p. Luego, por el Teorema V.2,(iii), T' no es ergddica.
Reciprocamente, supongamos que para todo entero n # 0 a™ # 1 y que
foT = f donde f € L%(y). Usando las series de Fourier,

oo [= <]
f(z) = Z boz™  y  foT(z)= flaz) = Z bpa™z",
n=—0o0 n=-—0co

lo que implica que b,(a™ — 1) = 0 para todo n. Si n # 0 entonces b, =0y
de este modo f = by es constante c.t.p. Luego, por el Teorema V.2,(iv), T
es ergddica.
(3) Los endomorfismos z — z? del circulo, con |p| > 1, son ergddicos.

Sea p # 0 un entero y sea T:S' — §! dado por Tz = 2P. Sea p la
medida de Haar de S’ (ver el ejemplo anterior). Ya vimos que 7' preserva y.
Probemos que si |p| > 1 entonces T es ergédica. Supongamos que f € L2(u)

yfoT = f. Si f(z) tiene serie de Fourier f(z) = z an,2" entonces
n=—00
=]

f(T2) = E a,2P". Por consiguiente a, = apn = p2p, = Gp3p = ... ¥
n=-co
asf si n # 0 debemos tener que a, = 0 porque los coeficientes de Fourier

o0
satisfacen Z |a]-|2 < oo. Luego f(2) = ap constante c.t.p y por. el

j=—o0

Teorema V.2,(iii) T es ergédico.

Sean X un espacio topolégico y T: X — X una aplicacién. Decimos
que T es transitiva si existe z € X tal que la érbita positiva de z OF(z) =
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{z,Tz,T?z,...} es densa en X. En el caso de espacios topoldgicos, el
resultado siguiente establece una conexién entre ergodicidad y transitividad.

Teorema V.3. Sea (X,B(X),p,T) un sistema dindmico medible, donde
X es un espacio topoldgico. Si T es ergédica y p es positiva en todo abierto
(no vacio), entonces T es transitiva.

Demostracién: Sea {U;}32, una base enumerable de abiertos. Sea
A= T7(U).
n=0

Como T~ H(4;) C A; y w(T7YA;) = p(A), w(T71A;04) = 0; e, cada
A; es T-invariante y asi, por la ergodicidad de T', u(4;) = 1. Esto implica
que si
A=N4a=) UTr W)
i=1 i=1 n>0
entonces pu(A) = 1 y también que si z € A entonces, para cada i, existe un
entero n; > 0 tal que T™(z) € U;, o sea la 6rbita de = es densa. I

Observaciones:
(1) Si X es de Baire,
oo
n U T "(A;)
i=1 n>0
es residual.
(2) Elreciproco del Teorema V.3 es falso. Furstemberg [Fur] construy6 un
difeomorfismo analitico del toro T%, minimal (i.e. toda érbita densa),
preservando la medida de Haar de T2, positiva en abiertos pero que no

es ergédica. La medida de Haar de T? = S* x 5! es la medida producto
p X p, donde p es la medida de Haar de S*.

Un par de condiciones equivalentes a la transitividad son presentadas
en el siguiente resultado.
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Proposicién V.4. Sea T: X — X una aplicacién continua de un espacio
topoldgico de Baire X con base enumerable. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(i) T es transitiva;

(ii) Existe un subconjunto residual U C X tal que z € U implica que el

conjunto w-limite w(z) es igual a X;

(iii) Para todo abierto U C X el conjunto |JT~*(U) es denso en X.
izl
Demostracién:

() = (sid) :

Sean z € X tal que w(z) =X, z € X y U C X un conjunto abierto.
Como {2} UU C w(z) tenemos en primer lugar, que dada una vecindad V
de 2 existe un entero n > 0 tal que T"z € V y en segundo lugar, que existe
un entero m > n tal que T™(x) € U. Se sigue de esto que

T=(m=m(U) > T~ ({T™(2)}) > {T" (=)}

Luego, T~(™~)(U) interseca V. Como el punto z y la vecindad V' de z son
arbitrarios, |J T~7(U) es denso en X.
i1
(#94) = (44) :
Sea {U,}22., una base enumerable de abiertos de X. Como cada S, =

U T77(U,) es abierto y denso, S = [} S, es residual. Resta probar que
i>1 n>1

z € S implica que w(z) = X. En efecto, dado U,, tenemos que z € S,, y
de este modo existe m > 1 tal que T™z € U,,. Como U, es arbitrario, esto
prueba que {z,Tz,T?z,...} es denso en X y que w(z) = X.

(#%) = (i) Obvio. B
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§VI Mezcla

Sea (X, A, 4, T) un sistema dindmico medible. Decimos que T' es mez-
clante si, para todo A, B € A,

Jim w(T™/ANB) = u(A)u(B)

Proposicién VI.1. Sean (X,B,p) un espacio de probabilidad, S una
semidlgebra que genera A y T: X — X una transformacion que preserva
medida. Entonces T es mezclante si, y sélo si, para todo A,B € S

(1) Jim y(T™ AN B) = w(A)u(B)

Demostracién: La necesidad es obvia. Probemos la suficiencia. Como
cada elemento del algebra A, generada por S, puede ser escrito como
una unién disjunta finita de miembros de S (Teorema 1.1) se sigue que la
propiedad de convergencia (i) vale también para todos los elementos de Ay.

Sea £ >0 dado y sean A,B € A. Usando el Lema V.1 tenemos que
existen Ag, By € Ay tales que, para todo 7 > 0,

|u(A) - u(B) — u(Ao) - i(Bo)| <& ¥y
|p(T~7ANB) — (T~ Ay N Bo)| < .

Luego, si j es suficientemente grande,

|W(T~7AN B)) — u(A) - (B)| < 4e.
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Como A, B e € > 0 son arbitrarios, T es mezclante. [

Sean X un espacio topoligico y T una aplicaciéon. Decimos que T es
topolégicamente mezclante si para todo par de abiertos no vacios U,V existe
N € N tal que, paratodon > N, T~*U)NV # ¢.

Las nociones de mezclante y topolégicamente mezclante relaciénanse,
en espacios topolégicos, por el siguiente resultado.

Teorema VI.2. Sea (X,B(X),p,T) un sistema dindmico medible donde
X es un espacio topolégico. Supongamos que p es positiva en todo abierto
(no vacio) y que T es una transformacién mezclante. Entonces T es
topolégicamente mezclante.

Demostracién: Sean U y V abiertos no vacios. Como T es mezclante
li’x‘ny(T"‘U NV)=uU) u(V)>O0.

Entonces para todo n suficientemente grande u(T~"U NV) > 0 y de este
modo T~*(U)NV #£¢. 1

Como en el caso de ergodicidad, podemos usar la Proposicién V1.1 para
concluir que los desplazamientos de Bernoulli (unilaterales y bilaterales) son
mezclantes.

Es claro que toda transformacién mezclante es ergédica; sin embargo la
reciproca no es verdadera y un ejemplo de ello son las rotaciones irracionales
del circulo (verifiquese).

El endomorfismo z — 2™ del circulo, con m > 2, es mezclante. La
prueba serd hecha mas adelante, en §IX, mostrando que él, como sistema
dindmico medible, es el mismo objeto que el desplazamiento unilateral
B*(m,p,0) donde p= (£, 1 L),

mim) o m

Transformacién de Gauss
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En la seccién II probamos que la Transformacién de Gauss ¢:[0,1) —
[0,1) definida por
1 1 .
(1) ple)=_——[7] siz#0
p(0)=0
preserva la medida p dada por

1 d\

wA) = log2 J4 14z

La transformacién ¢ es mezclante (Ver [Bil]). Nosotros sélo probaremos
que ¢ es ergbdica siguiendo de manera bastante préxima a la presentacién
de Billingsley [Bil]. Para esto necesitaremos de algunos resultados de la
Teoria de Nimeros.

Decimos que una sucesién {Z,}n>o0 de elementos de la semirecta ex-
tendida (0, o] = (0, 00) U {oo} es normal si z; = oo implica que z, = oo
para todo n > j. Definimos

|zo|lzy |z2.. |28 =

To +
Ty +

1
FTp-1+ —
Tk

donde usamos el convenio habitual 1/oo = 0. Cuando el limite
nlim |zo} 21 |2 . . .|z, exista, lo denotaremos por
—00

|.'L‘o|$1l$2 “ee

Asociemos a cada z € [0,1) la sucesién a(z) = {a,}§° en N U {co}
cuyos términos estan dados por

(2) an=ap(z) =00 sip™(z)=0
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1
¢"(2)
Ciertamente a(z) es normal y la llamaremos sucesién normal asociada a z.

Se sigue
de (1) que si 0 < z < 1, entonces

an = aq(z) = [ ] si p™(z) # 0.

(3) 2= (00 + (@) = s
Repitiendo el procedimiento obtenemos
2 = Jaol (a1 + (&) = ———
RS
Miés generalmente,
(4 2 = [d0] 61 .. [an—a] (@n_1 + $"(2)).

Dada una sucesién normal b = {b,}§° de nimeros naturales > 1, de-
finamos por induccién en n, los ndmeros naturales p, = pn(b), gn = gn(b)
mediante las férmulas

(5) D1 = 1, pO = 0, Dn = bn-lpn—l +Pn—2, n Z 1’

g—1 = 0, do = 1, qn = bn—l‘ln—l +qn—2, n 2> 1.

Argumentando por induccién es facil ver que

(6) Pn-19n — PnGn-1 = (_1)11, n >0,
Pn+ipn_1
R { . - = — ,1], >1,
(7)  [bolb1...|bp—2|(bn-1+1) e tel0,1], n

46



(8)

()=1—)2<&<...<p_2'_‘<...<p_3"___1_<...<&<.p_1Sl,. n>1,
9 42 gan q2n-1 B3 Q1

y

(9) pa 22002 g, > 20V >

Usando (6) obtenemos

S_—l'——a nZOa t€[0,1]
Gn+1qn

Pn41 +1pn _Pa

(10)
q'n.+1 + th dn

y de este modo por (9)

(11) n>0, telo,1].

Pn/n

(pn+1 + tpn)/(Qn+1 + th) _ 1' < 2—n+1,

Como la derivada de la funcién z — logz, en z = 1, es 1, se sigue de (11)
y del teorema del Valor Medio aplicado a

o [ Prtr +1Pa)/(@ntr1 +tan) | _
; g( Pn/n ) tog()

que

(12) Ilog Pots + o)/ (gni1 ¥ 8n)| cgniz 150, te o]

pn/ qdn

Teorema VL3.
(i) Para toda sucesion normal b = {b,}§° de elementos de N U {c0}, el
limite |bo) by |bs . .. existe, pertenece a [0,1) y

[1bo] balbs - - —|Bol by ... |ba] < 272, n>2;

(ii) Para todo 0 < z < 1, la sucesién normal b = {b,}§° asociada a z es la
tinica que satisface
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Ademds, = es racional & ¢"(x) = 0 para algtin n € N & z =
|b0|b1 - |bn para algin n € N.

Demostracién: (i) Probemos este item solamente cuando todo b, € N.

Sea p, =pn(b) Y Qn =qn(b), n=-1,0,1,... . Como, paran >2y k € N.

k-1

<

7=0

Pn_ Pn+tk

Pn Pntj  Pnt1+j
dn An+k

dn+j  In+1+j

k)

usando (9) y (10), podemos obtener

1
&_&""_’“S =) n>2 k>0
gn n+k 2n-
En consecuencia, por (7), concluimos que el limite |bo|b1|bs... existe y

satisface la desigualdad requerida. Se sigue de (8) que |bg|b1|b2... es un
elemento de [0,1).

(if) Supongamos que para todo n € N, ¢"(z) # 0 (i.e., b, # 0). Se
sigue de (4) y (7) que

Pn + ‘Pn(x)pn-—l
13 z=|bg|by...|bp—2|(bp-1+ ¢"(z)) = "———="—"—, n>1,
(13) = [bolbr-. el (bnos + "(0)) = 2T

donde p, = pn(b) y ¢» = gn(b). Asi, usando (9) y (10) concluimos que

Vamos a probar ahora que si {c,}§° es una sucesién normal de elementos
de N U {oo} tal que = |c1]ci|cz ... entonces, para todo n € N, b, = c,.
Se sigue de (i) que s; = |bi|ba)bs... y t; = |c1|cz]cs ... son elementos de
[0,1); luego

NS S
T bo+s1 e+t colericz.

[Bo] b1]b2 - - -
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con by € N\ {0} y ¢co € NU{co}, implica que by = cg y 51 = t;. Repitiendo
el proceso obtenemos que |by|bg|bs- -+ = |e1]|c2lcs ... implica que by = ¢
y |b2|bslbs- - = |ca|csleq.... Asi, por induccién, concluimos que b, = ¢,
para todo n.

Lo que resta por probar de (ii) es dejado al lector. U

Sean bg,b,...,b,—1 enteros positivos y sea A(bg, by, ...,b,_1) €l con-
junto de los z € [0,1) tales que ag(z) = bo, a1(z) = b1,...,an-1(z) = bp_1.
El conjunto A(bg, by, . ..,b,—1) serd llamado intervalo fundamental de rango
n. Observemos que A(bg,by,...,bn—1) es la imagen de [0,1) mediante la
funcién (s, b, ....,b,_,) definida por

(14) Y(bosbrnrbna)(B) = 100 b1 .. (b1 +1), 0L E< L

Por la forma de la funcién (ver (8)) se sigue que ¥y, p,.....b,_,) €S CTeciente
para n par y decreciente para n impar. Por (7) tenemos

Pn +1tPn1

¢(b09b1 ,---;bn—l)(t) = Qn + tqn-1 ’

donde p, y ¢, son definidos inductivamente, en término de los by, por las
férmulas (5). Por consiguiente

A(bg,b1,y. .. bpy) = [&,EQ&———I) si n es par,
Gn 49n+gn-1

A(bg, b1, .. b)) = [E"—-I-&——l, Eﬁ) si n es impar.
dn + dn-1 qn
Se sigue de (6) que

1

AAbo, by, bpey)) = ——————
(Ao, b ) 0 (@ + Gnt1)

donde A denota la medida de Lebesgue. Es féacil ver que los intervalos
fundamentales de rango n determinan una particién de [0,1) en intervalos
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cuya longitud (por (9) y (15)) es de, a lo més, 2="*!. En particular la
clase de intervalos fundamentales genera la o-dlgebra A de los borelianos
de [0,1).

Dada una probabilidad m: A — [0,1] y dados A, B € A con m(B) > 0,

denotaremos
m(AN B)

m(A|B) = m(B)

Probaremos ahora que ¢ es ergédica con respecto a u. Fi-
jemos bg,by,...,bp_1 y escribamos ¥ por Y(p, b, bn_y) ¥ An PpOr
A(bo,b1,...,ba—1). El intervalo A, tiene longitud |¢(1) —4(0)| y, si
0 <y < 2<1, el intervalo

{x:y<Trz<2}NA,
tiene longitud |1(2) — ¥(y)|- En consecuencia

Y(2) — ¥(y)

/\((p—n[y’ Z)IAn) = "/’(1) — ¢(0) .

Por (14) y (6)

qn(qn + qn—l)

(16) A"y, 2)|An) = (2~ y) (gn + ¥9n-1)(gn + 2gn-1)

Como

dn + qn-.

2> 150, n>0,

n

la expresién de la derecha en (16) estd entre 1/2 y 2 y asi

(17) SA(4) < Mp A1) < 2X(4),

donde escribimos A por [y, z). Pero entonces (17) vale también si A es una
unién disjunta de intervalos y, consecuentemente, para cualquier A € A.
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Como, para todo = € [0,1), 1/2 < 1/(1+2) < 1, se sigue de la definicién
de la medida de Gauss p que

(18) ;fj‘g;_ (M) < A(M;, MeA
Se sigue de (17) y (18) que
(19) C™u(4) < (e AlAn) S Cu(4), VA€ A,

donde C = 4/log 2.
Supongamos que A es invariante por ¢. Entonces

ANA,)
C1u(A) < u(A|A,), osea, Clu(A <E(—————n,
H(A) < p(AIA) ua) < HERS
y en consecuencia, caso p(A) > 0,
ANA,)
Clp(A,) < HANS) _ a4
#(An) WA HAn]A).
Luego,
(20) Cu(E) < W(El4)

vale para uniones disjuntas finitas £ de intervalos fundamentales; como
estos conjuntos forman un lgebra generando A, (20) vale para cualquier
E € A. Tomando E = A®, vemos que u(A) debe ser 1. Luego ¢ es ergédica
con respecto a 4.

Se sigue del Teorema Ergddico de Birkhoff que si f es una funcién
integrable en el intervalo unitario, entonces

lim 1 Ef(<p”( =i [ 10 ctp

n—oo N 14z
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Aqui “integrable” y “c.t.p.” se refieren tanto a p como A gracias a la
relacién (18).
Para obtener una aplicacién a aproximacién Diofdntica, mostraremos

que
(1) tim Lo o) = oz, ctp
oo n NI = 1o10g27 PP T
Probemos primeramente que
1 n-—1
(22) @@ = [T(ex(2)| ar41(2) . . - lan—1(2))-

k=0

Se sigue inductivamente por (5) que p;41(a(z)) = gj(a(¢(x))), y por con-
siguiente

1 _ fI Pry1-k(a(p*~1(x)))
2a@@) ~ L ik @@ (@)

lo que es exactamente (22).
Abora, por (13)

z = pn(a(z)) + ¢"(z)pn-1(a(z))
20(0(@) + $"(@)an1(a(2)’

y de este modo por (12) y (7)

n>1, ze€l0,1),

Ilog <p"’"1(a:) — log(lak—1(z)| ar(z) ... |ani1(a:))| <o ntktl j <<,

¥, en consecuencia, por (22),

1 - k~1 - L o=n+k-1
log 2753 k;log(sa (w))+g=;0 2 :

donde aqui, y en lo que sigue, 8 es un nimero, cuyo valor no es el mismo
en cada ocurrencia, satisfaciendo |#] < 1. Por consiguiente,

n-1

(23) T logan(a(z)) = —+ 3 log(pk(a)) + .
k=0
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Por el Teorema Ergédico

I 1"_11 k 1 /'llogxdz ot
nvoo —ngog(go (2)) T log2 )y 14z P

Integracién por partes reduce esta integral a
1 ! og(1 + 2) 1 <= k/I Tk
de = -1 d
1og2/O z T Tog2 g( V), Fei®

1 i (-n* _ x?
T log2 &2 (k+1)2 12log2

Asi, (21) sigue de (23).
Veamos algunas consecuencias de (21). Por (13) y (10)

'x _ pa(a(z)) — 1
0(a(z)) | gn+1(a(z))en(a(2))’
asi, por (21),
L1 pnla(z)) _ 2
nli-»ngo ;log z - am(a@)| ~Blog2’ c.t.p.

Esto quiere decir que la discrepancia entre x y su aproximante g:i(:i(_g.%

es c.t.p. z del orden de e~ /(61082)  Similarmente se sigue, por (15), que
si An(z) es el intervalo fundamental de rango n que contiene z, entonces

lim L logA(An(2) = ——— ot
Jim ~log A(An(2)) = ) c.t.p. .
Finalmente, por (18), tenemos
.1 w2
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§VII Desplazamientos de Markov: Mezcla y ergodici-
dad

Sea A = (a;;) una matriz. Decimos que A es no negativa (resp. posi-
tiva) si a;; > 0 (resp. a;; > 0) para todo i,j. Una matriz cuadrada
A = (a;;)3~! no negativa es irreducible si para todo par i,j existe algiin
entero k > 0 tal que at® > 0 donde al® esel (3,)-ésimo elemento de A*.

ij ij
Una matriz irreducible A es aperiddica si existe £ > 0 tal que agc) > 0 para
todo i, 7.

Necesitaremos del siguiente resultado (ver [Gau)).

Teorema VIL.1. (Teorema de Perron-Frobenius). Sea A = (a;;)a~" una
matriz n X n no negativa. Entonces:
(i) existe un autovalor A > 0 tal que ningin otro autovalor de A tiene
valor absoluto mayor que A;
(ii) min; (Z?;J a,-j) < A < max; (E}:& a.~,~);
(iii) asociados a X existen un autovector fila a izquierda u = (ug, u1, ..., Un—1)
¥y un autovector columna a derecha

Yo
V1

Un-1
ambos no negativos;
(iv) si A es irreducible entonces A es un autovalor simple y los autovectores
correspondientes son positivos;
(v) si A es aperiédica entonces A > |u| para todo autovalor u # A de A.

Es ficil probar, por induccién en ¢, lo siguiente:
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Lema VIL.2. Sea A = (a;;)3~! una matriz n x n. Entonces para todo

entero £ > 2, la (i, j)-ésima entrada af-;) de At satisface

(l)
@ik, Ckyky * Cky_,J-

k=0

Sea A = (a;;)¢~" una matriz n X n no negativa. Asociémosle un grafico
I'4 formado por los n puntos del conjunto {0, 1,...,n—1} y exactamente por
un arco orientado [; j] de ¢ hacia j siempre y cuando a;; > 0. Observemos
que I' 4 es un grifico conexo por caminos orientados si, y sélo si, para todo
(4,7), existe una sucesién finita ji, j2,...,J¢, con j1 =1 y je = j, tal que

Gj1538ajs -+ + Qg je > 0,

pues el camino orientado [j1; jo]*- - -*[je—1; je] (obtenido por yuxtaposicién)
conecta ¢ con j. Observemos que si

0 1 L.

0 1

A=
0 .0

entonces I' 4 es conexo, mas no conexo por caminos orientados.
Para obtener una matriz irreducible o para reconocerla tenemos:

Proposicién VIL3. Sea A = (a;;)7~" una matriz n x n no negativa. Son
equivalentes:

(i) A es irreducible;

(ii) El gréfico T'4 es conexo por caminos orientados.

Demostracion:

(1) = (ii):

Como A es irreducible tenemos que para todo i, existe un entero
N > 1 tal que

n-1

(N
0<a ) = Za,k‘aklk,. «COkp_15-

k;=0
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Asi, algin ai,ap,k, ... 6ky_,; # 0, pues (siendo A no negativa) todos los
sumandos son > 0.
(if) = (i):

Por hipétesis, dado (i, j) arbitrario existe un camino orientado
[65 ka] * [kai ko] % - - * [kn —15 7]

en I'4; luego ag-v) # 0. Asi, A es irreducible. |

Recordamos que los desplazamientos de Markov fueron introducidos en
(5) de §II. Tenemos lo siguiente:

Teorema VII.4. Sea (B(n),p, P,0) un desplazamiento de Markov con p
positivo. Entonces:
(1) (B(n),p, P,o) es ergédico si, y sélo si, la matriz estocdstica P es irre-
ducible;
(ii) (B(n),p, P,0) es mezclante si, y sélo si, P es aperiédica.

La prueba de este teorema estd contenida en las proposiones VIL6 y
VIL.7 siguientes.

Lema VII.5. Sea P una matriz estocdstica que tiene un vector de proba-
bilidad p positivo tal que pP = p. Entonces

1 .
Q=lim(I+P+---+P")

existe. La matriz () también es estocdstica, QP = PQ = @, y todo au-
tovector de P asociado al autovalor 1 es también autovector de (). Ademds,

Q*=Q.

Demostracion: Seja y; la funcién caracteristica del cilindro C(0;j). Por
el Teorema de Birkhoff

N-1

1 - -

NE xj(0™*z) = Xj(z) p-ctp.
k=0
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Entonces, para todo 1,
1 N1
N kz Xi*XjO0 o~k XiXj M —c.t.p.
=0

Por el Teorema de la Convergencia Dominada,

N-1

1 - -

N ) /X:‘ -xj(0™F)dp /x;deu-
k=0

Abora bien, si Y = {0,1,...,n — 1} entonces

1 N-1 1 N-1
¥ 2 /xz- x0T )dp =5 /Xf'XC(k,j)dﬂ
k=0

k=0
1

N-1
=~ > w(C(0;3) N C(k; )
k=0

N-1
1 Z Z
= N PiDie, Py, -+ -pt;;_.lj
k=0 £;,€Y

15w
=p; (ﬁ > w; )

k=0

siendo que la expresién dentro del paréntesis es la (i, j) entrada de la matriz

1 N-1
I H fiatl K
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con entradas
1 -
gi; = ;/x;-deMZO.

Si R = (r;;) as una matriz estocistica, entonces PR = (x;;) es también
estocastica. En eéfecto,

n—1in-1
qu =2 park;
j=0 k=0
=S Z ki
k=0
n—1
= Zpik =1
k=0
N-1
Anélogamente P + R es estocéstica y de este modo + Z P! y (conse-
i=0

cuentemente) () son estocdsticas.
En estas circunstancias es facil ver que QP = Q =PQ, que Q> =Q y
que pQ =p. I

Proposicién VIL.6. Sea(B(n),p, P,o) un desplazamiento de Markov (con
p positive). Sea @ la matriz obtenida en el Lema VIL5. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) La (p, P)-medida de Markov p es ergédica;
(ii) Todas las filas de la matriz @ = (g;;)5 ™" son idénticas. Cuando este es
el caso, para todo (i, j), p; = gij;
(iii) Toda entrada de Q = (g;;) es positiva;
(iv) P is irreducible;
(v) 1 es un autovalor simple de P.

Demostracién: Denotemos ¥ = {0,1,...,n — 1} y probemos primera-
mente que cuando las filas de la matriz Q = (g;;) son idénticas, digamos a
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q = (g0,41,---,9n—1), entonces p = q. En efecto, se sigue del Lema VIL5
que pQ = p, o sea

n-1 n-—1
p; = Zpi‘]z’j = Zpiqj = 4,

i=0 i=0

para todo j. Esto prueba la implicacién enuriciada en (ii).
(i) = (ii):

Por el Teorema V.2,(vii),

N-1
% > w(C(0;8) N C(k; §)) — w(C(0;)) - w(C(05§) = pi - p;
k=0

Ademds, ya vimos en la prueba del Lema VIL.5 que

N-1

1 : .

¥ 2 MCO;) N C(k; 1)) = pi - aij.
k:

=0

Luego ¢;; = p;.
(i) = (iii):
Se sigue del hecho de que p es positivo.
(i) = (iv):

N-1
Sea (,5) €Y x Y fijo. Como + Z pg?) — g;; > 0, existe k = k(1, 5)
k=0

tal que p(-'-c)

5 > 0.

(iv) = (iii):
Fijemos i € Y y sea §; = {k € Yl|qix > 0}. Como @ = QP™ para todo
m 2> 0 y también g,; > 0 para todo (s,t), obtenemos que para todo m > 0

y paratodo €Y,
n—1

(n gij = Z Qikpsc?) 2 qz'epz-n)-
k=0
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n-1
Se tiene que S; # ¢, pues @ estocistica implica que Zq,-k =1y
k=0
gir. > 0; asi, para algin k; g; > 0. Afirmamos que S; = Y'; en efecto, si
(¢,7) € S; x Y entonces en primer lugar, por definicién de S,, q,e >0y
en segundo lugar, por ser P irreducible, existe m > 0 tal que p ) > 0, de
donde (como consecuencia de (1)) g;; > 0, o sea j € S;.
(iii) = (i1):
Fijemos j € Y y sea ¢; = max;g;;. Si para algin ¢ € Y ¢;; < ¢
entonces

(2) para todo £ €Y, qu; < gqj
pues, como Q2% = Q,
n—~1
;= qu.q., <g; ) qu=g;.
i=0 =0

No obstante (2) es imposible VL € Y, pues g; = max¢qe;. Asi, para todo
(i,/) €Y XY, gij =¢; >0.

(ii) = (i): Por el Teorema V.2,(vii), basta probar que para toda pareja
C,,Cs de cilindros

Z (67*C1 N Cy) = p(C)u(Co).
N =

Sean C; = C(a;tg;...,ir) C2 = C(b; jo,...,js). Como para todo k >
b+ s — a tenemos que.

w0 CL N Ca) = PjoPiss - PivorisPsot WPigis -+ Pipy " ir
y también, como sabemos que (ii) implica g;; = p;, obtenemos
N-1 N=-1
Jim -ﬁ E ple™*CiNCy) = Jim Fv' DR (anleNaley)
k>|b+s—al
= Pjo * Pioir * ++ - * Pia=ja(Pic) * Piiz * - * Piv_si,
= p(C1)n(C2)
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(i) = (v):

Como (ii) implica que la matriz @ es aperiédica, por el Teorema de
Perron-Frobenius y el Lema VIL5 concluimos que los inicos autovectores a
izquierda de @ para el autovalor 1 son los miltiplos de p. En consecuencia,
aun por el Lema VIL5, estos miltiplos de p son los tinicos autovectores de
P para el autovalor 1.

(v) = (ii):

Supongamos que 1 es un autovalor simple de P. Como @ = QP (Lema
VIL.5) cada fila de @ es un autovector a izquierda y en consecuencia todas
ellas son idénticas entre si.

Proposicién VIL7. Sea (B(n),p, P,o) un desplazamiento de Markov con
p positivo. Sea p la (p, P)-medida de Markov. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) P es aperiddica;
(ii) Para todo (i,5), limp;" = p;;

(iii) p es mezclante.

Demostracién: (i) = (ii). Como P es estocistica, se sigue del Teorema
de Perron-Frobenius que A = 1 es un autovalor simple de P y los otros
autovalores de P tienen médulo menor que 1. Asi, podemos escribir R® =
F+pR, donde pR = {pa/o € R}, de tal forma que lo siguiente es satisfecho:
(1) Para todo (vector fila) f € F, fP € F; ademés, para algin 0 < b< 1,

todos los autovalores de la aplicacién lineal f — fP, de F en si mismo,

tienen médulo menor que b.

Sea e; la j-ésima fila de la matriz identidad n x n y escribamos e; =
fj + paj, donde f; € F e aj € R. Se sigue de (1) que f; PN — 0 cuando
N — oo. Asi, para cada j, liglnej PN = po; existe y consecuentemente,
para todo (3, j)

L (N)
hﬁn p;;  existe.
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Como, por la Proposicién VIL.6,

o N ®
11150 N Z Pi;" =Dj
k=0
concluimos que lillvn pg]{V) = pj.
(i) = (1):
Como li}{,n pg.v) = p; > 0, para todo (%,7), existe N;; > 0 tal que, para

todo N > Ny, ng]_V) estd proximo de p; > 0 y como consecuencia P es
aperiddica.

(ii) = (z31):

Por la Proposicién VI.1 basta probar que para toda pareja C;,Cs de
cilindros

li’Eny(o‘kCl n Cz) = M(Cl),u(Cg)
Sean C1 = C(a;to,...,t,) y C2 = C(b; jo,...,Js). Tenemos que
liin(a_kCl nCy)

(a+k—b—3)

= h,f:np.‘iopjojl teeePia_ajs " Pj,ig “Pigiy * v Pip_qin
= DPjoPjojr "+ " Pjs—1jsPiePigir * Pi,_yi,
= p(C1)p(Cy).

(iii) => (ii):

Como p es mezclante
lim u(C(0;4) N C(N; 7)) = pip;-
Ademis,

wCO;8)NC(N; ) = D pipies “Pesty - - Pew_aj = Pi " P s
&GEeY

donde Y = {0,1,...,n — 1}. Luego pﬁ.;") — p; cuando N — oc. 1
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§VIII Desplazamientos: Aspectos topolégicos y me-
dibles

Esta seccion tiene por finalidad dar una idea de la conexién existente
entre la Teoria Ergddica y la Dindmica Topolégica. Para un estudio més
profundo de este tépico recomendamos el libro de R. Maiié [Maii] y los
articulos [Bwl], [Bw2] y [Bw3] de R. Bowen.

Sea (X, d) un espacio métrico y T: X — X un homeomorfismo. Deci-
mos que T es expansivo st existe € > 0, lamado una constante de expansivi-
dad de T, tal que si z,y € X y d(T*z,T*y) < € para todo k € Z entonces
z=1y.

Sea X un espacio metrizable compacto cuya topologfa la denotamos por
7. Sea T: X — X un homeomorfismo. Supongamos que T' es expansivo,
o sea que T lo es con relacién a alguna métrica d en X que es compatible
con la topologia 7.  Afirmamos que T también es expansivo con relacién a
cualquier otra métrica d en X que induzca la topologia 7 (i.e., la propiedad
para T de ser expansivo no depende de la métrica particular d). En efecto,
por hipétesis, la aplicacién identidad

Id: (X,d) — (X, d)

es un homeomorfismo y por la compacidad de X, Id es uniformemente
continua; asi, para todo € > 0 existe § > 0 tal que z,y € X, J(:L', y) <
6 = d(z,y) < e. Consecuentemente, si tomamos € > 0 como siendo una
contante de expansividad para T:(X,d) — (X,d), tendremos que § > 0
sera una constante de expansividad para T: (X, d) — (X, d).

Decimos que un espacio topoldgico es totalmente disconexo si cada
uno de sus puntos posee una base de vecindades abiertas y cerradas si-
multaneamente.
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Recordemos (ver (4) de § II) que el desplazamiento o: B(n) — B(n) es
un homeomorfisme del espacio topolégico B(n). Este espacio es compacto
y tiene como base de abiertos a los cilindros que son también compactos;
consecuentemente B(n) es totalmente disconexo.

Lema VIII.1. B(n) es un espacio metrizable y el desplazamiento
o: B(n) — B(n) es expansivo.

Demostracién: Sean 7 la topologia de B(n) y sea d(.,.) la métrica en
B(n) dada por

d(e,B) = Y sirla(k) - BB

kez

Demostremos que 7 coincide con la topologia asociada a d.
Sea o € B(n) y sea C una vecindad de a en la topologia 7. Se puede
suponer que C es de la forma

C = C(j;a(l),a(i +1),... ,a(j + &)

y de este modo tendremos que

U = {8 € Bln):d(os ) < gz} € C,

pues 3 € U implica que, para todo 0 < s < ¢, |a(j +s)—B( +s)=0,0
sea § € C.

Reciprocamente, sea & € B(n). Fijemos r > 0 y mostremos que existe
una vecindad C de « para la topologia 7 tal que
CcU={B€B(n)d,p)<r}

Tomemos C de la forma

C = C(=jia(=j),a(=j + 1),... ,a(4))



donde j > 2 es un entero tal que n-2'~7 < r. De este modo 3 € C implica
que, para todo |k| < 7, a(k) = B(k). Luego

desB)= Y suplatk) - B(B)
|k} >j

1 n
52n2§;=§]71— <7
k>j

Esto termina la prueba de que 3(n) es metrizable.

Afirmamos que € = I es una constante de expansividad de o. En
efecto, supongamos que o, 8 € B(n) y d(c*a,0*B) < 1, para todo £ € Z;

entonces, si fijamos £, tendremos que

> d(o'a,0'8) = 3 orla(hk+ &)~ B(k +0)
keZ

2 |o(8) - B0,

N | =

y de este modo a(f) = B(¢). Como / es arbitrario, a = 5. 1

Sea X un espacio topolégico y T:X — X un homeomorfismo. La
orbita de z € X es el conjunto O(z) = {T"z:n € Z}. Cuando O(z) = {z}
es un punto decimos que z es un punto fijo de T. Si O(z) es finito decimos
que x es periédico y el menor entero n > 0 tal que T™(p) = p es llamado el
periodo de p.

La equivalencia entre las estruturas de 6rbitas de los homeomorfismos
es expresada mediante equivalencia topoldgica:

SeanT: X — X, S:Y — Y homeomorfismos entre espacios topolégicos.
Decimos que T' y S son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomor-
fismo h: X — Y tal que hoT = S o h; cuando éste es el caso, escribiremos
T ~ 5. La equivalencia topolégica es una relacién de equivalencia en el
conjunto de los pares (X,T’) donde X es un espacio topolégicoy T: X — X
es un homeomorfismo. Si T ~ S entonces h o T™ ~ S™ o h, para todo
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entero n, y asi h(Or(z)) = Os(z) si 2 = h(z); esto es, h lleva érbitas de
T sobre érbitas de S y, en particular, lleva puntos periédicos de T a pun-
tos periédicos de S del mismo periodo. La propiedad T ~ S indica que
T y S son esencialmente el mismo homeomorfismo médulo un “cambio de
cordenadas”.

Decimos que un subconjunto A C B(n) es un subdesplazamiento si es
compacto e invariante por o (i.e., 6(A) = A).

Teorema VIIIL.2. Sea X un espacio topolégico y T: X — X un homeo-
morfismo. Son equivalentes:

(i) T es topoldgicamente conjugado a un subdesplazamiento.
(ii) X es un espacio metrizable compacto totalmente disconexo y T es
expansivo.

Demostracién:
(i) = (ii):

Este es el contenido del lema VIII.1 y de las observaciones que le pre-
cedieron.
(i) = (i):

Sea d una métrica en X compatible con su topologia y sea € > 0 una
constante de expansividad para (X,d). Como X es totalmente disconexo,
podemos escoger para cada z € X una vecindad V; de x que sea abierta y
cerrada, simultineamente, y que tenga didmetro < € (i.e., d(y, z) < €, para
todo y, z € V). Por la compacidad de X,

n—1
X= Vs

=0

para algunos zg, #1,... ,Zp—1 € X. Denotemos Uy = V,,, Uy =V, \ V,,,
Uz = Viy \ (Vao UVay)y v v, Unct = Vi, \ U Vi, Ciertamente, los Uj,
7=0,1,2,... ,n — 1, son abiertos y cerrados simultaneamente, disjuntos
dos a dos, tienen diametro < € y cubren X.
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Sea I: X — B(n) dada por
I(z)(k) = e(T*(z)), para todo k C Z.

donde e: X — {0,1,...,n — 1} estd definida por e(z) = j si, y sélo si,
zeU. i+ v

Veremos que I es continua e inyectiva; como X es compacto, de esto
seguiré que I es un homeomorfismo de X sobre el subdesplazamiento I(X)
de B(n). '

Mostremos pues que I es continua en z € X. Si V es una vecindad
dada de I(z), escogemos un cilindro C C V que tiene la forma siguiente

C = C(—N;e(T~Vz),e(T~V+1z),... ,e(TVz)),

donde N € N. Podemos encontrar una vecindad W, de z en X tal que,
Vk € {~N,—N +1,...,N} y para todo z € W,, e(T*z) = ¢(T*z) (o sea,
T*z y T*z pertenecen al mismo U;). Esto implica que si z € W, entonces
I(z) € C;i.e., I es continua en z.

Probemos que I es inyectiva. Sean z,z € X tales que I{z) = I(2); o
sea, para todo k € Z, e(T*z) = e(T*z) y de este modo d(T*z,T*z) <e,
pues todo Uy tiene didmentro menor que €. Como € es una constante de
expansividad para T: (X, d) — (X, d), concluimos que z = 2. §

Decimos que el subdesplazamiento A C B(n) es de tipo finito si existe
una matriz A = (a;;)5 ! con entradas en {0,1} y tal que 8 € A si, y s6lo si,

Go(k)o(k+1) = 1

para todo k € Z. En este caso denotamos A = Ba(n). Reciprocamente,
dada una matriz A = (a;;)3 " con entradas en {0,1} definimos

A= {0 € B(‘n):aa(k)og,...l) =1, paratodo k € Z}.

Obviamente A es invariante por o. Es fécil ver que B(n) \ A es abierto y
de este modo concluir que A es compacto.
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Veamos algunos ejemplos:

Si A es la matriz identidad n x n entonces B4(n) tiene exactamente
n elementos 6;, i = 0,1,... ,n — 1, que son puntos fijos de o; ellos estan
definidos por

et(k) = iv

para todo k € Z.

Si A = (ai;)37" = (1)8~! entonces Ba(n) = B(n).

Si A = (aij)5~! satisface a;; = 0 para todo 0 < i < j < n—1, entonces
B A(n) = ¢.

Sea (X, B(X), p,T) un sistema dindmico medible donde X es un espa-
cio topolégico. El Soporte de p, supp(p), es el conjunto de los £ € X tales
que para toda vecindad abierta V' de z, u(V') > 0.

Teorema VIII. 3. Sea (B(n),p, P,0) un desplazamiento de Markov con p
positivo. El soporte supp(u) de la (p, P)-medida de Markov pu es el subde-
splazamiento de tipo finito Ba(n) determinado por la matriz A = (a;;)5 "}
definida por:

ai; =1 si pi;j >0, y

a;; =0 si pij =0,

donde P = (pi;)g.

Demostracién: Sean § € Bs(n) y V una vecindad abierta de 6 en B(n).
Afirmamos que u(V') > 0. En efecto, V contiene, un cilindro C de la forma

C =C(k;0(k), 0, (k +1),... ,0(k +£)),
(V) 2 u(C) = po(xyPo(k)ock+1) - - - Po(k+e—1)8(k+8) > 0,

pues p positiva = pgx) > 0 y B € Ba(n) = pes)o(s+1) > 0, para s =
k,k+1,... ,k+ £ —1. Esto prueba que Bs(n) C supp (u).

Reciprocamente si 8 € B(n)\ Ba(n), existe k € Z tal que agi)o(k+1) =
0, lo que implica que pg(k)o(k+1) = 0 y de este modo u(C'(k; 8(k),0(k+1)) =
0. En otras palabras 8 ¢ supp(z). En conclusién B4(n) = supp(u). §



§IX Isomorfismos de estructura

Para poder clasificar los sistemas dindmicos medibles es necesario es-
tablecer una relacién de equivalencia entre ellos. De dos sistemas relaciona- .
dos, uno de ellos siempre puede ser obtenido del otro por un “cambio de
coordenadas”. En esta seccién definimos con precisidén esta equivalencia y
damos ejemplos de cémo ella puede ser construida.

Sean (X1, A1, p1) ¥ (X2, A2, p2) espacios de probabilidad. Supongamos
que T: X; — X, es una transformacidn inversible que preserva medida, o
sea: T es biyectiva, T,T~! son medibles, y T preserva medida. En estas
condiciones:

Proposicién IX.1. T!: X, — X, preserva medida.

Demostracién: Si A; € A, entonces TA; € Ay y, como T preserva
medida p;1(T"1TA;) = p2(TA1). Luego pux((T~1)714;) = ua(TA) =
p(T'T A1) = p1 (A1) B

Decimos que los espacios de probabilidad (X1, A, 1) ¥ (X2, Az, u2)
son equivalentes si existen M; € Ay, My € Ay, con py (M) =1 = ps(Ms),
y existe una transformacion ¢: M; — M, inversible que preserva medida.
Estamos suponiendo que el espacio M; estd equipado con la o-algebra

MinA;={M;NnA: A€ A}

y la restriccién de p; a esta o-dlgebra. Supongamos que T7:X; — X1 y
Ts: X5 — X, son transformaciones que preservan medida. Decimos que T}
es equivalente a T> (o que (X1, Ay, p1,T1) es equivalente a (X1, Az, p2, T2)
si existen My € Ay, My € A con p1(My) =1 = py(Mz) tales que

(i) Tl(Ml) C M, Tz(Mz) CM,;, y
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(ii) Hay una transformacién inversible que preserva medida ®: M; — M,

con & o T (z) = T; 0 B(z), Vz € M.

Cuando queramos dar énfasis al papel de los conjuntos M, M> y de la
funcién ¢ diremos que T} es equivalente a T> segin la terna (M, Ms, ¢).

Es facil ver-que lo que acabamos de definir es una relacién de equiva-
lencia entre los sistemas dinAmicos medibles. También es ficil ver que si un
sistema dindmico medible es ergédico (resp. mezclante), entonces cualquier
otro equivalente a él tendra la misma propiedad.

Nos gustaria observar que, de lo que probaremos mas adelante y del
hecho de que el desplazamiento unilateral B¥(2),p, o) es mezclante (como
sigue ficilmente de la Proposicién. V1.1 aplicada a la semiilgebra de los
cilindros), concluiremos que la aplicacién del intervalo [0,1) en si mismo
dada por z — 2z (mod (1)) también es mezclante.

Tenemos el siguiente resultado sobre equivalencia de espacios de me-
dida. Una prueba puede ser encontrada en [Roy, pg. 327].

. Teorema IX.2. Sean X un espacio métrico separable completo y B(X)
el dlgebra de sus borelianos. Sea p una medida de probabilidad en B(X)
con p({z}) = 0 para todo subconjunto unitario {z} C X. Sean B([0,1])
el dlgebra de los borelianos de [0,1] y A: B([0,1]) — [0,1] la medida de
Lebesgue. Entonces los espacios de medida (X, B(X), u) y ([0,1], B([0,1], )
son equivalentes:

Ejemplos de transformaciones equivalentes
(1) La aplicacion T:z — 2™ del circulo y la aplicacidn S:z — mzx — [maz]
del intervalo [0,1) son equivalentes.

Aqui los espacios de medida son los canénicos (ver ejemplos (2) e (3)
de §II). Una transformacién inversible que preserva medida y que puede ser
usada para confirmar esta afirmacién es la aplicacién ®: M; — M, dada
por &(z) = 2% donde

M, ={z€[0,1)/S*(z) £0,vk € N}
M ={z¢e8/T*(2) #0,Vke N}
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(2) El desplazamiento unilateral B¥(2,p,0) y la aplicacion p:z — 2z (mod
1) del intervalo [0,1) son equivalentes, donde p = (%, 3

Estas dos transformaciones fueron introducidas en §II. Procedamos a
probar esta afirmacién.

Primeramente veamos que si z € [0,1) tiene una representacién diddica
de la forma

[o ]
z=3 o
= 27
entonces
> a
_ n+1
ola) =Y 2t
n=1
En efecto, si a1 = 0 entonces
= a =«
— n__ n+l
(p(.’l?) - an—1 — on !
n=2 n=1

si o3 = 1 entonces

2 2n-1 2n

n=2 n=2 n=1

ad 1 =« hadgPN
<p(.’l:)=2a:—1=2( LR )—1: = ntl

Observemos que un niimero real tiene por lo menos una representacién
diddica y a lo sumo dos. Pero t € [0,1) tiene dos representaciones si, y sélo

si, t es de la forma
o0 a m
DIt

siendo o, = 0 paran > m y ay = 1, con m > 1 entero. La otra repre-

MIQ

sentacién es entonces
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Sea M el conjunto de los @ € B*(2) tales que ambos {n € N : 8(n) =
1} y {n € N : 6(n) = 0} son conjuntos infinitos; entonces o(M) = M.
Ademds, si ®: M — [0,1) es definido por

o 8(n)
n=1 2

3(0) =

entonces (como todo elemento de $(M) tiene representacién diddica tinica)
® es una biyeccién entre M y $(M).
Ciertamente

p(2(M)) = (M),
pod=Poo|y.

Como B(2)\ M y [0,1] \ (M) son conjuntos enumerables, M y &(M) son
borelianos tales que

(M) = N@(M)) = 1

donde p es la probabilidad de B+ (2,¢,0) y A es la medida de Lebesgue de
[0,1].

Para probar la requerida equivalencia de (2), resta verificar que ®: M —
®(M) es una transformacién inversible que preserva medida.

Dados aj,az,...,am € {0,1}, com m > 1. Denotemos por
D(0;a4,as,...,an) €l intervalo semiabierto [z,y) de extremos

Sl R oL B
TSl YTyt

La coleccién de todos estos intervalos (junto con el conjunto vacio)
forma una semidlgebra que genera la o-4lgebra de los borelianos de [0,1);
pues, los extremos de estos intervalos forman un subconjunto denso de [0,1).
Observando que los cilindros

C(0;ay,az,...,am) de B¥(2), comm > 1,
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forman una semiilgebra que genera la o-algebra de los borelianos y
(M N C(0;ay,as,...,an)) = (M) N D(0;ay,az,...,0m),

1

w(C(0;ay,...,am)) = gm = A(D(0,a1,...,8m),

para todo cilindro C(0;ay,as2,...,a,), concluimos que &: M — &(M) es
una transformacién inversible que preserva medida (Ver Proposicién I1.1).
(3) El desplazamiento unilateral B*(n,p,0) y la aplicacion ¢:z —
nz(mod 1) del intervalo [0,1) son equivalentes donde p = (2,1,...,1) y
n > 2 entero.

La prueba es anéloga a la del ejemplo (2) y serd omitida.
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§X Entropia

Afirmamos en la seccién anterior que ergodicidad y mezcla son in-
variantes (i. e., preservados) por equivalencia de los sistemas dindmicos
medibles. En esta seccién asociaremos a cada sistema dinidmico medible
(X, A,p,T) un ntimero real no negativo denotado por h(T'), llamado en-
tropia de T', que serd un invariante por equivalencia mucho mas sensible
que ergodicidad y mezcla. El nos servira para diferenciar bastantes sis-
temas dindmicos medibles que no son equivalentes.

Sea (X, A, p) un espacio de probabilidad. Un subconjunto finito

P={A1,As,...,Am} C A

es una particion de (X, A, p) si
(@) i#j=>plAinA4;)=0;

i) wx - (J 4 =0;
i=1
(iii) p(A;) > 0 para todo i. _
Cada A; serd llamado dtomo de la particién P.

N
Si Py, P2,. .., Py son particiones finitas, definimos V Prn=P1 VP2V
n=1
---VPxn como la particién cuyos dtomos son de la forma A; NA2N---NAN
con A; GP;' yu(Al ﬂAgﬂ---ﬂAN) > 0.

SiT: X — X es una transformacién que preserva medida en un espacio
de probabilidad (X, A, u), la entropia h(T) de T es definida en tres etapas:
Sea P una particién finita de (X, A, u). Definimos la entropia H(P) de P
por:

H(P) == " u(A)log(u(A)).

A€EP
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A continuacién definimos la entropia de T relativamente a P por

k-1
h(T,P) = limsup lH V T-ip
k k j=0
donde TP = {T—JA: A € P}. Probaremos mas adelante que este limite
superior es de hecho un limite ordinario. Finalmente, la entropia de T es

h(T') = sup h(T, P)

donde el supremo es tomado sobre todas los particiones finitas P de

(X, A, p).

Proposicién X.1. Supongamos que los sistema dindmicos medibles
(X, A,T,pn) y (X, A,T, ) son equivalentes. Entonces h(T) = h(T).

Demostracién: Supongamos que T es equivalente a T segin la terna
(M,M,$). Asia cada particién P de (X, A,p) corresponde una par-
ticion P = {#(AN M) : A € P} de X y reciprocamente. Ciertamente
H(P) = H(P) y también h(T,P) = h(T,P). Tomando supremos obte-
nemos h(T) = h(T). I

Kolmogorov y Sinai probaron el siguiente resultado fundamental que
necesitaremos aqui: Si 7:X — X es una transformacién inversible que
preserva medida y P es una particién finita de (X, A, u) tal que A coincide

o0 o
con la o-algebra V TP generada por U T#(P), entonces h(T) =
j=—o0 j=—o0

h(T,P).

Mais adelante probaremos la validez de este resultado junto con algunas
variaciones. Por ahora veamos cémo puede ser utilizado.
(1) Sea B(n,p, o) el desplazamiento de Bernoulli con p = (pg,p1,---,Pn—1)
y o-algebra asociada A. Mostraremos que

n-1
h(o) == pilogp.

i=0

75



En efecto, tomemos la particién P = {C(0;¢) : i = 0,1,...,n — 1} de
B(n,p). Como los cilindros generan A,

o -
V o’P = A.
j=—o0
: k-1
Observemos que los dtomos de V 0~ 7(P) son los cilindros de forma
=0

C(O; io, il, ey ik—l)
los cuales tienen medida

Dig “Pi;y *--- " Pis_y>

luego

i=0 £0581 yeeesik—1=0

k-1 n—1
H (V U_j(P)) == Z (piopil Teee 'pik—l)log(pinpil Tees 'p"b—l)

n-1

== > (Pig----Pir,)llogpi + - +logps,_,]

10,815..-,8k -3 =0

n—1

= -k Zp,- log p;.

=0
Usando el Teorema de Kolmogorov-Sinai obtenemos

n—1

ho) = h(o,P) = - ¥ pilogp:

=0
(2) Sea B(n,p, P,o) un desplazamiento de Markov. Mostremos que

n-1

h(o) =— Y _ pipijlogpi;
#,j=0
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donde p= (p,) y P= (p,'j).
En efecto, usando la notacién del ejemplo anterior y procediendo de
manera aniloga tenemos que

k-1

H V o~ (P)

j=0

n—1
=- Z PioPigiy " -+« " Pik_gir_a log(piopioix BREE pih—zik-l)

io-..ik_1=0

n-—1
=- E (piopioix Teee” pik-zik—l)[logpio + logpioil +-oot logpik—zik-ll

$0,eusip_1=0

n-1 n-1
==Y pilogpi, — (k—1) > pipijlogpi;
f0=0 1,7=0

donde fueron usadas las relaciones

n—-1 n-1
Zpipij =Py ZP:’J‘ =1
=0 7=0
De aqui se sigue
n—1
h(o) ==Y pipijlogpi;
i,7j=0

Mencionaremos algunos resultados muy importantes. En 1971 Ornstein
[O1n] probé lo siguiente:

Teorema X.2. Dos desplazamientos de Bernoulli son equivalentes si, y
solo si, poseen la misma entropia.

En 1972 Friedman y Ornstein [F-O] complementaron este teorema con
un criterio que permite reconocer ciando una transformacién es Bernoulli (o
sea, equivalente a un desplazamiento de Bernoulli) y probaron en particular
que:
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Teorema X.3. Un desplazamiento de Markov B(n, p, P,o) es Bernoulli si,
y solo si, P es aperiédica.
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§XI El Teorema de Kolmogorov-Sinai

Esta seccién estd dedicada a las pruebas del Teorema de Kolmogorov-
Sinai y de variaciones de él.
En toda esta seccibn la siguiente notacion serd empleada:
(i) (X, A, u,T) denotard un sistema dindmico medible tal que p es una
probabilidad.
Siempre usaremos log para referirmos a logaritmo natural.

Proposicién XI.1. La funcién 7: [0,00) — R definida por

zlogz siz>0
n(z) = :
0=0log0 siz=0

tiene las siguientes propiedades:
(i) n es continua y no positiva en el intervalo [0, 1];
(ii) n es estrictamente convexa, i.e.,

n(az + By) < am(z) + Bn(y)

siz,y€[0,1],>0,8>0ya+ S =1; siendo que la ignaldad vale
sélo cuandoz =y o a € {0,1}. Por induccidn se obtiene:

k k
n (Z aixz) < Zam(wi)

k
siz; € [0,00), 0, 20y Za,- = 1; donde la igualdad vale sélo cuando

i=1

79



todos los z;, para los cuales el correspondiente o; # 0, son iguales.

/

4 1

Fig. XI.1
Demostracién: Primeramente veamos que

7'(z) =1+ logz,

7"(z) = % > 0 en (0,00).

Fijemos «, 3 con a > 0, § > 0. Supongamos que y > z. Por el Teorema
del Valor Medio, n(y) = n(az + By) = n'(z)a(y — z) para algin z con
ar+fy<z<y y

n(az + By) — n(z) = 7'(w) By ~ z)

para algin w con z < w < az+PBy. Como 1" > 0, se tiene que 1'(z) > ' (w)
y asi

Bln(y) - n(ex + By)] = n'(2)aB(y - =,
> n'(w)aB(y — z)
= a(n(z + By) - n(x)).
En consecuencia n{az + By) < an(z) + Bn(y) si z,y > 0; ciertamente esta

desigualdad también valesi 2,y >0 vy z# y. 1

Dados A, B € A, decimos que A = B mod (0) (resp. A C B mod (0))
si u(AAB) =0 (resp. u(B\ A) =0).
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Sean P = {P,P,,...,P,} y @ = {Q1,Q2,...,Q,} particiones del
espacio de probabilidad (X, A, p). Definimos la entropia relativa de P con
respecto a @ como

H(P/Q)= =33 u(P.NQ;)log (AEo) 3 ‘f’)) ,

donde usamos el convenio
0 = 0logO.

Observarmos que
H(P/Q) 20, y que

H(P) = H(P/1),

donde 1 = {X} es la particién trivial. Decimos que P < Q o sea que Q es
més fina que P si A € @ = 3B € P tal que A C B mod (0). Definimos
P Vv Q como la particién de (X, A, u) cuyos dtomos son todos los conjuntos
P;NQyj, con P, € P,Q; € Q; tales que p(PNQ;) >0. SiT: X — X
preserva medida, T~'P = {T~1P,,...,T"!P,} es también una particién
de (X, A, p).

Proposicién XI1.2. Sean P = {P1, P2,..., P}, Q = {Q1,Q2,...,Qq4} ¥
M ={M{,M,,..., M} particiones del espacio de probabilidad (X, A, p).
Entonces
(i) HPV Q/M)=H(P/M)+ H(Q/P VvV M);
(i) P < Q= H(P/M) < H(Q/M);
(ii) P < Q= H(M/P) > H(M/Q);
(iv) H(Q) < H(P) + H(Q/P);
(v) H(PV Q/M) < H(P/M) + H(Q/M);
(vi) SiT:X — X preserva medida, H(T™'P/T~'Q) = H(P/Q);
(vii) HP/Q)=0&P < Q.

Demostracion: Usaremos los convenios

0=0log0= Olog(g).
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(i):

[u(P;NQ; N My)
H(PVQ/M)=—ZM(Banan)1°g_ u(My) k]

1,3,k
"u(.P,' n Q ;N Mk)
=~ Y uPinQ; 0 Mitog MDD S0

i?j’k
[ p(pi N Mk)]
- P,nQ;NMg)log | —————~—
127;”( QJ k) g | M(Mk)

= H(Q/PVM)= (PN My)log [Lﬂ——

ik

= H(Q/PV M)+ H(P/M).

(ii):
Si P < Q entonces @ =P V Q. Luego,
H(Q/M)=H(PV Q/M)
=H(P/M)+ H(Q/PV M)
> H(P/M).

(i1):
Sean: [0,1] — R dada por n(z) = zlog(z) (ver el Lema XI.1). Entonces

H(M/Q) = = S w3 Qo [%J

N(QJ )N(M N QJ) p(MiN QJ)
=-2 wQ;) log[ w(Q;) ]

= S @ (g2
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Como u(@;) = 3~ #(Q; N Py), se sigue que
k

D ou(@) =) mQ;NF)
i ik

— I‘(QJnPk)
2P

— ﬂ(QJnPk)
ZH(P); B

Luego

sy 5 L (450)

Observemos que Z E(Qz——;—)@
k

= 1; asi, usando el Lema XI.1, obtenemos

o Toun (SR 22550 )
ik i 3

Ahora, P < Q implica que u(Q; N P;) € {0,u(Q;)} para todo par j,k.
Luego, fijados ¢, k:

wQ; N P) l‘(M nQ;) = p(Q; N Pe) . p(M; N Q;)
2 #(Pr) #Q;) Q% #(Pr) #Q;)

_ w(M; N Q;)
- QjZC:Pk u(Pe)

_ uMin Py
p(FPr)
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de donde se sigue que

HM/Q) < 3 uPon (Mﬁqf_k))

,,(M ﬁPk) H(M: 0 P
= Zu(P ) T amy e ( #(Pr) )

B . og [(#Mi0 Pe)
_-gﬂ(Ma”Pk)lg( p(Pr) )

= H(M/P).
(iv):

H(Q)< H(QVP)
=H(QVP/1)
= H(P/1) + H(Q/PV1)
= H(P) + H(Q/P).

(v):

H(PV Q/M) = H(P/M) + H(Q/PV M)
< H(P/M)+ H(Q/M),

pues M < PVM.
(vi):

-1p. -1p.
H(T™'P/T7'Q) =~} T 'ANT™'Q;)log [”(T #(?—Tgf) QJ)}

1,5

=— ZI‘(R‘ NQ;)log [%]

= H(P/Q).
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(vii):

(vii) HP/Q)=~- Z p(P; N Q;)log [————“(ﬁgj?")] .

Asi, H(P/Q) = 0 implica que cuando p(P;NQ;) > 0 entonces wPiNQ;) =
w(Q;), o sea @; C P; mod(0); luego P < Q. Reciprocamente, P < Q
implica que, para todo i, j, HEPNG;) 1,0sea H(P/Q)=0.1

MQj)
Lema XI.3. Si {a,} es una sucesidn de nimeros reales no negativos tal
que

Gn4p La,+ ap

a . . . 0 Q@
para todo n,p € N, entonces im — existe y es igual a inf —.
n—oc N n n

Demostracién: Fijemos p > 0. Cada n > 0 se escribe como n = kp + ¢,
con 0 < i < p. Entonces

a Qitkp a; arp _ai  kap, a;  a,

_+__ _— —_— —

n i+k, "k, kp ~ kp kp kp  p’

limsup — < -2
n n P
¥ por consiguiente
limsup = < inf b
n p
Pero
inf 22 < liminf =,
P p n n

de donde lim %» existe y es igual a inf 4. [ |
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Proposicién XI1.4. Sea T: X — X una transformacién que preserva me-
dida en un espacio de probabilidad (X, A, p). Si P es una particién finita
de A. Entonces

h(T,P) = lim %H (n\_/l'_r-fp)

n-+00 .
j=0

1 n—1 )
—inf — —j .
= inf —H (V T 'P) :
j=0
n—1 )
Demostracién: Seaa, = H V TP |. Entonces
Jj=0
n+p-—1 )
antp=H| \/ TP
Jj=0

n-—-1 n+p-—1
<H (V T""P) +H ( V T‘-’”P)
3=0 j=n
p—-1
=a,+H (V T‘f"P)

=0

= ay, + ap.

En estas circunstancias podemos aplicar el Lema X1.3. §

Proposicién XI.5. Sean (X, A, u) un espacio de probabilidad yT: X — X
una transformacion que preserva medida. Sean P y Q particiones finitas de
A. Entonces

(i) K(T,P) - KT, Q) < H(P/Q);

(i) Q<P = kT, Q) < h(T,P);
(iii) (T, T~1P) = h(T,P);
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(iv) Para todo n > 0;

KT, \n/ T~iP) = h(T, P)
j=0

(v) La sucesién

%H(P VT~ IPv...yT-"*ip)

es decreciente.
(vi) i(T,P) = limH ('P/ V T""P) :
=1

Demostracion:

(1):

Como

n—1 n-1 n-1 n—1
H (V T"'P) -H (V T"'Q) <H (\/ TP/ \/ T‘JQ)
j=0 Jj=0 j=0

=0

=0 j=0

n—1
<STHTP/TQ)
= n—H(’P/ Q),

tenemos que

AT, P) ~ h(T, Q) = lim - [H ("\_/1 T—J"p) _H ("\_/1 i Q)}

Jj=0 =0

< H(P/Q).

(ii):

87



Por XI.2,(vii), @ < P implica que H(Q/P) = 0. Asi, por (i), h(T, Q) <

h(T,P).
(= [grr]) - ()

(1id):
KT, T7'P) =lim %H ( \n/ T-J"p)

Como
=1

tenemos que

(iv):

h (T, \7 T“"P) Jim %H (ﬂv T3 (\,./ T‘j7>>)

=0 j=0 i=0
1 n+m-—1 )

= lim —H( V T"’P)

m—oo m i=0

n+m-—1

—gim X2l 1 g\ 7p

m—oo m m+n-—1 im0
= h(T,P).

Esto prueba (iv). Para las demonstraciones de (v) y (vi) necesitaremos de
lo siguiente:
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Para todon > 1

n n k
(1) H (V T'17>) =H(P)+) +H (7?/ \VA i

k=1 j=1

En efecto, si n = 1 entonces

H(PVT™'P)= HT'P)+ H(P/T™'P)
= H(P)+ H(P/T'P).

Supongamos que (1) es vélido para n — 1, entonces

H (\:/()T‘jP) =H (i/lT‘j’PVP)
=H (J\:/1 T-J'P) +H (’P/j\:/lT""P)
=H (n\—/l:r-fp) +H (13/ \n/ T‘J"P)

j=0 j=1

k=1 j=1

=H(P)+§H (’P/\k/T‘j’P) +H (
n k
=H(’P)+ZH( T'jP). |
k=1 j=1

Esto prueba la afirmacién (1).

(v):
Se sigue de (1) y de la Proposicién XI.2,(iii) que

»p).

P/ \n/ T-ip

i=1

)
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H ("\_/1 T‘f"P) >nH (‘P/ \n/ T-J'P) .

j=0 i=1

Asi,

(i) 1))
<nH (,\Z T""P) +H C\Z T-J'P)
=(n+1)H (n\_/lT""P) .

j=o

Luego,

=0 j=0

n n-1
1 -3 1 ~ip|
n+1H(.\/T ,P)SnH(vT P)’
lo que prueba (v). k

(vi):
n+1

n
Como V T-ip > v T-3P, se tiene que para todo n > 1,
Jj=t Jj=1

H ('P/ \,./ T‘J‘P) <H (’P/ n\7T‘j‘P) >0

0 sea

lim H (P/ V T-J'P) =c existe.

i=1
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y asi, por el Teorema de Cesaro (que dice que si una sucesién de numeros

n—1

reales T,, — ¢ entonces %E.’tj —0),
3=0
1 n k )
.1 —j —c
thHk;H ’P/JYIT Pl=c

En estas condiciones, usando (v) tenemos que:

_ 1 " ,
N - -2
h(T,P)_th+1H (\/T 'P)
j=0
1 1 L
— Ky —_— Y -2 =
=lim ——— H(P) +lim ——— H ’P/j=\/1T Pl=c1

Sea (X, A,p) un espacio de probabilidad y P,P;,Ps,..., Py, una

oo
sucesién de particiones. Denotaremos por V P, la o-algebra generada

n=1

o0 [o o]
por U P,. Diremos que P C V P, mod(0) si para todo A € P existe

n=1 n=1
B e \/ P, tal que A C B mod(0).
n=1

Lema XI1.6. Sea P = {P,,P,,...,P,} una particién de (X, A, ). Dado
>0 existe 5 >0 tal que si Q = {Q1,Q2,-..,Q} es una particion de
(X, A, ) satisfaciendo i_; p(P;AQ;) < 6, entonces H(P/Q) < ¢

Demostracién: Dada una funcién ¢: D(p) — R tal que D(p) consiste de
particiones de (X, A, i) que tienen r elementos y P € D(yp), escribiremos

lim ¢(Q) = ¢(P)

91



para significar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si

Q = (@1,Q2...,Q,) es una particién de (X,A,p) satisfaciendo

r_; w(P.AQ;) < 6 entonces Q € D(y) y |o(P) — p(Q)] < e.
Procedamos a probar el lema. Observemos que, para cada %,

Po=(PNn@Q)UP\Q) vy Qi=(Q:inP)U(Q:\PF).

Como por hipétesis
Jim pQi\ P)=0= Jim, P\ Qi),
tenemos que

dim p(Qi) = lim w(PinQ:) = p(P)>0

2

-7  p(Q;) =L

n

Jm w(J Pn@)=3_ wP)=1

i=1 i=1.

De esto dltimo y del hecho de que P V Q es una particién de (X, A, u), se
sigue que

Lim p (U Ran)‘=#(X)—éi§1,,ﬂ(U PsﬂQs) =0

i#j i=1

luego

@) ifj= lim HBO) _,

-7  p(Q;)
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Observemos ahora que

S o BP0 Tu(P0Q)
(P10 =3 wa) Hig s [*55

Por consiguiente, usando (1), (2) y la Proposicién XI.1, concluimos que

éi_rg, HP/Q)=0 |

Teorema XI.7. Sean P,P;,Ps,... particiones finitas de un espacio de
probabilidad (X, A,p) tales que Py < P, < --- <P, < ... S8SiP C

V P, mod (0), entonces liyxln H(P/P,)=0.
n=1

Demostracién: Sea C, el dlgebra (finita) generada por Pp.
Sea P = {A1,As,...,A,}. Dado € > 0 sea § = §(P) como en el Lema

XIL.5. Como V Cn es un dlgebra y

n=1

Pc\/ Cn mod (0)

n=1
podemos usar el Teorema de Aproximacién 1.5 para concluir que existe

N > 1 entero tal que, parai=1,2,...,r, B;€Cn ¥

u . )
> wBioA) < ool

=1

lo que, por la suposicién: Py < Py4+1 < ..., implica que:

(2) para todo n > N, B; € C,.
Veamos que
L §
3) wlJ BinBy<t
i#j
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En efecto, B; C A; U (BiAA:), B; € A; U(B;jAA;j), y asi BinB; C
(A: U(B;AA)) U (A U (B;AA))) C (BiAA) U (B;AA;).
Esto y (1) implican (3).

Sean
B, =B
By =B, \ B

r—2
B,_1=B,1\|J B

j=1
B,=Xx\|J B;.

Observemos que

i-1

Bi\ Ai = (Bi\ U Bj) \ 4i C Bi\ 4;,
j=

Y que

En consecuencia, por (1) y (3),

(A AB;) < p(Bi \ Ai) + (A \ B)) + (

i=1
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Asi, por el Lema XL.6, si @ = (By,...,B:),
HP/Q)<e.

Como por (2) @ < P, para todo n > N, podemos usar la Proposicién
XI.2(iii) para concluir que

paratodo n>N, H(P/P,) <H(P/Q)<e 1

Corolario XI1.7.1. SiP; <P, <... es una sucesién de particiones finitas

o0
tal que A= V P. mod 0, entonces

n=1

h(T) = sup h(T, Pn).

Demostracidn: Sea P una particién finita de (X, A,u). Como A =

[= o]
V P,. mod 0, se sigue del Teorema XI1.7 que

n=1
(1) lim H(P/P,)=0.
Por la Proposicién XI.5,(i), para todo n,
h(Ta P) - h‘(T’ Pn) < H(P/Pn)a

O sea

Luego, usando (1),
sup (T, P,) > h(T,P).
n

Como P es arbitrario el corolario se sigue immediatamente. 1
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Sea T una transformacién inversible que preserva medida en un espacio
de probabilidad (X, A, u). Decimos que una particién finita P de (X, A, i)
es un T-generador si

V T"P=A mod (0)

n=—oo

Corolario XI.7.2. (Kolmogorov-Sinai).
Si T es inversible y P es un T-generador, entonces

KT, P) = h(T).

n
Demostracién: Sea P, = V T3P, tenemos entonces que P; < Py <

j=-n

o+ SPn<... ¥yque V T~"P = A mod (0). Luego por el Corolario

XI1.7.1 y la Proposicién XI.5,(iii)—(iv),

MT) =sup KT, \/ T~/P)
n>0 :

j=-n

2n
= sup h(T,T" (V T-fp>

=0

2n
=sup h (T, V T‘j'P)

j=0

=h(T,P). N

Corolario X1.7.3. Si P es una particién finita y

\/ T77P = A mod(0)

i=0
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entonces

T, P) = KT).

Demostracién: Usando el Corolario XI.7.1 y la Proposicién XI.5 obte-
nemos

h(T) = sup h (T, \n/ T-J‘P) =hT,P). 1

i=0

Corolario X1.7.4. Si T es inversible y existe una particién finita P tal
que

V T-P=A mod (0),
Jj=0
entonces
h(T)=0.
Demostracién: Como T es inversible,

(7 TP =T""} (v T-"P) mod(0)
i=1

=T"(A) mod(0)
=A mod(0).

n o0

Asi, si P, = V T~'P entonces P; <Py < ...y V Pp=A mod(0). En
i=1 n=1

estas condiciones, se sigue del Teorema XI.7 que

limH (P /P,) =0.
Consecuentemente, usando el Corolario XI.7.3 y la rroposicién XI.5 (vi),

WT) = K(T,P) = LimH(P/P,) =0. 1§
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Proposicién X1.8. Sea T una transformacién que preserva medida de un
espacio de probabilidad (X, A, ). Entonces:

(i) m € N = h(T™) = mh(T).
(ii) T inversible y m € Z = h(T™) = |m| h(T).

Demostracion:
(i):
Sea P una particién finita de (X, A,) y m > 1. Tenemos que

1 nm-—1 .
— hm—— -2
hmm_ymﬂ(¥T1ﬁ

1 » m(n-1) '
117 —— -7
> lim— H \V TP

i=0

=0

1 1 n-1 .
M -Jjm
> —lim—H (V T P)

h(T™,P),

3|~

]

O sea

mh(T) > h(T™,P)

y asf

m h(T) > h(T™).
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Reciprocamente,

(o ) e (Y = (5 7))

1 (n-1)m )
— Yim— =J
=lm-H| \/ T7P)

7=0

. (n—l)m (n—-1)m ;
=im™— (n—l)m) (V & P)

= mh(T, P),

i.e., para toda particién finita P
h(T™) 2 mh(T,P)

lo que implica que

MIT™) > mh(T);
luego A(T™) = mh(T) si m > 1. Como h(T®) = 0, donde T° denota la

transformacién identidad, tenemos que (i) es verdadero.
(ii):

Por el item (i), basta probar que para toda particién finita P,
(T, P) = h(T,P).
En efecto,

H (n\_/1 T’”P) = H‘(T*"-l)("\—/1 TJ'P))

j= j=0

n—-1
H (\/ T-J'P) :
j=0
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100

T, P) =lim% H (

=h'mlH(
n

= KT, P).

n-1
V TJ'P)
7=0
n—1
V 17777
j=0

)
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