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LA VERSION DE CARATHEODORY DEL CALCULO
VARIACIONAL Y SU RELEVANCIA PARA LA
FISICA TEORICA

»
Francisco De Zela

Se presenta la formulacién de Cara-
théodory del Cdalculo Variacional, conocida
como el ‘“camino real”, con el fin de con-
tribuir a su mayor difusion en vista de sus
aplicaciones a la Fisica Tedrica. Se plan-
tea la necesidad de tratar el problema va-
riacional en dominios multiplemente co-
nexos, en atenciéon a una posible relacion
entre cuantizacién de una teoria fisica y

la topologia del espacio considerado.

*
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1. Introduccion

Los avances en la Fisica, a diferencia de la Matema-
tica, se producen casi siempre por el método del “ensa-
yo y el error”. Es interesante ver cémo poco a poco van
surgiendo asi, por ensayo y error, las leyes detras de
los fenémenos naturales. Dichas leyes, si se trata de
las fundamentales, han encontrado su expresién matema-
tica mas adecuada cuando han sido formuladas en el
lengua je del Calculo Variacional.

Es bien sabido el rol central que desempeiia el
Calculo Variacional en la formulacién mas acabada de la
Mecanica Analitica, aquella que asociamos con los nom-
bres de Lagrange y Hamilton. Pero el camino por el cual
los fisicos llegan al Calculo Variacional, camine in-
tuitivo y que pasa siempre por conceptos “tangibles”
como “fuerzas”, “desplazamientos virtuales”, etc, ha
hecho que normalmente no presten mucha atencién a las
formulaciones rigurosas y precisas propias de los mate-
maticos. En especial, parecen no haber prestado mucha
atencién a aquella conocida como el “camino real” del
Calculo Variacional, debida a Carathéodory.

Hoy en dia, el Calculo Variacional parece ser
llamado nuevamente a jugar el rol central en la formu-
laciébn matemadtica de las interacciones mas fundamenta-
les, aquellas que se dan entre las particulas elementa-
les que conforman toda la materia. Se cree que las cua-
tro interacciones conocidas, la fuerte, la débil, la
gravitacional y la electromagnética, son en realidad
cuatro aspectos diferentes de una unica interaccién. El
problema que se plantea el fisico tedérico hoy en dia,
es e|l de encontrar el lagrangiano adecuado, a partir
del cual se deriven las ecuaciones que rigen el compor-
tamiento dinamico de un sistema.

Pero para ello se viene valiendo el fisico de todo
un formalismo muy particular, que se ha ido estable-
ciendo respaldado mas por el uso generalizado que por
la consistencia de una teoria acabada.
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El primer paso se dié con la formulacién de la
Mecanica Cuantica. Desde entonces es costumbre reempla-
zar cantidades “clasicas” por sus correspondientes
“cudnticos”. Esto es, se “reinterpreta” objetos matema-
ticos, por ejemplo los vectores, convirtiéndolos en
operadores definidos sobre un espacio (de Hilbert) ade-
cuado, estipulando reglas de conmutacién apropiadas. Lo
que justifica este proceder es el éxito al que conduce
cuando se confronta la teoria con el experimento.

Queda la duda, sin embargo, de si este rapido
avance por el camino pragmdtico no nos ha hecho pasar
de largo frente a posibilidades que podrian dar la cla-
ve para una formulacién méas solida, una que se apoye
menos en reglas y procedimientos de caracter un tanto
arbitrario.

Queda la duda también, de si muchos de los pro-
blemas de autoconsistencia de las teorias que se inten-
ta desarrollar, tienen o no su origen en el punto mismo
de partida, en la *cuantizacion” de una teoria clasica.

De las diferentes formulaciones que se han dado
del Calculo Variacional la que quizd mejor se presta
para poner en evidencia una posible intima relacién
entre la formulacién clasica y la cuantica, es la for-
mulacién de Carathéodory.

Pero, adin cuando esto no fuera asi, ella permite
en todo caso sacar a luz los puntos verdaderamente cen-
trales en los que se apoya la formulacién clasica de la
Fisica, por lo que vale la pena contribuir a que en-
cuentre una mayor difusién de la que ahora tiene.

El presente trabajo tiene por objeto principal
presentar la formulacién de Carathéodory, asi como
plantear ciertos problemas y conjeturas que podrian dar
pié a desarrollos ulteriores.
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2. La formulaciéon de Carathéodory

El “camino real” de Carathéodory [l1], muestra de la
manera mas clara la conexién existente entre la ecua-
cion de Euler, las ecuaciones canénicas de Hamilton y
la ecuacién de Hamilton-Jacobi; esto es, entre las tres
formas alternativas de resolver el problema variacio-
nal. Pero ademds pone dicho problema en una forma esen-
cialmente “local”, en contraste con las otras formula-
ciones, para las cuales el papel central lo juega el
camino o curva extremal. En vez de “variar” la curva
extremal, lo que se busca, siguiendo a Carathéodory, es
un campo vectorial que satisfaga ciertas condiciones.
Esta formulacién se adecta mejor al analisis de teorias
fisicas, dado que en éstas se plantean generalmente
relaciones locales entre las diferentes cantidades in-
volucradas.

El problema variacional basico consiste en encon-

trar aquella curva  x!(t)(i=1,2,..n) que dé a la inte-
gral

t
2

| = f L(t,x1,x1)dt 1)
t

1

un valor tal, que para cualquier otra curva vecina
%(t) con los mismos puntos inicial y final, el valor

correspondiente de la integral 1 sea I = I (el razona-

miento es analogo para I = 1). Dicha curva se llama

“extremal”. El método usual para determinarla consiste
en encontrar condiciones necesarias, exigiendo que la
variacién 81 = O . Ello conduce a las ecuaciones de
Euler.

El método de Carathéodory en cambio, se centra no
en la curva completa, sino que reduce el problema va-
riacional a uno local, analizando el compartimiento de
L mismo:
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En primer lugar, dejamos de ver los X! como
vectores tangentes asociados a una curva x1(t), para
reemplazarios por un campo ¥i(t,x1).

Suponiendo que exista un x! para el cual

L(t,xi,yi(t,x1)) = O (2)

y que ademés
L(t,x1,pi(t,x})) > O (3)

para cualquier otro campo ¢' en una cierta vecindad de
xi

lpt - 91l < g, (4)
nuestro problema varacional estaria resuelito, pues bas-
taria resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden:

dxi . )
— = Yi(t,x}(x)) (5)
dt

a fin de determinar la curva extremal.

Pero, no siempre podemos suponer que existird un

tal ¢! para un L dado. Sin embargo basta observar que
cualquier curva que haga | extremal, hara también ex-
tremal una integral cuyo integrando se diferencia de
Ldt en un diferencial,total ds.

Bastara entonces exigir (2) y (3) no para L mismo
sino para (2)

8s ds
L(t,Xi,lﬂi) T T T l/l‘ (6)
at axi

El teorema central, en la base de la formulaciéon
de Carathéodory, dice entonces:
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Teorema.

Si se logra encontrar n funciones yi(t,x!)(e C!) y una
funcién S(t,x!)(e C?) tales que

mientras que de otro lado

as s _
Lit,x,) - — - — ¢y >0
ot oxi
siempre que |y - P'| sean suficientemente pequefios y
no todos nulos, entonces las soluciones del sistema
dx! ) )
— = Yi(t,x})
dt

seran las extremales (“minimales”) de nuestro problema

variacional. En otras palabras, debemos buscar ¥i(t,x)
y S(t,x) que hagan minimo (6), siendo este valor minimo
cero.

Esto conduce a las relaciones (ecuacionales funda-
mentales):

as 4oL as . L

— = — (t,x,¥); — L - ¢ — (t,x,¥) (7

axl gy o a%!

las cuales a su vez dan pie a introducir

aL .
p; = — (,x,%) (8)
axi
8%L
y bajo el supuesto de que det(——— ) # O se pueden
axi ax!

despejar los %' en funcién de los p;,x! = ¢i(t,x,p),
permitiendo introducir el hamiltoniano '
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H(t,x,p) = -L(t,x,p) + ppi(t,x,p) (9)

Las coordenadas x",pi se llaman “canédnicas”. En funcién

de ellas (7) se expresa como

as as
pi = —'—- y, — = - H(t,X,P) (10)
ax! ot

La funcién S(t,x) debe entonces satisfacer la ecuacién
de Hamilton-Jacobi:

as as
— + H(t,x, —) =0 (1)
at [5).4

Al reves, siendo S una solucién de (1l1), basta poner

) 8H as
Y, x) = — (t,x,—) {12)
ap, %
para que las soluciones de las ecuaciones diferenciales

dxi 8H as
—_— = — (t,x, —) (13)
dt apP, ax

sean las extremales de nuestro problema. Sin embargo,
de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales,
sabemos que (13) no es sino la proyeccién en el espacio
de las x! de las curvas caracteristicas asociadas a
(11), esto es, que aquellas que satisfacen

dx!  8H dP, 8H
—= — (t,x,p) ; — = - — (t,%x,p), (14)
dt 3P dt 8x]

ecuaciones que en la Fisica se conocen como ecuaciones
canénicas de Hamilton.

La ecuacion de Euler se obtiene de
dL .~ OH ; .
P, = — (,x,%x) ; — (t,x,—) = - — (£,%,%)
a)'(i Bx" ax axi
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que llevan directamente a

d 48L oL

dt 6)11l (:)xi

Las ecuaciones (11), (14), (I1S) son pues tres expre-
siones alternativas de una sola exigencia, la formulada
en el teorema fundamental. Por supuesto que hemos ex-
puesto en apretada sintesis, lo que Carathéodory desa-
rrolla con rigor y detalle. Importante, desde el punto
de vista fisico, es el hecho de que construir una ex-
tremal implica siempre construir a la vez todo un campo
de extremales. Pero entonces, el dominio sobre el cual
se trabaja se asume simplemente conexo. Este hecho hay
que resaltarlo. En la Fisica se describe particulas
“puntuales”, las cuales desde el punto de vista matema-
tico constituyen singularidades de un dominio multiple-
mente conexo. Mas adelante haremos algunos comentarios
sobre la posible relaciéon entre cuantizacion y topolo-
gia del espacio que usamos.

3. El problema homogéneo

El lagrangiano L(t,x,x), donde al parametro t se le da
el significado de “tiempo”, es el que aparece en la
Fisica no relativista. Desde que se descubre que el
principioc de relatividad subyace a toda teoria fisica,
pasa a ser el tiempo una coordenada mas, lo que a nivel
de formalismo matematico lleva a considerar lagran-
gianos “homogéneos” F(x,X), en particular homogéneos de
primer orden en X, los cuales satisfacen

F(x,k %) = k F(x,x) (k > 0) (16)

Con eso garantizamos Cjue la integral fundamental de
nuestro problema variacional

Ly
I = I F(x,%)dt (17)
T
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sea independiente del parametro T ‘en funcién del cual
describimos la curva a lo largo de la que integramos:

x4 = x¥(T).

Asi, no interesa cémo se recorre la curva, sino unica-
mente la forma que ella tiene. En términos fisicos, se
habla de una curva “espacio-tiempo”, cada punto de la
cual representa un evento.

Para las F(x,X) que estamos tratandc, se cumple

a2F

det! ' =0 (18)

a%iax)

lo que dificulta introducir coordenadas “candnicas”,
como se hizo en el caso no homogéneo. El problema se ha
resuelto por diversos caminos (3,4); el que elige Cara-
théodory singulariza una coordenada frente a las demas,
sin por ello romper la simetria de la descripciéon. Se
adecua quiza por ello mas que las otras formulaciones,
a la descripcion fisica, donde el tiempo se distingue,
de todos modos, de las coordenadas espaciales.

La formulacién de Carathéodory conduce a una ae
finicion no unica del Hamiltoniano: dado un Hamiito-
niano se podran obtener otros (infinitos) que se dife-
rencian del primero en un factor A(x!,P,) arbitrario.
Las ecuaciones canoénicas,de otra parte, contendran asi-

mismo una funcién A(x},P;) arbitraria:

dxi 8H dP; dH
dt apP,; dt oxi

En cambio, la ecuacién de Euler tiene la misma forma
que antes:

d 48F aF
— (=) - —=0 (20)
dt 8%l ox!
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Cabe destacar, por ultimo, un resultado que Carathéo-
dory obtiene y que parece no haber sido tomado muy en
cuenta. Hasta hoy se sigue considerando la eleccién de

la “signatura” de la mética relativista (+ --- 6 - +++)
como cuestién de convencién.En la construcciéon de Cara-
théodory no cabe otra posibilidad que + --- . Cualquier

otra elecciéon para la “signatura” del “elemento de Ii-
nea” que difiera de

ds = Fdt = J+(dx°)2—(dx‘)2—(dx2)2-(dx2)2 (21)

lleva a un problema variacional sin solucién (no hay
extremales). Ademas, las extremales para el ds de (21)
se ve que son “maximales”, en concordancia con la rea-
lidad fisica (recordar el problema relativistico “para-
doja de los mellizos”) [5].

4. Aplicaciones a la Fisica Clasica

Electromagnetismo y gravitacion son las dos unicas in-
teracciones de las que se ocupoé la Fisica Clasica en
sus inicios. Tanto la teoria electromagnética, en la
forma que le dié Maxwell, como la gravitacional, en la
forma debida a Einstein, se apoyan en dos pilares, cuya
expresion matematica estd dada por sendos principios
variacionales [6] :

- Para el movimiento de las particulas bajo la accién
de un campo:

ajds=aJ'rdr=o (22)
- Para la dinamica del campo:
é I Fdix =0 (23)

En el caso gravitacional, se tiene explicitamente:

F = .Iguv(x)xﬂkv . F=1gg HR = {-g R (24)

(u,v=0,1,2,3) Ry tensor de Ricci.
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En el caso electromagnético :

1
F=m Inqu“XU + e A“xi1 i F = :1 F“UFU (25)

con myy, el tensor de Minkowsky y Fyy = 6pAy - GyA,- La
ecuacion (22) da en el caso gravitacional la ecuacion
de la geodésica [6]. En el caso electromagnético, la
version relativista de la ecuacion de Lorentz [6].

La ecuacién (23) da en el caso gravitacional las ecua-
ciones de Einstein, y en el electromagnético, las ecua-
ciones de Maxwell [6].

En estas ecuaciones se encuentran entonces conte-
nidos los principios fundamentales que la Fisica cla-
sica consiguié sacar a luz. Pero ain mas: ellas son,
asimismo, el punto de partida del camino que lleva a la
Fisica Cuantica, como veremos a continuacion.

5. Aplicaciones a la Fisica

Cuando se aborda el problema de describir al atomo de
hidrogeno [7], [8], se toma como punto de partida el

F(x,%x) dade en (25).

Se ve sin embargo, que para estar de acuerdo con los
resultados experimentales es necesario agregar una con-
dicién adicional, la cual, desde el punto de vista de
la construccién tedrica, no encuentra justificacion
satisfactoria. Se trata de las “condiciones de cuanti-
zacion de Bohr-Sommerfeld-Wilson”

§ p;dx! = n;h (26)

donde i=1,2,3 ; (p;dx! no indica ¥})

n = 0,1,2,...
1

h constante de Planck

“impulso conjugado” asociado a la variable x!

Py

113



§ : indica integracién sobre un periodo, dado que p; es

ciclica como funcién de x!.

El caracter ad-hoc de estas condiciones, asi como su
restriccion a variables ciclicas induce a los fisicos a
buscar una formulaciéon distinta para resolver el pro-
blema del atomo. Schridinger y Heisenberg la encuentran
por dos caminos diferentes. Veamos lo que hace
Schrédinger [9].

En vez de resclver la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi aso-

ciada al limite no relativista del F(x,x} de (25), esto
es:

as 2 3s 2 8s 2 e?
(—) +(—) +(—) -2m(E+ —) =0 (27
ax 8y oz r

(caso estacionario: §’ = - Et + S(x,y,z))

2 2 2 2
r=x+y+2z)

reemplaza Schridinger S por S = h In ¢ y toma la ex-
presién resultante

Y2 Gy? Y2 2m e?
2y, 0y)= (—) +H—) +(—) - —(E + —)wz (28)
ox ay az h2

como lagrangiano de un principio variacional
s I ¢ d’ =0 (29)
La ecuacién de Euler asociada a este problema

af a af

—_— (30)
ox  gxi |a(ay/axi)

il
o

es la famosa ecuacién de Schriodinger, base de la Fisica
Cuantica:
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2

2m e
V2 + — (E+ —) ¢y =0 (31)
hZ r

Exigiendo que ¢ sea univoca, continua junto con sus
primeras derivadas y finita, se obtiene que los valores
de E estén cuantizados; especificamente segin la misma
formula que se obtiene usando (26) en el mismo limite
no relativista. ’

Si se sigue el mismo procedimiento con el F(x,x) (rela-
tivista) de (25) se liega a un resultado en desacuerdo
con la experiencia. Sin embargo, (26) da resultados co-
rrectos. La extensién de (31) al caso relativista esta
dada por la ecuacién que Dirac propuso afios después que
Schridinger [10]:

yHigy - e Ay) Yix) = my(x) (32)
Aqui los yH son generadores del algebra de Clifford
asociada a la métrica nMv :
yH 8V + gV gl = 2qHV |

y yx)x = x°x!1,x%,x3) un "bispinor", un elemento del
espacio de representacion del grupo de Lorentz.

La ecuacién (32) puede obtenerse de un lagrangiano for-

malmente vinculado al F(x,x) de (25)
- _ 1
L=mww—¢y#(78p+eA“)w (33)
i
siendo ¥ = ¢*y° y y* el elemento del espacio dual al

que pertenece Y, canénicamente asociado a él.

Aplicada al atomo de hidrégeno, la ecuacién (32)
da para la energia exactamente los mismos valores que
se obtienen por (26).

Mediciones muy finas han demostrado que dichos va-
lores no coinciden exactamente con los valores experi-
mentales [1l1]l. Ello ha inducido a buscar una salida,
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"reinterpretando” el significado de y(x): Por el proce-
dimiento llamado de "segunda cuantizacién" [12], se le
da a y(x) el significado de un operador, definido en un
espacio de Hilbert adecuado.

Con ¢ interpretado como operador se logra describir
la creacién y destruccién de particulas elementales,
hecho que se observa experimentalmente. El formalismo
de “segunda cuantizacién” se encuentra hoy en dia séli-
damente afincado en la Fisica, y es el que se utiliza
para describir también las interacciones débil y fuer-
te. El problema de “cuantizar” la teoria de gravitacion
esta aun abierto.

La busqueda de un lagrangiano L que sea punto de
partida para la descripcién de las diferentes interac-
ciones no es una busqueda a ciegas. Las posibilidades
de eleccién estan restringidas por ciertos principios
como el de relatividad (invariancia bajo transforma-
ciones de Lorentz) o el principio de invariancia
"gauge" [13].

A este ultimo se puede llegar de la siguiente mane-
ra: en mecanica cuantica el “estado” de un sistema fi-
sico se encuentra representado por ¥(x) salvo un factor

el® (a constante), dado que las cantidades susceptibles
de compararse con los resultados experimentales involu-

cran a y(x) siempre en la combinacién y*(x) (Operador)

w(x).
La descripcién del protén y el neutréon llevo a ex-
tender el factor ei®, que como se ve es un elemento del

grupo U(1), a factores del tipo expli «.T], con
T = (t,,T,,T3) los generadores de SU(2). [13], [14].

Por razones de indole “fisica” se introdujo la hi-
potesis de que la anterior invariancia se cumpliera no
s6lo para o« constante, sino también para « = &(x). Di-
cha hipétesis se ha elevado al rango de principio (prin
cipio gauge),y hoy en dia se intenta encontrar el grupo
“gauge” a partir del cual, exigiendo que L sea inva-
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riante bajo una transformacién del tipo Y- expli a T)y,
se obtenga la descripcion adecuada de las diversas in-
teracciones.

Hasta el momento se ha llegado a describir la inter
accion fuerte, partiendo de SU(3) y la débil con la
electromagnética a partir de SU(2) x U(l).

6. Conjeturas y problemas
En el caso del electromagnetismo, el lagrangiano L de

la ecuacién (33) esta construido de forma tal, que re-
sulta invariante bajo la transformacién simultanea

Yix) — el®x)y(x) (34)
1
A“(x) - Au(x) - ; 6“ alx) (35)

La transformacién de A“ segin (35) ha sido considerada

como valida desde que se introdujo dicho “vector poten-
cial” para describir el campo electromagnético, esto
es, mucho antes de que se hablara de “principio gauge”.
Ello porque las ecuaciones (de Maxwell) que rigen el
comportamiento de dicho campo, lo mismo que las ecua-
ciones (de Lorentz} que describen el movimiento de una
carga bajo la accion del mismo, involucran A“(x) sélo

en la forma va = auA,, - avA“.
A‘1 estd determinado entonces, a menos de un gra-
diante BMB(X) aditivo. Sin embargo, viendo las cosas

desde la perspectiva de la formulacion de Carathéodory,
tenemos que para el F(x,x) de (25), debe encontrarse un

campo vH(x) y una funcién S(x) tales que
F(x,v) - (a“S)V“ =0 (36)
segin la formulacién del teorema fundamental para el

caso homogéneo.
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La homogeneidad de F respecto de vH nos permite
elegir este ultimo, de modo que nuvvl‘v" = ] con lo que
(36) queda

m + eA“v“ - (BMS)VF‘ =0 (37)

La funcién S que satisface (37) no satisface la ecua-
ciébn que se obtendria de reemplazar A“ por A“ - /e 3y

Un cambio de A“, de este tipo, implica que simultanea-

mente cambiemos S por S - a. O bien, para ponerlo en la
misma forma del “principio gauge”, escribamos

PY(x) = e-istx) (38)

que reemplazado en (37) da, reacomodando los términos:
vH[i au - eA“NJl my (39)

La necesidad del reemplazo simultaneo (34), (35) se
manifiesta asi dentro de una formulacion puramente cla-
sica, la de Carathéodory, y sin necesidad de ningun
“principio” adicional.

Mas aun, (39) sugiere una intima conexién con la
ecuacién de Dirac (ecuacién 32), conexién que queda aun
por descubrir.

También, intimamente conectada a lo anterior, debe
estar la condicién de cuantizacién (26), introducida en
forma empirica: En el marco de la formulaciéon de Cara-
théodory hemos visto que resolver el problema varia-
cional implica siempre la construcciéon de todo un campo
de extremales. Para que dicha construccion sea posible,
se restringe uno a considerar regiones simplemente co-
nexas. Asi, de la validez local de

82F 82F
= (40)
axHavy  gxVavH

se seguira que
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aF aF
§ — dxlt = § (— vM)dt = § Fdt = O (41)
gvH gvH

cuando se integra a lo largo de cualquier camino
cerrado que esté contenido, junto con su interior, en
la regién simplemente conexa que consideramos. O bien,
puesto en el lenguaje de formas diferenciales, podemos
decir que la 1-forma

3F
= — (x,v) (42)

w = Fv“ dxt* ; F
avH

vid

es cerrada (w = ds), dado que es localmente exacta (8“

FVV = aVFU“ ecuacion (40)) en una regién simplemente

conexa (U < RP). La exigencia estipulada por (4)) esta
en la base misma del Calculo Variacional; garantiza que
el problema tenga solucién, al permitir la construccién
de “la figura completa” (en el lenguaje de Carathéo-
dory) o el campo de Mayer (en el lenguaje de Bliss y la
escuela de Chicago [15]). (Qué ocurre, sin embargo, si
la region no es simplemente conexa?. Este es, precisa-
mente, el caso que interesa en Fisica al tratar parti-
culas elementales, cuya representacion matematica puede
verse como una “singularidad” de la regién considerada,
la cual deja asi de ser simplemente conexa.

Ubicando la singularidad en el origen y restrin-
giéndonos por el momento a [R? , sabemos que se cumple

[16] para w cerrada en R? - (0}, que existe en k € R
tal que

fw=2mnnk (43)

siendo n el numero de veces que el camino cerrado “en-
laza” el origen. Observando que Py = F y» vemos de {42)

y (43}, que las condiciones de cuantizacioén, dadas por
(26), pueden bien tener un origen “topolégico”.

De hecho, el éxito de las condiciones de cuantiza-
ion se ha dado al aplicarlas al &atomo de hidrégeno
(formula de Sommerfeld), y en este caso se cumple que
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las extremales correspondientes al lagrangiano F de
(25) estan contenidas en un plano. Asi, basta ocuparse

del problema restringido a R2. Falta sacar a luz la co-
rrespondencia exacta entre (43) y (26).

Otra indicacion de que detras de todo esto pueden
estar ocultas relaciones de relevancia para la Fisica,
es la siguiente:

La constante k en (43) debe identificarse con la
constante de Planck h. De otro lado, la carga eléctri-
ca, e, aparece en el lagrangiano relativista F(x,X) de
(25) de una manera muy sugerente. El segundo término
puede muy bien provenir de una condicién restrictiva
que convierta a un problema dado inicial en un problema
de Lagrange. Por ejemplo, si exigimos que nuestras ex-
tremales se busquen sélo entre aquellas curvas que sa-

tisfacen
U LU - .
.ln“vx“ XV = Ay XM (44)

vemos que el factor e en (25) juega el papel de un mul-
tiplicador de Lagrange [3].

&«

La exigencia (44) puede ser la “traduccién” del ca
racter multiplemente conexo de la regién considerada.
(Fuv = auAv - BVA“ # 0, indica en términos fisicos, la
existencia de un campo electromagnético, originado por
alguna “carga” puntual).

Las constantes e y h parecen estar entonces inti-
mamente relacionadas. De hecho, en las ecuaciones de
las extremales aparecen siempre en la combinacion

2neZ/hc [17), que es un numero sin dimensiones, su va-
lor experimental (171/137) es pues independiente del
sistema de unidades, hecho que es indicativo de una
conexién intrinseca entre las constantes involucradas.
Dicha conexién podria provenir de que en algin sentido,
tanto e como h “miden” qué tanto difiere la regién con-
siderada de una region simplemente conexa.Por supuesto,
hace falta plantear estas conjeturas de manera precisa,
antes de aventurar una respuesta definitiva.
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