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CONSTRUCCION DE EJEMPLOS DE BIENES GIFFEN 

E INFERIORES 

Ramón García-Cobián J.* 

• 

El presente artículo tiene por objeto 

exhibir dos ejemplos microeconómicos de la teo­

ría del consumidor: los de un bien Giffen (a­

quél cuya demanda disminuye al hacerse más ba­

ratos) y un bien inferior (aquél cuya demanda 

decrece al aumentar el ingreso). La idea me fue 

sugerida por el profesor L. Vilcapoma, del De­

partamento de Economía, y tiene por propósito 

el servir de ilustración para la construcción 

de ejemplos económicos de determinadas caracte­

rísticas. Espero que pueda también ser de algu­

na utilidad a los alumnos de los cursos de In­

vestigación de Operaciones, Análisis Matemático 

3 y Modelos Matemáticos de la Economía . 

Profesor Principal del Depto. de Ciencias, PUCP. 

123 



• Todo se basa en la estática comparativa del consumi­

dor) cuya relación de preferencias se asume: continua, 
estrictamente convexa, monótona y tal que admita fun­
ciones de utilidad representativas de ella que sean di-

ferenciables de clase C2. Luego, entre éstas las hay 
que son estrictamente cuasicóncavas y de utilidades 
marginales decrecientes. 

• Sea u:lR~ ~ IR una tal función de utilidad; el óptimo 

del consumidor, para precios p e IR~ y riqueza R dados 

es dado implícitamente por las condiciones de primer 
orden para el problema: max u(x) 

sujeto a: p.x = R. 

Dichas condiciones son: Du(x) - i\p = O 
R-p.x = O . Ellas determinan 

implícitamente al óptimo x = q>(p,R), si se cumplen las 
condiciones del teorema de la función implícita a sa­
ber, que la derivada del sistema respecto a (x,i\) sea 
de matriz regular: 

[D2U(X) , -p] [ u,,(x) uI2(x) -PI 

O * det . ~~ ...... ; ... ~. = uI2(X) u22(x) -P2 

-PI -P2 O 1 
Como esta condición se cumple genéricamente, puede asu­
mirse sin perder mayor generalidad. 

• En un complejo mercantil óptimo del consumidor, se 
dice que una mercancía es "de Giffen" si al bajar su 
precio, baja también su demanda; así, la primera lo es, 
si ax)lap) > O. En cambio, se dirá que es "inferior",si 

al aumentar el ingreso R, disminuye su demanda, i. e. , 
ax)laR < O. 

) Ver por ejemplo, Malinvaud, Lectures on Microeconomics, 

North-Holland, )972. 
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• Derivando el sistema, o por una mera aplicación del 
teorema de la función implícita, se obtiene: 

8(xl'x2,i\) 

8(Pl,P2,R) 

Luego, 

8x1 det[ ~ --
8Pl 

Xl 

8x1/8P2 

8x2/8P2 

8i\/8P2 

8x1/8R 

8x2/8R 

8i\18R 
] = 

= [~~~~~~"'~"'~~1-1 [~~"'~"'~l' -p : O x: -1 

u12 -PI ] [D
2

UIXI ' -p] u22 -P2 
/ det . ~~ .. "'l"~' 

-P2 O 

= --------------------------~(~*) 

= 

Como u 11<O> U 22' si U l2 > O, entonces el denominador es 

positivo y para que el bien 1 sea de Giffen, también el 
numerador ha de ser positivo; luego, u22 (x) debe ser 

mayor que O, lo cual contradice que U 22<0: Así, el bien 

1 es de Giffen, sólo si uI2(X) < O. Sería de Giffen si, 

por, ejemplo, numerador y denominador fueran positivos; 
pero esto equivale (ya que i\ = u¡(x)lp¡ > O) a que 

i\ 
(*) • - > O, Le., - (u2)2 + X1U1U22 - X1U2U 12 > O 

i\2 
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entonces: 

uI(X) = al+ZbllxI+blZXZ>O " UZ(X) = aZ+bIZxI+Zbzzx2>0 

" uu(x) = Zbu<O " u1Z(X)= b12<0 " u22(X) = Zb22<0. 

Si el óptimo se escoge como O,U,entonces el bien 1 es 
de Giffen si, y sólo si, : 

- (u2(x»2 + U1(X)U22(X) - U2(x)U1Z(x) > O " 

A 2u1(x)U2(X)u12(X) - u1(X)ZuZ2(X) - u2(x)2uU (X) > O 

con x = 0,1); pero por la forma de u, esto es (con 
al = 1 = a2) : 

f.(bll'blZ,bzz) := 

(1 +2b 11 +b12 ) Zb2Z- ( 1 +b12+Zbzz)(I+Zb12+Zb22) > O 

f 2(bll,b12,b2Z) := blZ0+Zbll+blZ)(I+b12+Zb22) 

- b22(I+Zbll+blZ)2 - bu(I+blZ+Zb22)2 > O 

(1) 

(Z) 

Un punto situado en la intersección de las fronteras de 
1 1 1 

( 1) Y (Z) es: b = - (-, - , -) como se comprueba fácil-

mente. 
4 Z 4 

La idea, ahora, es buscar un 6b situado en la intersec­

ción de los dos semiespacios superiores determinados 

por los planos que pasan por b de vectores normales los 

gradientes de f 1 Y f Z en b. 

V'f1(b) = (-l,O,U pero V'fz(b) = (0,0,0) 

Pero con un incremento positivo en bZ2 se incrementan 

f 1 y f z, aunque aún hace falta lograr u1 > O < Uz en 

O,}); que uzO,}) > O se logra con el 6bzz > O ante­

rior. Sin embargo, que u10,}) > O requiere que 6b11>O, 

y como aZf 2/ ab11
Z = - 8bzz = Z, entonces respecto a f 2' 
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este tlb ll > O sólo refuerza lo deseado, aunque ya que 

8f¡/8bll= -l,f l puede hacerse < o. Así, es preciso ele­

gir tlbll > O < tlbzz tales que 

8f¡ _ 8f¡_ 
-- (b)tlb ll + -- (bMbzz = -tlb ll + tlbzz sea> O; 
8bll 8bzz 

por ejemplo, elegir tlb := 0/32,0,118). Luego, b + tlb = 
(-7/32, -112, -113). 

Así, la función de utilidad elegida es 

7 
u(x) := x + x - - X Z - - x x - - xz

z 
1 z 32 1 2 1 Z 8 

El vector de precios p ha de ser paralelo a VuO,1) = 
0/16,114); por ejemplo: p = 0,4). Entonces la riqueza 
R = lx1 + 4xl = 5. 

Finalmente, el problema es: 

7 
max XI+XZ - x1

Z - - x1xz - - xl 
32 2 8 

s.a x¡+4xz = 5. 

La solución por Lagrange es dada p.or: 

7 1 
1--x --x -A=O 

16 1 2 z 

X¡ 

1 - - - - Xz - 4A = O 
2 4 

X¡ + 4xz = 5 

La solución es 0,1, 1116) = (xi' xz' A). 

. En consecuencia, de (*) de la página 3, 
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1 
- 4x - + O x - - - 4 x - -) 

8x¡ 4 4 2 3 
0,4,5) = -) O 

8p¡ 1 1 7 13 
2 x - x 4 - (- -) - 16(- -) 

2 4 16 

A modo de comprobación, considérese un nuevo problema 
con el precio p¡ incrementado en c > o: 

7 1 
max x¡ + x 2 - - xI - - x¡xZ - - x~ 

32 2 8 

suj.a O+c)x¡ + 4x2 = 5 

Se comprueba fácilmente que en la nueva solución 

c(27 + 96c - 16c2 

Xl = 1 + --------
9(13 - 14c) 

Así, con c = 1/4, resulta x¡ = 1 + 25/171 que es mayor 

que el valor 1 obtenido para PI = 1. Luego, respecto al 

óptimo 0,1) de este consumidor, el bien 1 es de Giffen 

o 

Para conseguir un bien inferior, hay que imponer la 
ax¡ ax¡ 

condición < O. De la pág.2, se obtiene que es 
aR aR 

el elemento 

así, - = 
8R 

Entonces, 
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[

D2 U(X) : -p] 
0,3) de la matriz inversa de ....... ~. .. ; 

-p : O 

aX I 
- < O si, y sólo si, 
8R 

A 8x¡ 
- - < O, Le. 
AZ 8R 



< O. 

Puede verse que si uIZ(x) > O, este cociente es 2: O. 

Luego, uIZ(x) < O. 

Lo deseado se consigue, por ejemplo, con: 

- uluZZ < - uZulZ 1\ - uf Uzz - u~ Ull > - ZUIZUIUZ 

que equivale a: -Zuf Uzz < -ZUIZUIUZ < -ufuzz- u~ull 

Para esto, sea u = alxl+ azxz+ bllxf + bIZXIXZ+ bzzx~ 
sea 0,1) el óptimo, y sean al = a z = 1. Entonces las 

condiciones anteriores son: 

- O+Zbll+bIZ)Z Zbzz < - bIZO+Zbll+bIZ)O+bIZ+Zbzz) 
(1) 

< - O+Zbll+b,z)Z bzz - O+bIZ+Zbzz)Z bu 
(Z) 

Pero si ulO, 1) > O, entonces (l) equivale a: 

- ZbzzO+Zbll+bIZ) + bIZO+bIZ+Zbzz) < O. 

Un punto 
_ 1 
b = (--, 

6 

situado en las fronteras de (1) y (Z) es 
1 1 

--, --) para el cual: ul (1,1) = 113 = uzO,1), 
3 6 

y, llamando f 1 Y f z a las funciones que según O) y (Z) 

han de ser negativas, se tiene que fl(b) = O = fz(b). 

Pero, los gradientes son: 'ílf,(b) = (Z/3, 113, -4/3) Y 

'ílfz(b) = (1/9, -1/9, 1/9). Luego, basta con un pequeño 

incremento negativo en bll para ingresar al interior de 

O) f"I (Z): por ejemplo, con t.b = (-1I1Z, 0,0), se tiene 
b = (-114, -113, -116), para el cual, uIO,1) = 116 1\ 

uzO,1) = 113. Además, fl(b) = -1118 1\ f z(b) = -1172. 

1 1 1 
Así, u = Xl + Xz - - xf - - XIXZ - - x~. Si 0,1) ha de 

4 3 6 
ser óptimo, entonces 'íluO,1) será paralelo a p, Le. p 
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será un múltiplo de 0/6, 113), por ejemplo p = (L.2). 
La riqueza es R = p.O,1) = 3. Así, 8x¡l8R en 0,1,3) 

2x( -113) - lx( -113) -113 
es, de la pág. 6, = -113 <o 

2( -113)2+113-4( -112) 

Como comprobación, véase que el óptimo de: 
1 1 

max x l+ Xz - - xy - - XlXZ - - x~ 
4 3 6 

s.a. Xl + 2xz = 3 

es dado por: O = 1 - xi' - Xz - A 
2 3 

O = 1 - - Xl' - - Xz - 2A 
3 3 

3 = Xl + 2xz ' 

lo que da 0,1, 116). Así, Xl - 1. 

Si se incrementa la riqueza en un pequeño positivo c, 
entonces en el problema anterior sólo cambia la restrif 
ción a: Xl + 2xz = 3+c, y el nuevo óptimo es dado por: 

O = 1 - - Xl - - Xz - A 
2 3 

O = 1 - Xl - Xz - 2A 
3 3 

3+c = Xl + 2xz· 

c 
El nuevo óptimo tiene Xl = 1 - , como es fácil compro-

3 
bar, por lo que en el óptimo 0,1) el bien 1 es un bien 

inferior. 
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Pro Mathematica: VoLVl,Nos.11-12,1992 

SOLUC:;OES GLOBA I S DE UM SISTEMA H I PERBOLICO 

COM TERMOS NAO LINEARES NEGATIVOS 

• Oswaldo Ramos Chumpitaz 

l. Introducra o 

• 

o sistema de equaqo es 

- ~u + a2u + g2v2u = O 

(*) 

- ~v + (32u + h 2u 2 v = O 

com a, (3, f, g E IR diferentes de zero. 

foi introduzido por l. Segal {B] para descrever a 
interaqao de cargos de mesons em um campo electro­
magnético. V ários autores estudaram este sistema 
entre os quais podemos mencionar: K. Jorgen {1], 
V.G. Markaukov {3],etc. Recentemente L.A. Medeiros­
G. Perla Menzala {4] anal izaram a existéncia de 
solw;:oes fracas do problema misto para o sistema 
(*) em Q x ]O,T[, onde Q é um domínio limitado de 

IRn, n = 1,2,3. Estes resultados foram generalizados 
por M. Milla Miranda-L.A. Medeiros {5], para a nao 

Profesor Principal de la UNMSM. 
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Linearidade da forma Ivlp+zluIPu, lulp+zluIPv, e 

qualquer domínio de IRn. 

Neste trabalho estudaremos a existencia e unicidade 
da solu~a o fraca global do problema mismo para o sis­
tema 

aZu 
- flu + a(x)vZu = f¡ 

atZ 
C··) 

aZu 
- flu + a(x)uZv = f z 

atZ 

em O x ]O,T[ sendo Q domínio limitado de 1R3, T real 

positivo qualquer, a(x) E L aJ(Q). 

Observamos que o método usual de energia nao tra­
balha neste caso devido ao termo a(x), usaremos para 
este caso um método de estimativas introduzido por L. 
Tartar [9], diferente do método de "Potential Well" 
introduzido por D.H. Sattinger [7]. A unicidade é obti­
da por um método devido a M.l. Visik - O. Ladysenskaja 
[lO). 

2. Nota«;ao e Resultados prévios 

O domínio limitado de 1R3 

Hm(Q) = {u E LZ(Q) / Dau E LZ(Q), a ~ m} 
a = (al'aZ,a3 ), 

al e z+ v {O}, a = a¡ + az + a 3 , Da derivada no sentido 

sentido do de distribui¡;o es HO(Q) = L Z(Q), H~(Q) = 

V(Q)Hm(Q) H-m(Q) é o dual de H:(Q), V(Q) é o espa¡;o das 

fun~6es infinitamente diferenciáveis com suporte 

compacto contenido em Q. 
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o producto interno e a norma em L2(Q) e Hl(Q) serao 
representados respectivamente por: 

(.,.), 1.1 e «.,.)), 11.11 

Seja T > 0, B espaGo de Banach 

LP(O,T;B) = {u: 10,TI - B / lIulI B e LP(O,T)} com a norma 

lIull P = (JTIIUIlP)¡/P 
L (O,T;B) o B 

1 ~ P < oo. 

Loo(O,T;B) = {u: 10,TI - B / lIull e Loo(O.T)} 
B 

lIull P = sup' ess lIu(t)II B L (O,T;B) O<:t<T 

2)'(Q) e 2)'(O,T) onde Q = g x lO,TI denota o espaGo de 
distribuiGo es sobre Q e 10, TI respectivamente. 

t:. é o Laplaciano; a(u,v) = Jg'i/u.'i/V dx; 'i/u é o gradiente 
de u. 

Lema 1. (Sobolev) 

Seja g aberto limitado de 1R3 entao H~(Q) tem imersao 

contínua em Lq(Q) para 1 ~ q ~ 6, isto é 

lul q ~ Cqllull 1 ~ q ~ 6, 1 Iq norma em Lq(Q) (1) 

Seja V = H~(Q) x H~(Q), h = L2(Q) x L2(Q) com as normas 

IIlw,zlll2 = IIwll 2 + IIz1l 2 ; 11¡p,1/I112 = 1¡p12 + 11/11 2, res-

pectivamente. 

Procedemos formalmente no sistema (**), multipli­
cando a primeira equaGa o por u' e a segunda por v' e 
sornando ternos: 

~ ~~ Ilu',v'Jl2 + - IIlu,vlll 2 + -2

1 Jga(X)U2V2dX~ 
dt 2 2 (2) 

= (f¡,u') + (f2,v') 

como a(x) E L 00(Q) podemos supor que I a(x) I ~ 1, agora 
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1 Z Z 14 Z Z 14 4 
= - lul 4 Ivl4 ::s - e lIull IIvll ::s - e lI(u,v]lI, 

2 2 4 8 4 

chamemos 

assim 

1 Z 1 Z 1 Z lJ 
-1I(u,v]1I - - M4 11(u,v]1I ::s -1I[u,v)1I + - a(x)uZvZdx 
2 8 2 2 O 

(3) 

M4 
Seja o polinomio peA) A4 , ele tem raizes em 

2 8 

2 .f2 ;\ = O, ± -, seus máximos os toma em A = ± - e o valor 
MZ MZ 

máximo é 

, peA) 2:: O 

de (2) ternos que 

1 1 1 J - I (u', v'Jlz + - lI{u.v]1I 2 + - a(x)u2v2dx 
2 220 

t 

= J {(f¡;u') + (fz,v')}ds + '1 (4) 

o 

onde Uo = u(O), Vo = v(O), u¡ = u'(Ol, v¡ = v'(O) y por 
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(3) vemos que 

M4 
- 1 [u', v') 12 lIu,v)1I2 - - 11 [u, V )11 4 
2 2 8 

:S - l[u',v')12 lIu,v)1I 2 + ~ J a(x)u2v2dx 
2 2 2 n 

3. Teorema 

Sejam 

1 JT 1 1/2 
+ - <1 f 1 1 + 1 f 21}ds < (-) 

.f2 o 2M4 

Enta o existem duas fun<;ó es u, v tais que 

[u,v) E LOJ(O,T;V), [u',v') E LOJ(O,T;H) 

satisfazendo 

u" - ~u + a(x)v2u = f 1 

v" - ~v + a(x)u2v = f 2 
u(O) = u o ' veO) = Vo 

u'(O) = ul' v'(O) = VI 

DEMONSTRA<;AO: 

Usando o método de Galerkin 

em L2(O,T;H-I(Q) 

em L2(O,T;H-l(Q) 

u 1an = ° 
vl an = ° 

( 5) 

(8) 
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Seja {w¡} "base" de H¿m) e Vrn = [wl'w2,ooo,wrn ] espaGo 

gerado por wl'0oo,wrn0 

m m 

u (t) = \' K (t)w
o 

m L Jrn J 
v (t) = \' h (t)w 

m L jm J 
(9) 

j=1 J=1 

Urn(O) = Uom ~ Uo forte em H¿m) 
Vrn(O) = V orn ~ Vo forte em H¿m) 

( 10) 

u~(O) = U1m ~ u1 forte em Ll(Q) 

v~(O) = u1m ~ VI forte em L2(Q) 

o sistema aproximado 

(fl'w),weVrn 

(f 2' w) 

com as condiG6 es iniciais (lO) possui pelo Teorema de 
Caratheodory soluGa o num intervalo [0, t m!. procedendo 

como nos cálculos prúvios ternos que (3) e (4) se cum­
prem para urn(t), Vrn(t), t e [O,trn[ 

.rz 
agora como a2 < --, seja {3 tal que ° < (3 < e 

2M4 M2 

1 
P(f3) = a 2 listo é a 2 = - (32 - - M4{34 pela hipótesis (7) 

2 8 
ternos P(II[uo,vo]lI) ~ 0, de (lO) e (7) vemos que 

.rz 
lI[urn (O), vrn(O)] 11 < para m suf i cientemente (11) 

M2 grande 

asseguramos que 
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por absurdo suponhamos que existe 

M2 

Seja 
• J2. 

t = inf{t / lI[um(t),vm(t)]1I ~ - } por (11) t >0 
M2 

e da continuidade das soluC;6 es aproximadas, ternos 

• • J2 2 
11 [um (t ), v m (t )] 11 ~ - < -, 

M2 M2 (12) 

seja T o / O < t· < T o < t m 

2 
e lI[um(t),vm(t)]1I < -' \J t e [O,To ] listo pela conti-

M2 nuidade 
lago 

seja 

~ - l[u~(t),v~(t»)12 + P(II[um(t),vm(t»)II) 
2 

~ 2 I [u~(t), v~(t) 11 2 + ~ 11 [um(t), v m(t»)1I2 

+ ~ J a(x)u~(t)v~(tJdx 
2 Q 

t 

= L{(fl(S),U~(S)) + (f2(s),v~(s))}ds + 1m; 

como 
t 

1m- 1 ~ J (Ir (sJI+lr (sJI)lIu'(s),v'(s))I+1+C = q>(t) 
o 12m m 
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~ (13) 

rp'(t) = (lfl(01+lf2(t)I)lIu~(O,v~(t)11 :5 

:5 (lf1(01+lf2(t)l) ~2rp(ti 

2(rpl/2(t»' = rp-l/2(t)rp'(t) :5.f2 (lf
1
(t)I+lf2(t)I), 

donde integrando 

.f2t 
~rp(ti:5 ~rp(O)' + - J (If (s)I+lf (s)l)ds 

2 o 1 2 

.f2 T 
:5 ~'1+e' + - J (If (s)I+lf (s)l)ds 'ti e>O 

2 o 1 2 

r:-:" 1 JT 1 1/2 
~ "fllet) :5 '1112 + - ( 1 f (s) 1 + 1 f (s)l )ds = a < (-) 

.f2 o 1 2 2M4 

logo 

rp(t) 

pe 11 [U (t), v (O] 11 ) 2 
:5 a 

m m 

lI[u (t), v (t)]1I :5 (3 
m m 

para t* e [O,To ]· Ternos 

.f2 

'ti t E [O,T ] 
o 

'ti t E [O,T ] 
o 

'ti t e [O,T 1 
o 

.f2 
* * - - lI[u (t ),v (t )]11 :5(3<-

M2 m m M2 

o que é urna contradi~a o, logo tem-se 

.f2 
lI[u (t),v (t)]1I < - 'ti t e [O,T ] 

m m M2 o 

das mesmas estimativas obternos 
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\[u'(t),v'(t)lI < '<J t E [O,T 1 
m m m 

logo podemos extender a solu<;a o a um intervalo 
independente de m. 

(um)mEIN e (vm)mEIN sao I i m i tados em 

LOO(O,T;H~W» 

(16) 

[O,Tl 

(17) 

(u~)mEIN e (v~)mEIN sao limitados em (8) 
LOO(O,T; LZ(Q) 

(u~vm)mEIN e (v~um)mEIN sao limitados em 
LOO(O,T; L3/Z(Q) 

(9) 

disto segue-se que 3 ubsucesso es as quais denotaremos 
tambén por u ,v tais que 

m m 

um ~ u e vm ~ v fraco estrela em 
(20) 

LOO(O,T;H~W» 

u' m ~ u' e v' m ~ v' fraco estrela 

LOO(O, T;LZ(Q) 

em 
(21) 

Z umvm ~ Xl e v~um ~ Xz fraco estrela em (22) 
LOO(O, T;L3/Z(Q) 

agora usando o fato de que H~(Q) tem imersao compacta 

em LZ(Q) e o Lema de Lions-Aubin, vemos que Xl = uZv, 

Xz = v2u, logo podemos passar ao limite na forma usual, 

as condiGo es iniciais se verificam de modo standard. 

Para a unicidade, sejam U = u-u, v = v-v ~ 

u· - ~U + a(x)(vZ u - vZ u) = O 

U· - ~v + a(x)(uZ v - uZ v) = O 

U(O) = O, veo) = O, U'(O) = O, v'(O) = O 

(23) 

(24) 
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Sejam 

cp( t) {- J:U(IT)dIT para O !:: t !:: S 

o para s < t !:: T 

~(tl {- J:V(:ldu para O !:: t !:: S 

para s < t !:: T 

'* CP.I/I e Loo(O.T;H~(Q). tomando producto interno de (23) 

com cP e (24) com 1/1. obtemos estimados que nos permite 
obter unicidade em algum intervalo [0.5

0
1. repetindo o 

processo iniciando em so' podemos depois de algumas e­

tapas chegar a T. 
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the parameter doma in A > 1. For this case 
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The investigation of these waves around 

the stable minimum shows that the sound 

velocity provide a rigid constraint for 

this oscillations to be or no to stable: 

this is the question. 
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1. Introduction 

It has long been recognized that a remarkable progre ss 
has been made in obtaining exact solutions for non­
linear dynamical systems. The "non thermalize" effect is 
real!y very exciting problem and plays a great role in 
developing the understanding of soliton concepts in na­
ture Ul. The role of solitons in the contemporary phy­
sies is general!y recognized. The esential soliton as­
pect of natural phenomena has been made evident by the 
remarkable success in condensed matter and high energy 
physies. In this paper we will restrict ourselves to 
study the fi-six model in 1 + 1 dimension specifical!y. 
The fi-six model occurs in many branches of physics for 
example in the theory of ferromagnetism, the 2-body 
attractive and 3-body repulsive with skyrme forces in 
nuclear hydrodynamics [21 and in the study of soliton 
models of hadrons [31. This theory also was used to de~ 
cribe phenomenologically phase transitions 141 and 151. 
In addition of those mentioned works this model is also 
extensively used in the study of propagation of stiona­
ry Iight beams in the medium with the weakly saturating 
nonlinearity [6). It is proved that al! the aboye men­
tioned problem are governed by the following equation 
of motion. 

il/lt +tJ.I/I +fXI/I + (11/11 2 _ 11/11 4 )1/1 = O (1) 

or performing the scale transformation 

1/1 = </>[2/3(2+A)I- 1/2 

4 
t' = - (A+2)t 

3 

2 
x' = (A+2)x 

.f3 
we arrive at 

i</>t'+</>x'x,-(I+2A)</>+2(2+A) I</> 12</> - 31</> 14</> = O (2) 
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This equation is more convenient for studying the 
excitations near the condensate. The coupling between 
the parameters is 

(X = -3/4(1+2A)I(A+2)2 (3) 

These equations support two types of solitons: a) 
topological solitons which are ver y similar to the well 
known soliton solutions of the cubic nonlinear Schro­
dinger equation NSE of the repulsive type. In D = 1 
space these solution correspond to kinks, in D = 2 they 
are named vortices and there is no analogue at D = 3[7] 
The second type of solitons: b) nontopological solitons 
with specific propierties. These solitions have the form 
of stationary rarefaction bubbles [131 and exist in di­
fferent domain of the parameter A. 

The main aim of this work is to show that the equ,ª 
tion (1) exhibits bubble, kink and drop type of soli­
tions in the range of the parameter A > 1 which was not 
considered earlier, e.g. in [101, [121 and [13]. 

"One wants to be able to take a realistic view of 
the world, to talk about the world as if it is really 
there, even when it is not being observed... our busi­
ness is to try to find out about it, and the technique 
for doing that is indeed to make models and to see how 
far we can go with them in accounting for the rel word" 
[9]. 

Pursuing on such a suggestion we will work with 
the model (l). The physically interesting boundary con­
dition can be both zero and of the condensate type Le. 

t/>(x,t) ~ O (4) 

or 

(5) 

Let us consider first the bubble boundary condi­
tion (5). In the paper [13] the equation (2) under the 
condition (5) was considered. The new type of solitons 
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were found namely "8ubbles". These nontopological soli­
tons were assumed to exist at Ae(ü,1l not only for the 
one dimensional case but also they survive passing to 
arbitrary higher dimensiono For this kind of solitons 
the complete investigation was performed including the 
analysis of the stability problem for the static and 
moving bubbles, see also [10 J. They found that in the 
D = 1 case there exist a certain critical velocity ve 

such that the bubble is stable if it is moving with a 
velocity v move greter then ve and unstable otherwise. 

The essentially important characteristic of soli­
tons is their stability region which determines the 
boundaries of the validity of such a description and 
the phase transition to a new state. This kind of pro­
blematics will be presented elsewhere in more details. 

2. Sound velocity and small oscillations 

Now, for our convenience let us write the energy and 
particle number integrals of OLll' model 

E = J dx{I<I>xl2 + (1<1>1 2 - 112 <1<1>12 - AH (6) 

N = J dx{ 1 <1> 1 2 - I} ( 7) 

The potential part of the energy E 

(8) 

exibits a minimum when A > 1 in the point 

2A ... 
(9) 

3 

Note that the earlier condensate type of boundary 
condition <1>0 = 1, completely studied earlier' in (13] is 

also the minimun of (8) when A < 1. Normal mode pertur­
bations with frecuency w and wave number k are taken 
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proportional to the factor 

e-iwt+ikx 

. In linear systems the frecuency is subjet to a dis­
persion relation w = w(k). The system is linearly uns­
table, if there exists a possitive growth rate n = Im(w) 
for at least one real value of k. Now let us calculate 
the dispersion of small oscillations in the vacuum 

f}:2A 
4> = .J(3 + ~(x,t) = J~ + ~(x,t) (10) 

Where 

The 1)(x,t)¡ satisfy the following equations 

w1)\-k Z1)1 +1)1 (4(3( 2+A)-9(3Z-(3( 1 +2A »+1)z(2(3(2+A-3(3) )=0 (11) 

-w1)z-k z1)z+1)z( 4(3( 2+A )-9(32-(30 +2A »+1)1 (2(3( 2+A-3(3) )=0 ( 12) 

After sorne algebra with operations regarding the 
determinant of the equations written above,one obtains 

(13) 

This is the Bogoliubov dispersion law.From that we 
easily find the sound velocity 

w 
vs=lim-­

k-10 k 

2 ~ ; 
(-) (A-I)(2A+J) 

E 
(14) 

From the last equation we see that the condensate 
now is considered to be stable when A 2: 1. 

3. Soliton Excitations of the Condensate 

One of the primary requirements of all physical situa­
tion related with the problem of energy of the conden-
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sate is the fact that is must be always finite. It is 
the reason that the formula for energy takes the form 
(6) as it is easily to see varying this equation one 
can obtain the equation of motion. In order to obtain 
localized solutions of (3) we employ the formula 

and make 

<!>(x,t) = <!>(~), 
where 

~ = x - vt 

Then we have 

p" 

2p 

where the function e is defined by 

where 

v 
e~ = (p-(3) 

2p 

(3 = 
2A+ 1 

3 

(15) 

(16) 

(17) 

Substituting the second equation (17) in the (16), 
then integrating and denoting 

1 
r = p-l; a = - (6(3«(3-1)-v2 ) - - (vs-v) 

4 4 

on can find that the aboye formulas reduce to the con­
ventional form 
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±2(~-~o) = f --------dr 

J 
SA-2 

r r 2 + (-3-)r + a 

From this expression we can concJude that the re­
gular localized soliton-like solutions exist if the pa-

rameter a > O or in other words if v/ - v2 > O. We 

then have obtained the condition for existing a set of 
soliton solutions which take interesting forms in dife­
rent regions of A. Inverting the integral written aboye 
one has 

r(~) = 

where 

b = 

- 2a 

SA - 2 

3 

(18) 

(19) 

Now if one wants to obtain a static soliton solu­
tion for 1 < A < 4. For avoiding singularities we con­
sider in the denominator of equation (18) only the (+) 

value of b 

where 

ch(y) 
-------= 

2A+l 
-- + sh2(y) 
4-A 

= eie ~(4-A)I3' ___ C_h_(y_) ___ _ 

4-A 1/2 
{l + - sh2(y)} 

3(3 

(20) 
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From the abo ve formula we see that the function tPb 
is an even function of the variable (x-xo). This func­

tion describes a bubble in the condensate. The amplitude 
of this bubble depends of the parameter 4-A. For small 
values of this parameter we obtain a greater rarefac­
tion in the bubble. 

For A > 4 the soliton at rest take the form 

r:" th(y) 
tPk = i(3e

ieo 
------ = 

2A+l 
-- + ch2(y) 
A-4 

= 4 (A -1 )/3' e le ;::==Sh=(=y=} =:::-
A-4 

1 + -- ch2(y) 
2A+l 

(21) 

From here we conclude that tPk is an odd function 

of the variables (x-xo). This solution has a kink fOI'm. 

The solution which joins the kinks and bubbles aboye 
written was found solving the differential equation not 
only for p but also for e. After a bit of calculation 
one gets 

where 

cos 2/1 = 
[(A-/1)(3 + vZ/zl 

(3Jb2 - 4a 

The sign of A - 4 determines the solution to be or 
not to be a kink (bubble) like soliton solution. Fluc-
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tuations around the condensate would cause the appear­
ance of kinks and to pass through the unstable vacurn to 
the another stable syrnrnetric one. If the kink is too 
srnall, the gain in volurne energy by forrning a region of 
true vaccum may not be enough so as to compensate the 
1055 in the surface energy. 

When A = 4 or ex = - 3/16, we get a solution under 
the following mixed boundary conditions 

for 

for 

q>(x,tl ~ O 

ex ~ - 00 

r:' le 
q>(x,t) ~ ~(3e 

x ~ +00 

In order to have a finite systern energy the solu­
tion obeys 

= I--dP
-­

(p-2l Jp2 - :; 

The integral of motion: the hole nurnber and the 
energy for the solution (22) have the forrns: 

00 

Nk,b = I dx{p - l} 
-00 

(23) 

00 

Ek,b = 1 dx{lq>x I2 + (p-1)2(p-A)} 
00 

(24) 

where 
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¡El 
cJ>x = e [2 + iEl);] 

2.fp' 
(25) 

When the amplitude of the solutions are small 01' 

in other words the velocity of the kinks (bubbles) are 
closed to the sound velocity. 

if 

have 
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The modules of the solution are 

Note that for small a we can write 

a 

The coefficient 

been replaced by 

~= 1 -

2a 
b -

b 

5.4 - 2 
« b 

Jb2 

5A-2 

3 

J 

- 4a in the 

and one gets 

. (5.4-2)-1 
2a --

J 

-1 
Ja(5A-2) 

{ }

1/2 

second 

1/2 

= 

tenn can 

(27) 

(28) 



This solution can be found by means of the method 
which will be developed in our next paper treating 
small amplitude soliton waves. 

Besides the solutions given aboye, the </>6 model 
possesses other localized solutions; for more informa­
tion see [12]. 
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EXPLOSION EN TIEMPO FINITO PARA UN SISTEMA 

DE ECUACIONES NO LINEALES 

Luis Enrique Carrillo Díaz· 

Introducción 

La interacción de mesones cargados en un campo 
electromagnético puede ser descrito por el si­
guiente sistema 

a2u 
- 6u + a2u + g 2 v 2u = O 

at2 

(*) 
a2v 

- 6v + ~2v + h 2u2 v = O 
at2 

donde a, ~, g y h son constantes reales, no 
nulas. 

El sistema (*) ha sido estudiado por mu­
chos autores, entre ellos tenemos a Medeiros, 
L.A y Perla Menzala, G (7J, con relación a la 

• Profesor de la UNMSM. 

El autor preparó este trabajo durante el periodo de 

1990, en el IMUfRJ, contando con la financiación del 

Consejo de Investigación del Brasil (CNPq). 
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existencia de soluciones globales débiles del 
problema mi.xto en Q = (2 x [o,TJ, donde (2 es un 

dominio acotado de !Rn (n=I,2,3). Posteriormen­
te, Medeiros, L.A. y Milla Miranda,M. [8J, ge­
neralizaron dichos resultados considerando co­
mo términos no lineales 

IvIP+2IulPu, lul P+2lvlPv y (2 un dominio arbi­

trario de !Rn • 

Milla Miranda, M. y Medeiros, L.A. (9] estudiaron 
la existencia y unicidad de soluciones globales débiles 
del problema mixto para el sistema: 

a2u 
- ilu + u - Ivl P+2 1 u I P u = f 1 

at2 
(._) a2v 

-
I u I P+2 1 v I P v at2 - ilv + v - = f 2 

en Q = Q x [o,Tl, donde (2 es un abierto limitado cual­

quiera de !Rn y donde el número real P tiene la restric­
ción: 

4-n 
P > -1 si n = 1,2 ; Y -1 < P s si n ~ 3 

n-2 

En éstas condiciones, ellos obtienen (Cf. [9], Pág.149) 

H
1(n) , . en L2(P+2l(n) ~, continuamente Inmerso u (2) 
o 

En este trabajo se estudia la Explosión ("blow-up") 
en tiempo finito de las soluciones del problema mixto 
para el sistema (--), en el caso P = O, f l = f 2 = O 

para (2 un abierto limitado de !Rn con frontera regular r 
Es decir, se estudia "explosión" para el sistema: 
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u" 6u + u - V2U = o 
(n.) 

v" 6v + v - U2V = o (u" = 82u/8t2) 

en n x [o, Tl, para n = 1,2. 

§.1 NOTACIONES Y RESULTADOS PRINCIPALES 

1.1 Sea n un abierto acotado de IRn. Denotamos por 

Hm(Q),m un entero no negativo, al espacio de 

Sobolev de orden m. Por H'¿'(Q) representamos la clausura 

en Hm(Q) del espacio V(O), donde V(Q) representa el es­
pacio de funciones infinitamente diferenciables con so­
porte compacto contenido en n. El producto interno y la 

norma en L2(Q) y H1,(Q) serán denotados por (.,.), 1.1 y 

«.,.)), 11.11 respectivamente. 

Denotados por X al espacio [H1,(Q) x L2(Q)12.Las 

condiciones iniciales y de frontera para el sistema 
(.U) son las siguientes: 

u(x,O) = uo(x) ; v(x,O) = vo(x) 

u'(x,O) = u 1(x) ; v'(x,O) = v¡(x) 

ulr = O , v l r = O ; t > O 

X E n 

De las restricciones para p en (1) se observa que p = O 
tiene sentido sólo si n 1,2,3,4 y para nuestro caso 
(2) se transforma en 

con inmersión contínua. (3) 

1.2 Considerando = ~-J ~l 
1 la identidad; y 
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vemos que el sistema (***) puede ser escrtio en la for­
ma 

I
W'(t) = AW(t) + F(W(t» 

(L) 
W(O) = ¡p 

In __ [uo vol donde .,. 
U I vI 

1.3 Sea G = (gl'g2,g3,g4] E (V(O) x V(O)]2. 

Definimos la norma: 

1 AGU 12= 1 {IVgI I
2
+ rgI l2+ Ig2 ' 2+ IVg312

+lg312
+ Ig4 t2}dx (4) 

Q 

Se observa que el "completado" de W(O) x V(O)]2 con 
relación a la norma definida en (4) es el espacio de 
Hilbert X. Observamos también que el operador 

A = [~-l b] 
puede ser expresado por 

A = 8 + M 

donde M = [O -1 ~] Y 8 = [ ~ ¿l 
así el operador M queda definido por 

M(up u2, vI' v2J = (O,-upO,-v1J 

claramente M E .f(X,X) 

1.3.1 Definición. Sea 

0(8) = (H:'(O) f'I H2(0) x H:'CO)J2 

y para U = [U1,U2,v¡,v2J E 0(8) definimos 
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(8) 

En las condiciones de la definición 0.3.1) se tiene el 
siguiente 

1.3.2 Teorema. 

El operador 8 definido por (7) y (8) es un generador 
infinitecimal de un grupo de clase Co T(t), de operado-

res lineales limitados sobre X, el cual satisface 

(9) 

Del Teorema 0.3.2) y (6) tenemos que el operador 
A es generador infiniterimal de un grupo, digamos Y(t), 
de clase Ca' de operadores lineales limitados sobre X. 

1.3.3 Definición. 

Una solución débil W de (***) es una solución de la 
ecuación integral 

t 

W(t) = r1(t)1{! + J g(t-a)F(W(a))da (0) 

° 

donde [u v 1 ut v
t

· 

1.3.4 Observación. 

Las respectivas funciones u y v satisfacen (***) en el 
sentido de las distribuciones. 

1.3.5 Definición. 

I 
Se a U = [u, m, v, r] E X, 

F(U) = [O, V 2U,0,U 2v] 

definimos 

En Milla Miranda, M. y Medeiros, L.A. [9], se prueba 
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que Vu,v E H~(Q) 

para n 1,2. Por tanto v2u,u2v E L2(Q) Y luego 

F: X ~ X 

queda bien definida. Además de eso, F es localmente 
Lipschitziana, es decir: 

Para cada subconjunto limitado Q de X existe una 
constante KQ tal que 

IIF(U) - F(V)II :s KQIIU - VII; VU, V E Q. 

En las hipótesis anteriores se tiene la siguiente pro­
posición 

1.3.6 Proposición 

Existe una única solución débi l de (***) maximal 
defin i da 

> O. 

Si t max < ro entonces 1 im UW(t)lI x = ro . 
t~tmax 

En ésta etapa, y teniendo el resultado de la pro­
posición (1.3.6) surge una pregunta natural: ¿Bajo qué 
condiciones t max es finito? 

Nuestra preocupación en el siguiente par'ágrafo, 
está centrada justamente en responder ésta pregunta. 

1.3.7 La energía asociada al sistema (***) es dada por 

1 2 2 2 2 2 
E(u,ut,v,v t ) = - [lu'l +lv'l +lIull +lIvll -lIuvll 1 (11) 

2 L2(Q) 
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Se prueba que se satisface la ecuación de la ener. 
gía: 

donde u y v son soluciones del sistema (".). 

Denotamos por Eo = E(uo'upvo'v¡). Luego el funcional 

de energía queda definido por 

1.3.8 

E(m,r,s, t) 

Teorema. 

2 

E:X~IR 

2 2 2 2 2 
[Irl +Itl +lImll +lIsll -lImtll J 

L2(Q) 

Si Eo < O, o si Eo = O Y vale 

(uo'u¡) + (vo,v¡) > O 

(13) 

(14) 

Entonces t max < 00 y lim ItW(t)lI x = 00 

t~tmax 

§.2 DEMOSTRACION DE LOS RESULTADOS 

2.1 Demostración del Teorema 1.3.2 

Mutatis Mutandis, la demostración se puede ver en 
Pazy, A.[IOJ. 

2.2 Demostración de la Proposición 1.3.6 

Ver J. M. Ball [2J teorema 5.9. Para la parte de la 
existencia ver Segal, 1 [ll], considerando las mo­
dificaciones naturales del caso. 

2.3 Demostración del Teorema 1.3.8 

Por (12) y la proposición 0.3.6) es suficiente 
mostrar que t max < oo. 

Suponga que t max = oo. Definimos 

F(t) = 2 
lu(t)1 + 1 v(t) 1

2 
(15) 

Luego 
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Usando (12) y (1) obtenemos 

F"(t) ~ - 4Ea. 

(16) 

(17) 

Si Ea < O, de (17) tenemos que F'(t) > O c.s. Luego 

podemos suponer que en éste caso tambien vale (14) 
Como F"(t) ~ O se sigue que F'(t) y F(t) son fun­
ciones no decrecientes y no negativas de t. Usando 
éstos argumentos y (17) obtenemos una contradición 

Observación. 

El caso en que el abierto Q es substituído por IRn, se 
resuelve de manera análoga, haciendo las modificaciones 
respectivas. 
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