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SOLUC:;OES GLOBA I S DE UM SISTEMA H I PERBOLICO 

COM TERMOS NAO LINEARES NEGATIVOS 

• Oswaldo Ramos Chumpitaz 

l. Introducra o 

• 

o sistema de equaqo es 

- ~u + a2u + g2v2u = O 

(*) 

- ~v + (32u + h 2u 2 v = O 

com a, (3, f, g E IR diferentes de zero. 

foi introduzido por l. Segal {B] para descrever a 
interaqao de cargos de mesons em um campo electro
magnético. V ários autores estudaram este sistema 
entre os quais podemos mencionar: K. Jorgen {1], 
V.G. Markaukov {3],etc. Recentemente L.A. Medeiros
G. Perla Menzala {4] anal izaram a existéncia de 
solw;:oes fracas do problema misto para o sistema 
(*) em Q x ]O,T[, onde Q é um domínio limitado de 

IRn, n = 1,2,3. Estes resultados foram generalizados 
por M. Milla Miranda-L.A. Medeiros {5], para a nao 
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Linearidade da forma Ivlp+zluIPu, lulp+zluIPv, e 

qualquer domínio de IRn. 

Neste trabalho estudaremos a existencia e unicidade 
da solu~a o fraca global do problema mismo para o sis
tema 

aZu 
- flu + a(x)vZu = f¡ 

atZ 
C··) 

aZu 
- flu + a(x)uZv = f z 

atZ 

em O x ]O,T[ sendo Q domínio limitado de 1R3, T real 

positivo qualquer, a(x) E L aJ(Q). 

Observamos que o método usual de energia nao tra
balha neste caso devido ao termo a(x), usaremos para 
este caso um método de estimativas introduzido por L. 
Tartar [9], diferente do método de "Potential Well" 
introduzido por D.H. Sattinger [7]. A unicidade é obti
da por um método devido a M.l. Visik - O. Ladysenskaja 
[lO). 

2. Nota«;ao e Resultados prévios 

O domínio limitado de 1R3 

Hm(Q) = {u E LZ(Q) / Dau E LZ(Q), a ~ m} 
a = (al'aZ,a3 ), 

al e z+ v {O}, a = a¡ + az + a 3 , Da derivada no sentido 

sentido do de distribui¡;o es HO(Q) = L Z(Q), H~(Q) = 

V(Q)Hm(Q) H-m(Q) é o dual de H:(Q), V(Q) é o espa¡;o das 

fun~6es infinitamente diferenciáveis com suporte 

compacto contenido em Q. 

132 



o producto interno e a norma em L2(Q) e Hl(Q) serao 
representados respectivamente por: 

(.,.), 1.1 e «.,.)), 11.11 

Seja T > 0, B espaGo de Banach 

LP(O,T;B) = {u: 10,TI - B / lIulI B e LP(O,T)} com a norma 

lIull P = (JTIIUIlP)¡/P 
L (O,T;B) o B 

1 ~ P < oo. 

Loo(O,T;B) = {u: 10,TI - B / lIull e Loo(O.T)} 
B 

lIull P = sup' ess lIu(t)II B L (O,T;B) O<:t<T 

2)'(Q) e 2)'(O,T) onde Q = g x lO,TI denota o espaGo de 
distribuiGo es sobre Q e 10, TI respectivamente. 

t:. é o Laplaciano; a(u,v) = Jg'i/u.'i/V dx; 'i/u é o gradiente 
de u. 

Lema 1. (Sobolev) 

Seja g aberto limitado de 1R3 entao H~(Q) tem imersao 

contínua em Lq(Q) para 1 ~ q ~ 6, isto é 

lul q ~ Cqllull 1 ~ q ~ 6, 1 Iq norma em Lq(Q) (1) 

Seja V = H~(Q) x H~(Q), h = L2(Q) x L2(Q) com as normas 

IIlw,zlll2 = IIwll 2 + IIz1l 2 ; 11¡p,1/I112 = 1¡p12 + 11/11 2, res-

pectivamente. 

Procedemos formalmente no sistema (**), multipli
cando a primeira equaGa o por u' e a segunda por v' e 
sornando ternos: 

~ ~~ Ilu',v'Jl2 + - IIlu,vlll 2 + -2

1 Jga(X)U2V2dX~ 
dt 2 2 (2) 

= (f¡,u') + (f2,v') 

como a(x) E L 00(Q) podemos supor que I a(x) I ~ 1, agora 
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1 Z Z 14 Z Z 14 4 
= - lul 4 Ivl4 ::s - e lIull IIvll ::s - e lI(u,v]lI, 

2 2 4 8 4 

chamemos 

assim 

1 Z 1 Z 1 Z lJ 
-1I(u,v]1I - - M4 11(u,v]1I ::s -1I[u,v)1I + - a(x)uZvZdx 
2 8 2 2 O 

(3) 

M4 
Seja o polinomio peA) A4 , ele tem raizes em 

2 8 

2 .f2 ;\ = O, ± -, seus máximos os toma em A = ± - e o valor 
MZ MZ 

máximo é 

, peA) 2:: O 

de (2) ternos que 

1 1 1 J - I (u', v'Jlz + - lI{u.v]1I 2 + - a(x)u2v2dx 
2 220 

t 

= J {(f¡;u') + (fz,v')}ds + '1 (4) 

o 

onde Uo = u(O), Vo = v(O), u¡ = u'(Ol, v¡ = v'(O) y por 
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(3) vemos que 

M4 
- 1 [u', v') 12 lIu,v)1I2 - - 11 [u, V )11 4 
2 2 8 

:S - l[u',v')12 lIu,v)1I 2 + ~ J a(x)u2v2dx 
2 2 2 n 

3. Teorema 

Sejam 

1 JT 1 1/2 
+ - <1 f 1 1 + 1 f 21}ds < (-) 

.f2 o 2M4 

Enta o existem duas fun<;ó es u, v tais que 

[u,v) E LOJ(O,T;V), [u',v') E LOJ(O,T;H) 

satisfazendo 

u" - ~u + a(x)v2u = f 1 

v" - ~v + a(x)u2v = f 2 
u(O) = u o ' veO) = Vo 

u'(O) = ul' v'(O) = VI 

DEMONSTRA<;AO: 

Usando o método de Galerkin 

em L2(O,T;H-I(Q) 

em L2(O,T;H-l(Q) 

u 1an = ° 
vl an = ° 

( 5) 

(8) 
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Seja {w¡} "base" de H¿m) e Vrn = [wl'w2,ooo,wrn ] espaGo 

gerado por wl'0oo,wrn0 

m m 

u (t) = \' K (t)w
o 

m L Jrn J 
v (t) = \' h (t)w 

m L jm J 
(9) 

j=1 J=1 

Urn(O) = Uom ~ Uo forte em H¿m) 
Vrn(O) = V orn ~ Vo forte em H¿m) 

( 10) 

u~(O) = U1m ~ u1 forte em Ll(Q) 

v~(O) = u1m ~ VI forte em L2(Q) 

o sistema aproximado 

(fl'w),weVrn 

(f 2' w) 

com as condiG6 es iniciais (lO) possui pelo Teorema de 
Caratheodory soluGa o num intervalo [0, t m!. procedendo 

como nos cálculos prúvios ternos que (3) e (4) se cum
prem para urn(t), Vrn(t), t e [O,trn[ 

.rz 
agora como a2 < --, seja {3 tal que ° < (3 < e 

2M4 M2 

1 
P(f3) = a 2 listo é a 2 = - (32 - - M4{34 pela hipótesis (7) 

2 8 
ternos P(II[uo,vo]lI) ~ 0, de (lO) e (7) vemos que 

.rz 
lI[urn (O), vrn(O)] 11 < para m suf i cientemente (11) 

M2 grande 

asseguramos que 
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por absurdo suponhamos que existe 

M2 

Seja 
• J2. 

t = inf{t / lI[um(t),vm(t)]1I ~ - } por (11) t >0 
M2 

e da continuidade das soluC;6 es aproximadas, ternos 

• • J2 2 
11 [um (t ), v m (t )] 11 ~ - < -, 

M2 M2 (12) 

seja T o / O < t· < T o < t m 

2 
e lI[um(t),vm(t)]1I < -' \J t e [O,To ] listo pela conti-

M2 nuidade 
lago 

seja 

~ - l[u~(t),v~(t»)12 + P(II[um(t),vm(t»)II) 
2 

~ 2 I [u~(t), v~(t) 11 2 + ~ 11 [um(t), v m(t»)1I2 

+ ~ J a(x)u~(t)v~(tJdx 
2 Q 

t 

= L{(fl(S),U~(S)) + (f2(s),v~(s))}ds + 1m; 

como 
t 

1m- 1 ~ J (Ir (sJI+lr (sJI)lIu'(s),v'(s))I+1+C = q>(t) 
o 12m m 
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~ (13) 

rp'(t) = (lfl(01+lf2(t)I)lIu~(O,v~(t)11 :5 

:5 (lf1(01+lf2(t)l) ~2rp(ti 

2(rpl/2(t»' = rp-l/2(t)rp'(t) :5.f2 (lf
1
(t)I+lf2(t)I), 

donde integrando 

.f2t 
~rp(ti:5 ~rp(O)' + - J (If (s)I+lf (s)l)ds 

2 o 1 2 

.f2 T 
:5 ~'1+e' + - J (If (s)I+lf (s)l)ds 'ti e>O 

2 o 1 2 

r:-:" 1 JT 1 1/2 
~ "fllet) :5 '1112 + - ( 1 f (s) 1 + 1 f (s)l )ds = a < (-) 

.f2 o 1 2 2M4 

logo 

rp(t) 

pe 11 [U (t), v (O] 11 ) 2 
:5 a 

m m 

lI[u (t), v (t)]1I :5 (3 
m m 

para t* e [O,To ]· Ternos 

.f2 

'ti t E [O,T ] 
o 

'ti t E [O,T ] 
o 

'ti t e [O,T 1 
o 

.f2 
* * - - lI[u (t ),v (t )]11 :5(3<-

M2 m m M2 

o que é urna contradi~a o, logo tem-se 

.f2 
lI[u (t),v (t)]1I < - 'ti t e [O,T ] 

m m M2 o 

das mesmas estimativas obternos 
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\[u'(t),v'(t)lI < '<J t E [O,T 1 
m m m 

logo podemos extender a solu<;a o a um intervalo 
independente de m. 

(um)mEIN e (vm)mEIN sao I i m i tados em 

LOO(O,T;H~W» 

(16) 

[O,Tl 

(17) 

(u~)mEIN e (v~)mEIN sao limitados em (8) 
LOO(O,T; LZ(Q) 

(u~vm)mEIN e (v~um)mEIN sao limitados em 
LOO(O,T; L3/Z(Q) 

(9) 

disto segue-se que 3 ubsucesso es as quais denotaremos 
tambén por u ,v tais que 

m m 

um ~ u e vm ~ v fraco estrela em 
(20) 

LOO(O,T;H~W» 

u' m ~ u' e v' m ~ v' fraco estrela 

LOO(O, T;LZ(Q) 

em 
(21) 

Z umvm ~ Xl e v~um ~ Xz fraco estrela em (22) 
LOO(O, T;L3/Z(Q) 

agora usando o fato de que H~(Q) tem imersao compacta 

em LZ(Q) e o Lema de Lions-Aubin, vemos que Xl = uZv, 

Xz = v2u, logo podemos passar ao limite na forma usual, 

as condiGo es iniciais se verificam de modo standard. 

Para a unicidade, sejam U = u-u, v = v-v ~ 

u· - ~U + a(x)(vZ u - vZ u) = O 

U· - ~v + a(x)(uZ v - uZ v) = O 

U(O) = O, veo) = O, U'(O) = O, v'(O) = O 

(23) 

(24) 
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Sejam 

cp( t) {- J:U(IT)dIT para O !:: t !:: S 

o para s < t !:: T 

~(tl {- J:V(:ldu para O !:: t !:: S 

para s < t !:: T 

'* CP.I/I e Loo(O.T;H~(Q). tomando producto interno de (23) 

com cP e (24) com 1/1. obtemos estimados que nos permite 
obter unicidade em algum intervalo [0.5

0
1. repetindo o 

processo iniciando em so' podemos depois de algumas e

tapas chegar a T. 
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