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EXPLOSION EN TIEMPO FINITO PARA UN SISTEMA 

DE ECUACIONES NO LINEALES 

Luis Enrique Carrillo Díaz· 

Introducción 

La interacción de mesones cargados en un campo 
electromagnético puede ser descrito por el si
guiente sistema 

a2u 
- 6u + a2u + g 2 v 2u = O 

at2 

(*) 
a2v 

- 6v + ~2v + h 2u2 v = O 
at2 

donde a, ~, g y h son constantes reales, no 
nulas. 

El sistema (*) ha sido estudiado por mu
chos autores, entre ellos tenemos a Medeiros, 
L.A y Perla Menzala, G (7J, con relación a la 

• Profesor de la UNMSM. 

El autor preparó este trabajo durante el periodo de 

1990, en el IMUfRJ, contando con la financiación del 

Consejo de Investigación del Brasil (CNPq). 
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existencia de soluciones globales débiles del 
problema mi.xto en Q = (2 x [o,TJ, donde (2 es un 

dominio acotado de !Rn (n=I,2,3). Posteriormen
te, Medeiros, L.A. y Milla Miranda,M. [8J, ge
neralizaron dichos resultados considerando co
mo términos no lineales 

IvIP+2IulPu, lul P+2lvlPv y (2 un dominio arbi

trario de !Rn • 

Milla Miranda, M. y Medeiros, L.A. (9] estudiaron 
la existencia y unicidad de soluciones globales débiles 
del problema mixto para el sistema: 

a2u 
- ilu + u - Ivl P+2 1 u I P u = f 1 

at2 
(._) a2v 

-
I u I P+2 1 v I P v at2 - ilv + v - = f 2 

en Q = Q x [o,Tl, donde (2 es un abierto limitado cual

quiera de !Rn y donde el número real P tiene la restric
ción: 

4-n 
P > -1 si n = 1,2 ; Y -1 < P s si n ~ 3 

n-2 

En éstas condiciones, ellos obtienen (Cf. [9], Pág.149) 

H
1(n) , . en L2(P+2l(n) ~, continuamente Inmerso u (2) 
o 

En este trabajo se estudia la Explosión ("blow-up") 
en tiempo finito de las soluciones del problema mixto 
para el sistema (--), en el caso P = O, f l = f 2 = O 

para (2 un abierto limitado de !Rn con frontera regular r 
Es decir, se estudia "explosión" para el sistema: 
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u" 6u + u - V2U = o 
(n.) 

v" 6v + v - U2V = o (u" = 82u/8t2) 

en n x [o, Tl, para n = 1,2. 

§.1 NOTACIONES Y RESULTADOS PRINCIPALES 

1.1 Sea n un abierto acotado de IRn. Denotamos por 

Hm(Q),m un entero no negativo, al espacio de 

Sobolev de orden m. Por H'¿'(Q) representamos la clausura 

en Hm(Q) del espacio V(O), donde V(Q) representa el es
pacio de funciones infinitamente diferenciables con so
porte compacto contenido en n. El producto interno y la 

norma en L2(Q) y H1,(Q) serán denotados por (.,.), 1.1 y 

«.,.)), 11.11 respectivamente. 

Denotados por X al espacio [H1,(Q) x L2(Q)12.Las 

condiciones iniciales y de frontera para el sistema 
(.U) son las siguientes: 

u(x,O) = uo(x) ; v(x,O) = vo(x) 

u'(x,O) = u 1(x) ; v'(x,O) = v¡(x) 

ulr = O , v l r = O ; t > O 

X E n 

De las restricciones para p en (1) se observa que p = O 
tiene sentido sólo si n 1,2,3,4 y para nuestro caso 
(2) se transforma en 

con inmersión contínua. (3) 

1.2 Considerando = ~-J ~l 
1 la identidad; y 
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vemos que el sistema (***) puede ser escrtio en la for
ma 

I
W'(t) = AW(t) + F(W(t» 

(L) 
W(O) = ¡p 

In __ [uo vol donde .,. 
U I vI 

1.3 Sea G = (gl'g2,g3,g4] E (V(O) x V(O)]2. 

Definimos la norma: 

1 AGU 12= 1 {IVgI I
2
+ rgI l2+ Ig2 ' 2+ IVg312

+lg312
+ Ig4 t2}dx (4) 

Q 

Se observa que el "completado" de W(O) x V(O)]2 con 
relación a la norma definida en (4) es el espacio de 
Hilbert X. Observamos también que el operador 

A = [~-l b] 
puede ser expresado por 

A = 8 + M 

donde M = [O -1 ~] Y 8 = [ ~ ¿l 
así el operador M queda definido por 

M(up u2, vI' v2J = (O,-upO,-v1J 

claramente M E .f(X,X) 

1.3.1 Definición. Sea 

0(8) = (H:'(O) f'I H2(0) x H:'CO)J2 

y para U = [U1,U2,v¡,v2J E 0(8) definimos 
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(8) 

En las condiciones de la definición 0.3.1) se tiene el 
siguiente 

1.3.2 Teorema. 

El operador 8 definido por (7) y (8) es un generador 
infinitecimal de un grupo de clase Co T(t), de operado-

res lineales limitados sobre X, el cual satisface 

(9) 

Del Teorema 0.3.2) y (6) tenemos que el operador 
A es generador infiniterimal de un grupo, digamos Y(t), 
de clase Ca' de operadores lineales limitados sobre X. 

1.3.3 Definición. 

Una solución débil W de (***) es una solución de la 
ecuación integral 

t 

W(t) = r1(t)1{! + J g(t-a)F(W(a))da (0) 

° 

donde [u v 1 ut v
t

· 

1.3.4 Observación. 

Las respectivas funciones u y v satisfacen (***) en el 
sentido de las distribuciones. 

1.3.5 Definición. 

I 
Se a U = [u, m, v, r] E X, 

F(U) = [O, V 2U,0,U 2v] 

definimos 

En Milla Miranda, M. y Medeiros, L.A. [9], se prueba 
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que Vu,v E H~(Q) 

para n 1,2. Por tanto v2u,u2v E L2(Q) Y luego 

F: X ~ X 

queda bien definida. Además de eso, F es localmente 
Lipschitziana, es decir: 

Para cada subconjunto limitado Q de X existe una 
constante KQ tal que 

IIF(U) - F(V)II :s KQIIU - VII; VU, V E Q. 

En las hipótesis anteriores se tiene la siguiente pro
posición 

1.3.6 Proposición 

Existe una única solución débi l de (***) maximal 
defin i da 

> O. 

Si t max < ro entonces 1 im UW(t)lI x = ro . 
t~tmax 

En ésta etapa, y teniendo el resultado de la pro
posición (1.3.6) surge una pregunta natural: ¿Bajo qué 
condiciones t max es finito? 

Nuestra preocupación en el siguiente par'ágrafo, 
está centrada justamente en responder ésta pregunta. 

1.3.7 La energía asociada al sistema (***) es dada por 

1 2 2 2 2 2 
E(u,ut,v,v t ) = - [lu'l +lv'l +lIull +lIvll -lIuvll 1 (11) 

2 L2(Q) 
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Se prueba que se satisface la ecuación de la ener. 
gía: 

donde u y v son soluciones del sistema (".). 

Denotamos por Eo = E(uo'upvo'v¡). Luego el funcional 

de energía queda definido por 

1.3.8 

E(m,r,s, t) 

Teorema. 

2 

E:X~IR 

2 2 2 2 2 
[Irl +Itl +lImll +lIsll -lImtll J 

L2(Q) 

Si Eo < O, o si Eo = O Y vale 

(uo'u¡) + (vo,v¡) > O 

(13) 

(14) 

Entonces t max < 00 y lim ItW(t)lI x = 00 

t~tmax 

§.2 DEMOSTRACION DE LOS RESULTADOS 

2.1 Demostración del Teorema 1.3.2 

Mutatis Mutandis, la demostración se puede ver en 
Pazy, A.[IOJ. 

2.2 Demostración de la Proposición 1.3.6 

Ver J. M. Ball [2J teorema 5.9. Para la parte de la 
existencia ver Segal, 1 [ll], considerando las mo
dificaciones naturales del caso. 

2.3 Demostración del Teorema 1.3.8 

Por (12) y la proposición 0.3.6) es suficiente 
mostrar que t max < oo. 

Suponga que t max = oo. Definimos 

F(t) = 2 
lu(t)1 + 1 v(t) 1

2 
(15) 

Luego 
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Usando (12) y (1) obtenemos 

F"(t) ~ - 4Ea. 

(16) 

(17) 

Si Ea < O, de (17) tenemos que F'(t) > O c.s. Luego 

podemos suponer que en éste caso tambien vale (14) 
Como F"(t) ~ O se sigue que F'(t) y F(t) son fun
ciones no decrecientes y no negativas de t. Usando 
éstos argumentos y (17) obtenemos una contradición 

Observación. 

El caso en que el abierto Q es substituído por IRn, se 
resuelve de manera análoga, haciendo las modificaciones 
respectivas. 
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