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EXPLOSION EN TIEMPO FINITO PARA UN SISTEMA

DE ECUACIONES NO LINEALES

Luis Enrique Carrillo Diaz"

Introduccion

La interaccién de mesones cargados en un campo
electromagnético puede ser descrito por el si-
guliente sistema

d2u
— - Du + a%u + gviu = 0
at2

(%)
a%v
— - Av + B%v + hZ2u2vy = 0
at?

donde a, B, g y h son constantes reales, no
nulas.

El sistema (*) ha sido estudiado por mu-
chos autores, entre ellos tenemos a Medeiros,
L.A y Perla Menzala, G [7], con relacién a la

* Profesor de la UNMSM.
El autor preparé este trabajo durante el periodo de
1990, en el IMUFRJ, contando con la financiacién del
Consejo de Investigacion del Brasil (CNPq).
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existencia de soluciones globales débiles del
problema mixto en @ = Q x [0,T], donde Q es un
dominio acotado de R" (n=1,2,3). Posteriormen-
te, Medeiros, L.A. y Milla Miranda,M. [8], ge-
neralizaron dichos resultados considerando co-
mo términos no lineales

IviP*2|u|Pu, lulP+*2|v|Pv y Q un dominio arbi-
trario de RM.

Milla Miranda, M. y Medeiros, L.A. [9] estudiaron
la existencia y unicidad de soluciones globales débiles
del problema mixto para el sistema:

8%2u "
— - Au+u - Ivlp Iu]pu=fl
at2
(**) an
; - Av + v - lulp*zlvlpv =f,

en Q = Q x [0,T], donde Q es un abierto limitado cual-
quiera de R" y donde el nimero real p tiene la restric-
cion:

4-n

p>-lsin=12;y -1<p= sin=z3 (1)

N

n—-
En éstas condiciones, ellos obtienen (Cf. [9], Pag.149)

2(p+2)
(p (

H:(Q) continuamente inmerso en L Q) 2)

En este trabajo se estudia la Explosion ("blow-up*®)
en tiempo finito de las soluciones del problema mixto
para el sistema (**), en el caso p =0, f, = f, = O

para Q un abierto limitado de R™ con frontera regular I'
Es decir, se estudia "explosion® para el sistema:
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- u" - du+u - vi=0 " 2y/8t2)
( )V“"AV+V—UZV=O (U—aut
en Q x [o,T], para n = 1,2.

§.1 NOTACIONES Y RESULTADOS PRINCIPALES

1.1 Sea Q un abierto acotado de R". Denotamos por
H™(Q),m un entero no negativo, al espacio de

Sobolev de orden m. Por HM(Q) representamos la clausura

en H™(Q) del espacio D(), donde D(R) representa el es-

pacio de funciones infinitamente diferenciables con so-
porte eompacto contenido en Q. El producto interno y la

norma en L%(Q) y H.(Q) seran denotados por (..), |.l ¥
{(.,.)), .1l respectivamente.
Denotados por X al espacio [HL(2) x L2(Q)}%Las

condiciones iniciales y de frontera para el sistema
(***) son las siguientes:

u(x,0) = u,(x) ; v(x,0) = v (x)
; X € Q

u (x,0) =u,(x); v'(x,0) =v,(x)
U|r=0,V|r=0;t>0
De las restricciones para p en (1) se observa que p = O

tiene sentido sélo si n = 1,2,3,4 y para nuestro caso
(2) se transforma en

HU(Q) < LAQ) con inmersion continua. (3)
. u v 0 1
1.2 Considerando W = l:ut Vt] ; A= [A—I O]

I la identidad; y F |22} =19 ©
cd b2a a2b
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vemos que el sistema (***) puede ser escrtio en la for-
ma '

() W’ (t) = AW(t) + F(W(t))
W) =¢
u, Vv
donde ¢ = u° v°
1

Supondremos que ¢ € X, es decir ¢ = [u,,u,,v,,v,] € X.

1.3 Sea G = [g,,8,.85.8,) € [D(Q) x D).
Definimos la norma:

InGu %= I(IVg,I2+Ig,l2+Ig2l2+l\7g3|2+lg3|2+lg4I2)dx (4)
Q
Se observa que el "completado* de [D(Q) x D(Q))? con

relacion a la norma definida en (4) es el espacio de
Hilbert X. Observamos también que el operador

=B

puede ser expresado por

A=B+M (S)

_ 10 o 10 1]
donde M = [—I 0] y B= [A 0],
asi el operador M queda definido por
Mlu,,u,,v,,v,1 = [0,-u,,0,-v,]
claramente M e 2(X,X) (6)

1.3.1 Definicién. Sea
D(B) = [H(Q) n HAQ) x H},(Q)]2 (7)

y para U = [u;,u,,v,,v,] € D(B) definimos
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BU = [u,,8u,,v,,Av,] (8)
En las condiciones de la definicién (1.3.1) se tiene el
siguiente
1.3.2 Teorema.

El operador B definido por (7) y (8) es un generador
infinitecimal de un grupo de clase C_T(t), de operado-

res lineales limitados sobre X, el cual satisface

2|t}
e

BTN = (9)

Del Teorema (1.3.2) y (6) tenemos que el operador
A es generador infiniterimal de un grupo, digamos %(t),
de clase C_, de operadores lineales limitados sobre X.

1.3.3 Definicion.

Una solucién débil W de (***) es una solucién de la
ecuacion integral

t
W(t) = S(t)g + .[Q(t—a)F(W(oc))doc (10)

u v
donde .

v Vi
[1.3.4 Observacion.

Las respectivas funciones u y v satisfacen (***) en el
sentido de las distribuciones.

1.3.5 Definicion.

Sea U
F(U)

[u,m,v,r] € X, definimos

[0,v2u,0,u?v]

En Milla Miranda, M. y Medeiros, L.A. [9], se prueba
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que  liv2ull < chvii® . ull ; Vu,v e Hl(Q)
L2Q H 6D HID

para n = 1,2. Por tanto vZu,u?v € LQ) y luego
F: X —X

queda bien definida. Ademas de eso, F es localmente
Lipschitziana, es decir:

Para cada subconjunto limitado Q de X existe una
constante K, tal que

IE(U) - F(VII = K iU - ViE 5 VU,V € Q.

En las hipotesis anteriores se tiene la siguiente pro-
posicién

1.3.6 Proposicion

Existe una uUnica solucion débil de (***) maximal
definida

wW=1|u v| ec’lo,t
Uy Yy

max[; X), thmax 2 0.

< o entonces lim HW(t)lly = w .
t->t

maX

En ésta etapa, y teniendo el resultado de la pro-
posicién (1.3.6) surge una pregunta natural: ;Bajo qué

condiciones t_ ..  es finito?

Nuestra preocupacion en el siguiente paragrafo,
esta centrada justamente en responder ésta pregunta.

1.3.7 La energia asociada al sistema (***) es dada por
1

E(u,u,,v,v,) = = [1u P2+ v 1 2enun®envn®-nuvi® ) (11)
2 L2
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Se prueba que se satisface la ecuacién de la ener
gia:

E(u,u,,v,v,) = E (ug,u,v,,v,); t € [0t [ (12)

max*?

donde u y v son soluciones del sistema (***).

Denotamos por E, = E(uo,ul,vo,vl). Luego el funcional

(o]
de energia queda definido por

E: X —>R
1

E(m,r,s,t) = — (et 2 imn2+isn®>=imti® 1 (13)
2 L2(Q)

1.3.8 Teorema. Si E <0, o0osi E, =0 y vale
(uy,uy) + (v,,vy) >0 (14)

Entonces tg g, <o y lim HIWit)ly = w

1 ax

§.2 DEMOSTRACION DE LOS RESULTADOS

2.1 Demostracion del Teorema 1.3.2

Mutatis Mutandis, la demostracién se puede ver en
Pazy, A.[10].

2.2 Demostracion de la Proposicién 1.3.6

Ver J.M. Ball {2] teorema 5.9. Para la parte de la
existencia ver Segal, [ [11], considerandoc las mo-
dificaciones naturales del caso.

2.3 Demostracion del Teorema 1.3.8

Por (12) y la proposicién (1.3.6) es suficiente

mostrar que t 5. < o
Suponga que t_ .. = . Definimos
F(t) = Ju®1® + v(v)]? (15)

Luego
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F’(t) = 2(u;,uy) + 2(vyvy) (16)

Usando (12) y (11) obtenemos
F'(t) =z - 4E,. (17)

Si E,< 0, de (17) tenemos que F'(t) > O c.s. Luego

podemos suponer que en éste caso tambien vale (14)
Como F"(t) =z O se sigue que F’(t) y F(t) son fun-
ciones no decrecientes y no negativas de t. Usando
éstos argumentos y (17) obtenemos una contradicion

Observacioén.

El caso en que el abierto Q es substituido por R®, se
resuelve de manera analoga, haciendo las modificaciones
respectivas.
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