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LA NOCION DE FORMAS DIFERENCIALES SOBRE R" {*!

José Tola Pasquel ')

Introduecion.

Elie Cartan, en la primera edicién de su obra sobre la geome-
tria de los espacios de Riemann (1926), que siguié a sus lec—
ciones sobre los invariantes integrales (1922), introdujo la no-
cion de derivada exterior de una forme diferencial, ala que, en
la segunda edicion (1946) llamo, siguiendo a E.Kihler, diferen-
cial exterior, adoptando entonces la notacion diferencial, que
considerd mas satisfactoria. Han pasado ya cerca de 60 afios y
las formas diferenciales han ganado general aceptacion en diver-
sos campos de la matematica pura y aplicada, particularmente
en la geometria diferencial y en la mecénica.

Nos proponemos exponer aqui algunas consideraciones que
pueden servir de motivacion a la nocién de forma diferencial.
Aunque soélo trataremos de las formas definidas en R", la pre-
sente exposicién puede servir de introduccién a la definicién
de formas diferenciales sobre variedades diferenciables.

{*} Conferencla ofrecida por el autor en el Tercer Seminario de Mateméticas orga-
nizado por el Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologfe, el 10 de diciembre
de 1984.

(**) Profesor Principal de la Seccibn Matemética - PUCP,



Los tres apéndices que aparecen al final contienen algu—
nas demostraciones destinadas a los lectores interesados en ma-
yores aclaraciones de algunos puntos del texto.

Convendremos, sin necesidad de nuevas indicaciones, en
que todas las funciones que consideraremos serin por lo me—
nos de clase C!, es decir que poseen derivadas parciales de
primer orden continuas en los dominios en que se les conside-
re definidas.

En la presente exposicion la nocion de forma diferencial
se derivard, por una parte, de las formulas clasicas de Stokes
y las analogas, que relacionan a la integracion con la diferen—
ciacion; y por otra, de la nocion algebraica de funciones multi
lineales alternadas o formas multilineales.

Primera Parte

Las formulas clisicas que relacionan a la integracion con la di-

ferenciacion

En esta primera parte vamos a considerar funciones definidas
en subconjuntos de IR> o de JR?. Las coordenadas naturales
genéricas de sus puntos, es decir las componentes de los res—
pectivos vectores respecto de las respectivas bases canénicas !’
seran designadas por x!, x? o por x!, x?, x7.

Comenzaremos por recordar a continuacion cuatro fo6rmu
las del Calculo Clasico, cuya importancia teorica es bien cono-
cida. La relacion que existe entre ellas nos servird de punto de
partida.

1) Debe recordarse que la base canbmca {e,} {el,..,e } de R" estd forma-

da por los vectores e —'(51 i’"" 8" ) donde 8] es el simbolo de Krone-
cker.



Sefialaremos previamente que las integrales sobre curvas ,
superficies y voliimenes que vamos a considerar tienen el senti-
do que puede hallarse en cualquier texto de analisis, y que los
dominios de integracion poseen las propiedades que aseguran la
existencia de las integrales y el cumplimiento de las formulas
que enumeramos a continuacion.

En las dos primeras formulas siguientes P P, y P, son
funciones definidas en un abierto de R’ que contlene a la su-
perficie S, en el caso de la primera de ellas, y a la region Ven
el caso de la segunda. En la tercera formula P y P son defi-
nidas en un abierto del plano R? que contlene a la region S.
Finalmente, en la cuarta f es una funcion definida en un abier-
to de IR’ que contiene a la curva C.

1. Férmula de Stokes.

oP oP
I [(;;_— )dxzdx’ + (—'—— — jdx®

S ox’ ax!
aP P

AN S I 2

+ i -axz)dx’dx

= f(P,dx' + P,dx? + P,dx°), (1)
as

en donde S es una superficie contenida en R’ y 3S es la
curva que constituye su borde, !’

2. Formula de Gauss en IR?

oP oP aP
Uf o + o5+ sdeldeian’ =
v ' ’

= Jf (P dx’dx’ + P,dx’dx' + P dx'dx?), (2)
av

en donde V es una regién de R’ que es limitada por unasu-
perficie 3V que consideramos como su “borde”

1) Debe recordarse qQue en esta férmuls, asi como en las siguientes cada uno de los
dominios de integracién se supone orientado de manera bien definida.
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3. Formula de Gauss en IR?

oP
I (ﬂ- + —2)dx!dx? = f (P, dx? - P dx'), (3)
2 1 1 2

donde S es una region del plano IR? cuyo borde es la cur-
va 38,

4. Formula de integracion de la diferencial total.

! § Araxt + x4 2y = gpv) - o) (4)

en donde C es una curva de R, que tiene un determinado
sentido de recorrido, y cuyos puntos inicial y final son ¢
y b respectivamente,

La férmula (4) podemos escribirla de manera tal que apa-
rezca mas evidente su relacion con las otras tres formulas. Con
ese fin consideremos que el “borde” de la curva C es el con-
junto 3C = {=,b} constituidos por sus puntos inicial y final, y
que la integral de f sobre 3aC, [ f , es igual a la diferencia

oC
f(b) - f(a). Con tales convenios, la formula (4) puede escribir-
se en la forma

f {%f—c,—dxi —L—dxz + de’) =afcf , (5)

en que aparece con mds claridad su relacién con las formulas
precedentes.

Observemos cudles son las circunstancias formales que es-
tablecen una relacion que nos interesa destacar entre las for-
mulas (1), (2), (3) y (5). En primer lugar todos los integran -
dos que intervienen en ellas son polinomios en dx!, dx? y
dx® que son las diferenciales de las funciones coordenadas o,
simplemente, diferenciales de las coordenadas. Los coeficientes
de esos polinomios son funciones definidas en abiertos que con-



tienen a los dominios de integracion, es decir funciones de
las variables x!, x2, x’. Cada uno de los integrandos tiene

un grado respecto de las diferenciales, que es igual 2 la di-
mensién del dominio de integracién o variedad - de. integra—
cidén, si convenimos en denominar a las curvas, superficies, y
volumenes, respectivamente, variedades de 1, 2 6 3 dimen—
siones del espacio R? o del espacio IR’. En particular, el in-
tegrando del segundo miembro de la formula (5) lo conside-
ramos como un polinomio de grado cero en las diferenciales,
y a 9C como una variedad de dimension cero. Por ultimo |,
en cada una de las féormulas, la integral del primer miembro

tiene lugar sobre una variedad de dimensién r, y la del se-
gundo sobre su borde, que es una variedad de dimension r-1;
ademas el integrando. del primer miembro es un polinomio de
grado r en las diferenciales de las coordenadas y el del segun
do es de grado r-1.

Hasta ahora no hemos atribuido una significacion con-
creta a los polinomios en las diferenciales de las coordena—
das, los cuales aparecen en las mencionadas formulas de ma-
nera puramente formal, no obstante que las integrales tie—
nen un sentido preciso. Sin embargo, es necesario tener pre-
sente que los polinomios de primer grado tales como los in-
tegrandos de los segundos miembros de las formulas (1) vy
(3) y el primer miembro de la férmula (5) tienen una signi-
ficacién que es clasica, que debemos mantener y que vamos
a recordar a continuacion.

En efecto, si f es una funcion (real) definida en un
conjunto abierto de puntos de IR”, y si designamos por x’
x2,..., " a las coordenadas genéricas de un punto cualquiera
p de ese conjunto, se llama diferencial de f, y se designa por
df, a una aplicacion R” -~ £(IR"”) que hace corresponder a
cada punto p € IR” la funcidn lineal df(p): R" - R que

aplica a cada vector x = (£!,...,£") ¢ R" en el niimero



]
f,,) £, (6)
ax" p

df(p)(x) = (—f-) o+ o+ (

donde (-ZTZT)p designa a la derivada parcial de f respecto de
xi, en el punto p. Si, en particular, siguiendo la practica tra-
dicional, designamos por _x’,...,x" a las funciones coordena—
das en IR", es decir a las funciones que hacen corresponder
a cada punto p ¢ R" sus coordenadas x!(p),....x"(p) respec—
tivamente, entonces, por cuanto tales funciones son evidente-
mente diferenciables y sus derivadas parciales satisfacen a las
relaciones

dx/ i

Gy =50
la formula (6) puede escribirse

dxi(p)(x) = & . (7)

Es decir que dxi(p) es, para todo punto p, un mismo ele—
mento de - £(IR") que aplica al vector x ¢ JR” en su i-ési—
ma componente relativa a la base canénica {e }. Por esa ra-
z6n podemos escribir en adelante dx’ en vez de dxpp), v
por tanto se tiene que

dxl(x) = & . (8)

Por consiguiente, la formula (6) puede ser escrita en la for-
ma

of 1 of
df(o)(x) = (—) dx'(x) + .. + (—,) dx"(x),  (9)
ox' p ox" p
de donde se deduce la relacién
0 0
dfp) = () dxt & .+ (L) ax (10)
ox' p ex" p

entre elementos del espacio vectorial £(IR"). Si convenimos
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en que, dadas dos funciones P y @ definidas en un abierto
de R", su producto PQ es dado por la féfmula

(PQ)p) = P(p).Q(p) ,

la relacion (9) se podra escribir en la forma clasica

0 ]
- # dx! s o+ Sg;dx" (11)

df

que es una relacion entre elementos del espacio vectorial de
las aplicaciones definidas en un abierto U de IR" y con valo-
res en L(IR"), cuya significacion es dada por (10).

En forma maés general, si
w=Pdx! + ..+ P dx" (12)

donde las funciones P; son definidas en el abierto U de IRR",

convendremos en que w: U - L(IR" ) es tal que se cum-
plen las relaciones

w(p) = P,(pdx" + .. + P”(p)dx" .
y por tanto

w(pix) = P, (p)g" + .. + P (p)" ,

de las cuales (10) y (9) son, respectivamente, casos particula-
res.

Las aplicaciones definidas por la relacion (12), en que
las P; son funciones diferenciables, se llaman formas diferen-
ciables de primer grado.

Por ahora lo que nos interesa es sefialar que la relacién
(11) nos permite dar a la formula (5) de la integracion dela
diferencial total la forma particularmente compacta.

Jaf= [ f. (13)
c ac
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De aqui nace la sugerencia de atribuir una significacion tal
a los polinomios que son los integrandos de las formulas (1),
(2) v (3), v de definir el operador d (operador diferencial)

de manera que, aplicado sobre dichos polinomios, permita ex-
presar a cada una de dichas férmulas en la forma general

J dw = [ w, (14)
M oM

donde w sea un polinomio en las diferenciales de las coor—
denadas, M sea una variable y oM su borde. En cuanto
a dw podemos pensarlo desde ahora como un polinomio cu-

yo grado es mayor que el de w en una unidad y cuya for—
ma determinaremos después.

Un procedimiento heuristico, basado en el proposito de
reducir las formulas (1), (2) v (3) a la forma (14), permite
adoptar convenios sencillos acerca del cilculo con polinomios
en las diferenciales de las coordenadas, con el objeto de al-
canzar ese propodsito (Ver el apéndece 1). De esa manera so-
mos conducidos a admitir las operaciones de suma y produc-
to de tales polinomios provistas de las reglas ordinarias del
calculo de polinomios algebraicos, a excepciéon de la propie-
dad conmutativa de la multiplicacién, por cuanto, como se
muestra en el apéndice 1, debemos adoptar el siguiente con-
venio adicional

dx! dol = - dxd dxl | (15)

consecuencia de la cual puede considerarse la siguiente rela—
cion que también adoptaremos

dxi dx' = 0 . (16)

Asi mismo, como se muestra en el apéndice 1, convendre—
mos en que el operador d opera aditivamente sobre los po—
linomios y que se cumple la regla siguiente:
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dPdx! dx? .. dx") = dPdx 1 dx? .. dx™ (17)

De esa manera, y puesto gue

P = £ — dif , (18)

es facil reconocer que las operaciones mencionadas, realizadas
con polinomios de la forma
dx . dx" , (1<ij<n)

w= Z “(i,,....ir)

donder<n y a son funciones diferenciables de

(i g yeensi )
x!... x", dan por resulta('lo un nuevo polinomio de esa for-
ma. En particular si se aplica el operador diferencial a un
polinomio de grado r < n, resulta un polinomio de grado

r + I; y si se aplica a un polinomio de grado n se obtie—
ne el polinomio nulo, por cuanto (18) da lugar a que, en ca-
da término, haya dos factores diferenciales idénticos, lo que
da lugar, en virtud de (16), a que cada término sea igual a
cero.

La aplicacion de las reglas precedentes permite obtener
las relaciones siguientes (ver apéndice 1)

oP, oP, 3
d(P,dx' + P,dx? + P,dx’)= (= = da’ dx’ +
oP, oP, 3P, dP,
+ (F - SF)dfdx’ + Sx—l- g)dxldxz , $(19)
ap, 8P, 9P,
d(P dx*dx’ + P,dx’dx! + P,dx'dx?) = (5;—1 i ax3‘)
2P, P, dx' dx?dx’ |
d(P dx? -Pzdx‘)=(afx—l +a-x—2)dx’ dx?

13



con lo cual se ve inmediatamente que las formulas (1), (2),
(3) se reducen a la forma (14). Sin embargo, salvo el caso
de los polinomios de primer grado en las diferenciales, a los
demas no les hemos dado atn una significacién concreta.

Nos hemos limitado a sefialar que algunas reglas simples de
calculo - en particular la relacién (15) - y la’ introduccion
del operador diferencial d mediante la formula (17) —-permi-
ten alcanzar el objetivo de que las formulas (1), (2), (3) ¥y
(5} se reduzcan a la forma comin (14). Sin embargo, no he-

mos atribuido aln significado concreto a los polinomios en
las diferenciales.

Segunda Parte

Formas lineales y formas multilineales alternadas.

En adelante, designaremos por E al espacio euclideano IR"
Se dice que una funcion f: £ x ... x E - IR es una
* e

'F factores
funcion r-lineal elternada o también, una r-forma si a cada
r vectores cualesquiera x oo, de E lg hace corresponder un
un namero real f(xl ,...,xr), de manera que se cumplen las
siguientes condiciones:
1ra, f es lineal respecto de cada una de las r variables x
- FYT
2da. Si ¢ es una permutacion cualquiera de los nimeros I,
2,.../ vy &(o) designa el signo de dicha permutacion,

se cumple la relacién

1°?

f(xge1ym®geny) = 8(0) fx)hx,) .

Por tanto el valor de f permanece invariable si ¢ es
una permutacion par, y cambia de signo si es impar.
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El ejemplo mas simple de una forma r-lineal alternada
es la funcion determinante que se define como sigue: Dada
una base {vl-} de E, y los vectores

se llama matriz de los vectores x
{vi} a la matriz

;e X, respecto de la base

En el caso particular en que r = n , £ es una matriz n x n
y puede definirse la funcién determinante f: E - IR tal que

f(xl yones xn) = det & .

Quela funcion f asi definida es efectivamente una forma r-

lineal alternada resulta de las propiedades de los determinan~
tes.

Las formas r-lineales alternadas constituyen un espacio
vectorial que vamos a designar por Ar(E), con las operacio-
nes vectoriales siguientes

(f, + [Nx o) = f (% x ) + [ (% ,..% )
y .
(af)(x, yenes xr) = af(xI youes xr) , aelR .

Puede demostrarse que Ar(E) tiene la dimensién

n!

n
( )=

r rl (n-r)!

Con ese fin vamos a construir una base de Ar(E). Designare-
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mos con J = {jx < .<j r} a un subconjunto ordenado
cualquiera, de r elementos, del conjunto s n = {1,..,n}, tales
que j p < ..< jr . Es claro que el nimero de los subcon —
juntos J distintos entre si es ( ;_1 ). A cada uno de ellos va-
mos a hacerle corresponder una forma r-lineal alternada @ 7/,
cuyos valores son dados por '

&’ (x, o x) = det £ (20)

4

donde EJ designa a la submatriz r X r de la matriz ¢ de los
vectores x; respecto de la base canénica '{ei} de E, cuya
forma es

i Iy
£ E,
J . . i
E = : : . .(x.=E§.e!.).
J' "r ] ]
E1 Es’
Si f es una forma r-lineal alternada cualquiera, un

calculo sencillo permite demostrar (Apéndice 2) que
J
f(x)0s,) = EJf(e,,...,ej') det &

donde la suma se extiende a todos los subconjuntos ordena-
dos J de In, formados por r ntmeros, Podemos escribir por

consiguiente

7
f= .E)f(efz""'ef) @

r

n
es decir que los ( ) elementos <I>;, de A(E) generan aes-
~ r

te espacio, Puede probarse también sin dificuitad (Apéndice

2) que esos elementos son linealmente independientes y por

tanto constituyen una base de Ar(E), espacio vectorial que

es por tanto de dimensién ( " ). Diremos en adelante =~ que
r
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{<I>rj} es la base candnica de A (E).

Convendremos en que Ay(E) es el espacio IR de los na-
meros reales y, A I(E) es el espacio £L(E) (dual de E) forma
do por las funciones o formas lineales definidas en E. La

n
dimensiéon de A I(E) es ( 1 ) = n = dim E. Los conjuntos
J se reducen en este Gltimo caso a {I1},..., {n}, y la base
canénica correspondiente vamos a designarla por {z,..,7"}.
Cada forma 7’ es definida entonces por

wx) =§ , (x= ZEe), (21)
de modo que aplica a cada vector x ¢ E sobre su compo—
nente 5" relativa a la base candnica {ei} . En particular,

i i
T (ej) = 5] N
por definicién de la base canodnica de E.

Vamos a definir ahora la operacion de producto exte -
rior de dos formas multilineales cualesquiera f € Ar(E) y

g e As(E), de manera que su resultado sea una forma (r + s)-
multilineal alternada que vamos a designar por

fag,
¥ que definiremos a continuacioén,

Sir =5 = 0 el producto exterior se reduce al producto
ordinario de dos nimeros reales, y escribimos entonces fg
envezde f A g

Sir=0 y s+ 0, en cuyo caso f es un niimero
real, el producto exterior f A g se escribe en la forma fg y
se define a fg = gf como la forma s-lineal alternada tal que

(FENE, ey %) = (@), o X)) = [E(E, o %) .

17



Con el fin de definir f A g cuando r y s son diferentes de
cero comenzaremos por definir el producto exterior

K
d’J A D
r S
de dos elementos cualesquiera de las bases canOnicas de AL(E)
y As(E) , respectivamente, correspondientes a

J={ <.<j}cl, y K={k <. <k}Cl
Ese producto serd una forma (r + s) lineal dada por
J K JK
(<I>r A . )(xI soens xr_'_s) = det & (22)

en donde JKdesigna al conjunto {jx'“"jr’ kz""’ks} y £7K de-
signa a la matriz

iy iy ]
z1 o E1-+s
B]'r .]_'

JK E1 e Er+s L |
g = k (x' = E E. e.)
1 ky Vooymy 1

SI ’£r+s
ks ks

L_zl o £r+s_

Si JK no contiene elementos repetidos, designemos por
¢ a la permutacién de sus elementos que transforma a JK
en otro conjunto (JK)’ , en que dichos elementos quedan or-
denados en orden creciente.

Por tanto, para J N K = ¢ la férmula (22) puede -es-
cribirse en la forma

J K - (JK’
(<I>r A (I)s )(xl,...,xrh) = &(o)det & =

18



(JK'
= &(0) BL, (X, e X,,) (23)

Si JK contiene elementos repetidos, en cuyo caso la
matriz EJ K tiene dos lineas iguales, entonces es det .51 K-0.

Por consiguiente se tiene,

(JK)'
&(o) @, i JOK =g

® AP = (24)
0 si JNK+# ¢

donde ¢ es la permutacion que fransforma al conjunto orde-
nado JK en el conjunto (JK)’ en que los elementos estan or-
denados en orden creciente.

Prestemos atencion, en particular, al producto exterior de
elementos de la base candnica {r'}de A (E). Sij, <j, Ia
formula (22) nos da

3 . {»- <' .
(1 A n2)(x,, x,) = det £ ! 2}
i i
g &
(i, <}
= =®, (xl,xz),
j i
T
y por tanto
ﬂjz A njz - q’z{jl <i,}
Es evidente ademds, que
A1 A2 = o 42 A4, (25)

De las relaciones (24) se deduce, para i, < jz <7, que

(@1 A 72) A 13 =¢2{j1 <it, A3 o bt <i2 <is)
3 »
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. . . . o < - - < . <-
AN (@2 A A7) <A1 A q)z{lz 13}=¢3{]1 i <izl o

Por consiguiente, tiene lugar la propiedad asociativa, y puede
escribirse
(n']’ A njz) Add =41 A (1r’2 A 17]3)
=1 A 72 A3 .
para j, <j, < j3. En general, se prueba por induccion, pa-
rad = {i; <. <ij}, que
. , , , , N
Al A Ad" =@ A AT AT =8

r
formula que demuestra que la base candnica de A (E) estd
formada por los productos exteriores 1 A .. A a7 tales
que J = {j, <. < j,} €I, .,y por consiguiente cada
forma r-lineal alternada se escribe de manera tnica en la for-
ma

A J
Podemos definir ahora el producto exterior de la r-forma

?a 71 A . AT . (aj € R).

f=ze T ¢ AfE), a, = fle, ;) s

r
por la s-formd

K .
g = ?{ ﬁK q)&‘ € AS(E) ’ ﬁK = g(ejl’."’ej )»

r

mediante la formula

E) (27)

J . K
nge?lz(aJﬁK(d)rAcbs)eA'ﬂ(

La férmula (26) y las propiedades ya demostradas del produc-
to de las formas n' permiten escribir
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! !
Aal A ... At

J K L
=& A(®, AY)
Se deduce de aqui la propiedad asociativa del producto exte-
rior de formas multilineales, o sea

(FAE) Ah=fA(EAR) =fAgAh.
La relacion (25) permite establecer que
J K .. s K J
@ Acbs = (-1) 2 AS
de donde resulta la propiedad anticonmuiativa

fAg=(1) ghft

Por ultimo, la definicion (27) implica inmediatamente a
la propiedad distributiva.

(f+8Ah=fAh+gAh, fgeA(E) heAfE)

Aplicacion. El producto exterior de S formas lineales sobre
IR” | es dado por la férmula

fi(x,) . f(x)
(f, Ao A f)x,x) = : .
f(x,) .. T(x)

cuya demostracién aparece. en el apéndice 3.
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Tercera Parte
Formas diferenciales

Ahora podemos relacionar las observaciones de la prime-
ra parte con los resultados de la segunda. Si comparamos la
férmula (7) con la (21) podemos observar que puede escribir-
se

delp) =t | i=1, ool (28)

Es decir que la d1ferenc1al dx' -hace corresponder a cada pun-
topekEel elemento 7' de la base canénica de A I(E) Esta
observacién sugiere definir el producto exterior de las diferen-

cigles dx'! soses dxj', para J = {j, < .. <]}, como una
aplicacion

dfl A .. A ddT i E > A(E)
dada por la formula

dd1(p) A ... A dx7(p)
= 71]1 A ... A 111' = <I>':

(dle A ... A dxj’)(p)

|

9

de manera gue, si se tiene presente la relacién (20), resulta
la ecuacion

@Z1(0) A o A dd"())(x ) = det £ . (26)
En particular, se cmple que
(d A dejp) = ol A 7,
de donde, en virtud de (26) se deduce
(@' A dd)p) = d A dx')p)
para todo p € E; y por consiguiente
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dx' A dxl = -d¥ A dx' (30)

resultado que es coincidente con la relacion (15) que he—
mos asumido en la primera parte.

Podemos definir ahora, en general, a una r-forma dife-
rencial.

Definicion 1. Una r-forma diferencial o forma diferencial de
grado r definida en un abierto U de E = IR” es una aplica—
cion

w: E - Ar(E)
gue hace corresponder a cada punto p ¢ E una forma r—
lineal alternada dada por

w(p) = T @ (k! A . AT

]

T ol !(p) A ... A d"(p)

3 (w;dx’ I A L. AdXT)D) :
J

de modo que podemos escribir

w =% ddt A .. A dx" (31)
J

donde cada w, designa a una funcion definida y diferencia—

J
ble en U. La expresion (31) de w es su representacién cano-

nica,

Las formas diferenciales de grado 0 son las funciones
reales definidas sobre E, y las formas diferenciales de grado
1 son las aplicaciones w: E - A I(E) = £(E) tales que

w. dx ,
H

™M =

w(p) =
i

]
-y
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donde las wj son funciones reales definidas sobre E.

La sume de dos r-formas diferenciales

w=‘2,,‘wjdx]’AmAdx]’ y

8 =20, d’! A .. Adi"
7 J
es la r-forma «w + 0 tal que

(w + 0)p) = )? (w].'+ BJ)dxj‘ dxj’ = w(p) + 0(p).

En este momento vamos a atribuir a los polinomios

formales Z w, dx! ... dx” la siguiente significacién concre-
J
ta

Twdd! . dd =3 w di't A .. A d¥” s
77 7 7

es decir que, en adelante, los consideraremos como r-formas
lineales. En consecuencia podemos introducir la nocion de
integral de una forma diferencial «, dada por su representa-
cion candnica, sobre una variedad M de dimension r del es-
pacio E, mediante la férmula

f w=32 wadeIA...Adx]’
M J M
=% [w, dil .. diT,
Vi J

cuyo ultimo miembro tiene, cuando r toma uno de los valo-
res I, 2 o 3, la significacion clasica a que antes hemos he-
cho referencia. Si r > 3, la aplicabilidad de esa formula es—
ta sujeta a que se admita como ya conocida la extension de
la definicion clasica de integral de una funcion, a la integra-
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cion de una funcidon sobre una variedad de dimension r del
espacio IR, que sea una generalizacion de las nociones de
curva y de superficie,

En todo caso, de acuerdo a los acuerdos precedentes,
las formulas (1), (2) y (3) pueden escribirse en las formas
siguientes

aP, P P, P
3 2 1 3
— - —%)dx? A dx? + (— - —3)dx® A dx!
fsf [(ax2 ax? ) (ax3 ax! )

9P, 9P,
+ (—= - ——a z)d;xj A dx?
x

= f (P, dx" + P,dx? + P,dx?)
as

(32)

oP opP,

P

1 3431 2 =

156+ =5+ ! A de? A dr’ =
v

= [f (P dx’ A dx* + P,dx’ A dx! + Pdx’ A dx?) (33)
oV '

oP
+ --i-)dx' A dx* = [(P dx? - P,dx'), (34)
3% 1 2

P
15
S a8

1
ax!
en tanto la férmula (5) permanece invariable,

Vamos a definir ahora el producto de dos formas dife-
renciales.

Definicion 2. Se llama producto exterior de la r-forma dife-
vencial (T’ por la s-forma w® a(r+ 8)-forma diferen-
cial W™ A (¥ que se define por
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(@M A w®)p) = wThp) A )p).

Si suponemos, en particular, que r

0, y escribimos f en
vez de w ?, tendremos

(f A 0 )p) = fip) A & (p) = f(P) (D) ,

y por tanto
f A w(®) = fw(s)

de manera que

(f A 0 )p)x k) = [P (DN s )
Semejantemente,- para s = 0 ,

c.J(r) Af = w(r)f = fw(r)

Las propiedades de las operaciones con formas multi-

lineales alternadas se extienden de inmediato a las formas di-
ferenciales. Se tiene, por tanto

(w(r) A w(‘)) A W = ™ A (w(S) A w(t))
=w™ A 0 A ®
w(r) A w(s) = (_I)rsw(i) ‘A w(r) ,

(wgf) + mgr)) A w® = wgr).A w® 4 w;r) A w

Antes de tratar acerca de la diferenciacion exterior de
las formas diferenciales, a la que nos referiremos en la par—
te IV, vamos a detenernos en una observacion que agrega
una razén a favor de la definicion de formas diferenciales
‘que hemos introducido. Para esto debemos dar previamente
una nueva definicion.

Definicion 3. Dada una n-forma diferencial w definida en
un conjunto conexo U de E =IR", sea U’ otro abierto de
E en que es definida una biyeccion diferenciable ¢: U’ ~ U,
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tal que la aplicacion lineal ¢’(p): E - E, diferencial de ¢
en el punto p, es un isomorfismo para cada p ¢ U’; y por
consiguiente, si ¢: (y%,....y") - (x!,.,x") es dada por las
funciones

xt = Zyl L y)

entonces su jacobiano

! 2") gy 22 (35)
T ) G |

es diferente de cero y de signo constante en todo punto de
uU.

Se llama forma diferencial deducide de w por el cam-
bio de variable ¢: U’ - U, a la n-forma diferencial
p*w: U’ - A,(E) cuyo valor en un punto cualquiera p e U’
es la forma n-lineal alternada (¢*w)(p) dada por la férmula

fe*w )XY 10y ,) = @(o(P)N(D)Y joenes 0'(R)Y,)

donde y; = (n: yeees n;’) , I = 1,.,n, son n vectores cuales—

quiera de E, y ¢'(p) es la aplicacién lineal, derivada en p de
la aplicacion ¢. Comprobaremos a continuacidon que ¢*w es
una n-forma diferencial.

Sea w = fdx! A .. A dx" donde f: U - IR, la re—
presentacion canonica de w.

Tendremos entonces

(o*) DN seen¥,) = (D@2 (2(D) A Gx™ (00 (P).Y serrrP)Y,)

Ahora bien, si {ei} es la base candnica de E, se tiene

73
’ - ax i
¥ (p)-yk = 1'12=II ay,)p n;g €

por cuanto la matriz de ¢’(p) respecto de la base canOnica es
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( (-gx—i) ). Se deduce de aqui que la matriz del conjunto de
yp

los vectores {¢'(p).y P cp’(p).yn} , respecto de esa base ,
es el producto de matrices

ax!
( ) (g‘;-,;)p 2l .. !

9x® 9" n n
ayl)p (ay") Ln, .

has- -l

cuyo determinante es, en virtud de las formulas (35) y (29),

(;%—'—*——)) (Y (D) A oo A Y (DINY ¥, )

La formula (29) y el resultado precedente permiten escribir

(e* DNY 2oy, ) =

- ma(p»(ﬁ—’%) @' (D) A o A YOIy, )
de donde se deduce que
W s a( 1 ) y Y y

relacidon que prueba que ¢*w es una forma diferencial.

La féormula bien conocida del cambio de variables de
la integral de una funcion f definida en un recinto U de R”,
cuando el cambio es definido por una funcion ¢: U - U
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dada por las funciones x' = xi(y’,...y") 1), puede escribirse ,
mediante los convenios que hemos adoptado, en la forma

1 n .
Sfde' A Adx" = [(f o ‘p)%""—-"—"f dy' A..Ady"
U v Yy
es decir

donde € es igdal a +1 o -1 segin que el jacobiano de ¢
sea positivo o negativo, es decir segin que ¢'(p) deje inva —
riante o cambie por la opuesta la orientacion de IR",

La forma sencilla que hemos obtenido para la formula
de cambio de variable de las integrales miltiples es la nueva
razbon, a que hemos aludido anteriormente, a favor de la de-
finicién de las formas diferenciales que hemos adoptado.

Cuarta Parte

Diferencial exterior de una forma diferencial, y formula de
Stokes generalizada

Para introducir el operador diferencial d que debe operar so-
bre las formas diferenciales, lo haremos teniendo presente la
formula (17) que hemos adoptado en la parte I de manera
hasta cierto punto arbitraria, si bien fue motivada en las con-
sideraciones del apéndice 1.

1) Ver, por ejemplo, Apdstol, Mathematica! Analysis, Addison - Wesley (1957)
pag. 271.
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Definicion 4. Se llama diferencial exterior de la r-forma di-
ferencial

w =2 wdd! A .. AdxT
Ty

a la (r + 1)-forma diferencial

do = Tdw, A ddt A .. A axd7r
J

de donde, por cuanto dw ;s la diferencial de la funcion w it
se deduce que

LT i j
dw =Z I —=dx' Adx! A .. A dx .
J i=1 3x

En el caso en que w es una O-forma, es decir una funcién
f. df toma la forma (11).

Es evidente que el operador d opera aditivamente so-
bre las formas. Puede demostrarse, ademas, que si las fun —

ciones w J tienen derivadas parciales de segundo orden conti

nuas, se cumple que dfdw) = 0.
En efecto, se tiene
nor Yo . j
ddw) =2 T = —Ldxk AdeAdYI A A dXT .
J i=1 k=19x' 3xk '

Si eliminamos de la suma del segundo miembro a to-
dos los términos para los cuales el conjunto {k,1i,j ,....j,}
contiene dos nameros iguales, términos que son por tanto nu
los, los términos restantes pueden ser agrupados en pares de
manera que a un término

Pw

—d_dxk Adxi AdxT AL AdXT
ox' dxk

le corresponde el término
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3w

—L dx' A dxk Add T AL A dXT =
9x~ ox'
32w . : .
e —I_gxk A dxi A dx'l A . A dXT .
ax* ax’
w, o, .
Puesto que = , ambos términos se cance—

ax' axk B ox* ax

lan, y por tanto es d(dw) = 0.

Las propiedades del producto exterior y de la diferen—
cial exterior, y en particular la formula (30), permiten recono
cer facilmente que las formulas (32), (33), (34) y (5) se re-
ducen a la forma

fdow = [ w (36)
M oM
donde w es en cada caso la forma diferencial que es el inte
grando del respectivo segundo miembro y dw es su diferen—
cial exterior.

Si son definidas convenientemente las variedades de di-
mensiones 1,2,...,n de IR”, generalizando las nociones de cur-
va de superficie y de regidn, la formula (36) se cumple en
forma general para cada forma diferencial « cuyo grado es
igual a la dimension de la variedad aM que constituye el bor
de, adecuadamente definido, de una variedad M de E. La
formula asi extendida se lama férmula de Stokes generaliza-
da, la demostracion de la cual excede desde luego alos pro-
positos de esta exposicion.

Agregaremos a todo lo dicho un breve comentario.

La nocion de r-forma diferencial puede extenderse de
IR" a espacios topoldgicos mis generales que se llaman warie-
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dades diferenciables, a cada uno de cuyos puntos le corres—
ponde un espacio vectorial estrechamente vinculado a la es-
tructura del espacio, que se llama espacio tangente a la va-
riedad en el punto correspondiente. Una r-forma diferencial

sobre una de tales variedades M es una aplicacion que hace
corresponder a cada punto p € M una forma r-lineal alterna
da definida sobre el espacic vectorial tangente TMp es decir
un elemento de Ar( TMp). La nocién de forma diferencial
que asi se obtiene se reduce, en el caso en que la variedad
considerada es IR”, a la que hemos definido anteriormente ,
porque el espacio tangente se identifica entonees, de manera
natural, con el mismo espacio IR”, La formula de Stokes

puede generalizarse extendiéndola a variedades diferenciables.

Apéndice 1

El operador diferencial

Vamos a tratar de definir el operador d (operador diferencial
exterior) que debe actuar sobre los polinomios en las diferen
ciales, pero de manera que se cumplan las siguientes relacio—
nes que son sugeridas por las férmulas (1), (2) y (3), en el
proposito de reducirlas a la forma (14).

1 2 3y _
d(PIdx + P,dx* + P3dx ) =

oP oP oP oP oP, aP
3 2 2 9.3 1 34403 gl 2 1 14,2
= (= - == )dx‘dx’ + (—5 - —)dx’dx’ + (— - —)dx'd
(axz ax3) ax? axl) * (ax’ axz) *
(37)
d(P,dx?dx’ + P,dx’dx’ + P,dx'dx?) =
aP oP oP
= (ﬁ + Sx_i' + a—x;)dx’dxzdx3 (38)
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aP, P
d(P,dx’+ P,dx') = (gx—; - a—j)dxldxz . (39)

Como ya se ha sefialado, emplearemos solamente, en esta oca-
sion, procedimientos heuristicos que luego formalizaremos.

Si suponemos en (37) que P2 =P, = 0, resulta
d(P,dx') = P, dx’dx’ - P, ,dx'dx? (40)

en donde, a fin de simplificar la escritura hemos adoptado la
notacion P,.]. para designar a la derivada parcial aP'./an .

Por otra parte, la formula (11) permite escribir
- 1 2 3
dPI =-P”dx + P”dx + P .dx’
y por tanto, procediendo de manera formal,
1 _ 1.1 2.1 1
dP dx' = P  dx'dx'+ P,,dx’dx’ + P dx’dx' . (41)

No existe en este momento razén suficiente para suponer que
los primeros miembros de (40) y (41) sean idénticos. Sin em~-
bargo, el hecho de que dx?, como lo establece la relacion (7)
es una aplicacion que toma en cada punto de R® un valor

constante perteneciente a L@R?), nos sugiere la posibilidad de

tratar .a dx!, asi como a las demaés diferenciales de las fun-

ciones coordenadas, como si fueran constantes en el conjunto
de los polinomios que estamos considerando. En consecuencia,
la clasica relacion d(cf) = cdf, donde ¢ es constante, nos in-
duce a aceptar la relacidn

d(PIde) = dPIde (42)

y todas las demds anilogas a ésta. Esto supuesto, las relacio-
nes (40) y (41) permiten escribir

14,1 2 3.1 3400 _ 3 14,2
P”dx dx" + P ,dx“dx" + P dx dx =P dx de—PIzdx dx<,
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de donde se deduce
P, dx'dx' + Plz(dx"'dx’ + dxldx?) = 0.

Puesto que esta relacion debe cumplirse independientemente
de los valores que puedan atribuirse a las funciones Pz PR/
P12’ resulta natural admitir que el producto de las diferen—
ciales, que ain no hemos definido, deba cumplir las propie-
dades

dxldx! = 0
dxldx? = -da? da!

(43)

la primera de las cuales es consecuencia de la segunda cuan-
do, como estamos suponiendo, se admite la validez de las
reglas usuales del célculo algebraico.

Si en la relacion (38) suponemos que es P, =P =0

resulta que
. oP,
d(P,dx?dx’) = (E——id.x’ Jax?dx® = dP,dx*dx’ . (44)
X

Por tanto debemos aceptar esta relacion y lasanalogas
que se obtienen de (38) de manera semejante, Puede obser-
varse ya en (42) y (44) una regla de diferenciacion sucepti-
ble de ser generalizada.

La aplicacion de las férmulas (42), (43) y (44)supues-
to desde luego que el operador d opere aditivamente sobre
los polinomios (es decir que el resultado de aplicarlo a una
suma de polinomios es igual a la suma de los resultados de
aplicarlo a cada uno de los sumandos y que se cumplen las
reglas del célculo algebraico elemental, a excepcion de la con-
mutatividad del producto), permite comprobar facilmente que
se cumplen las relaciones (37), (38) y (39), y que, en esa
forma, (1), (2) y (3) toman la forma (14).
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Apéndice 2
La base del espacio A (IR")

Si f es una funcidén r-lineal alternada definida en IR" y

son r vectores de R” cualesquiera expresados mediante la ba-
se candnica {e’.} de ese espacio, se tiene

n ]- n ]-
flx ) = f( Z Ele]..-.-, z ¢ ej)

j=1 =1 r

kl kr
2 gt T ey g )

r
donde la suma se extiende a todas las r-tuplas
K ={k,..k}CI, .

Se puede escribir entonces

11T

j i
f(x,,nx) = Z ZEO)  gOfe
e J o £ E’ f(lom

e,
To(#)

donde la primera suma se extiende a todos los subconjuntos
ordenados J = ,<.<ijlcl, ,ylasegunda a todas

las permutaciones ¢ de los nameros 1I,...,r.

Si- escribimos e, = u, entonces puesto que
o(i)

&(0~!) = g(a) -,
fle

. ey €. )= flu_,...u) =&(o)f(u peeey U
Io(1) Totr) 1 r (o)it o le1)"" 07!

(r)
=§ (o)f(ej1 1---’ej ) °

r

Por consiguiente, teniendo en cuenta la férmula (20),
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f(x ) = Z fle, ,..e, ( Z glo) o) fom)
J 1y Iy o

L]

z fle. ..., e )det sj
J I Iy

J
- JZ f(ejl peeey ejr) q)r(xlvwnsxr) 9

donde la suma se extiende a todos los conjuntosd ={j1<"'< jr}
contenidos en el conjunto I, = {1,...n}. Se deduce de alli
que
J
f =2 fle. ..., e )&
J 1y ]

o
r 7

n
Por tanto las () funciones d)': generan a Ar( IR"” ). Podemos
r

probar ahora que son linealmente independientes y que por
tanto constituyen una base de dicho espacio.

Supongamos que tiene lugar la relacion

J
fkjér =0 |, 7\1 eR.

La matriz n x r del conjunto de los vectores ej‘ . ej de
1
base canénica {e;} de R" es ’

ra! wer 81
]1 ’r
§ =
5" e 87
| 11 Ty

cuyos términos son simbolos de Kronecker. Se tiene entonces

det 8/ =1 y det 8% = 0 para K+ J y por consiguien
te
0=(SA dUNe. e ) =S A Bfe ,.me)=3\ detsk =2
KKrJI’,]r J Kr]l”]r KK 7’
de donde resulta que las funciones @i son linealmente indepen—
dientes,
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Apéndice 3

El producto exterior de formas lineales

14

Segin vimos en la Segunda Parte, las formas lineales #’...., 7
constituyen la base candnica del espacio 4 [(E) = L(R" ) de las
funciones lineales definidas sobre £ = R", y los elementos <15:
de la base candnica de 4 r(E'} se expresan en la forma

J jl jr
Por consiguiente, la- formula (22) permite escribir

]1 ]r kl ks
[fe A ..A7m)})Af(n A .ATn }](xl,...,xH_‘) =

jj jr kI ks
= (1[ A e Ax A id A ese A w }{xl yeony xr+S} =
!y Jy
E[ * gr‘+s
jr _ ir
= 21 * £r+s
kl kl
E] ° e Er+s
ks ks
SI ‘ £r+s
Sean
n (l :
fi = 3 a.} 1r] , 0 =1,..,8
. 1
j=1

s formas lineales cualesquiera. Se tiene entonces
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a j

n
, y i
f1 A A fs)(xz ooy Xg) = (j__Z_‘,la]. T A A Z

B oqs) J

j=t

a]. w}(xl,

i i
1 1
EI s ES
. n n
j (s) (1)
...Aﬂ‘}(xl,...,xs) =X.. 2a, .. a;
i=1 jy=1% 1
iS iS
‘EI" Es
iy iy
aVg . alDg
n n It j; s
=T ..z |, .
et B o ; )
(s)g® a(s)
a]'s El hd js ES
1 13
(1) (1)
.Z aj1 g '.E aj] 2
=1 =
- (s) (s)
(s s
T a].s 21 ..'2 ajs £
it i)=

ffx,)

(%) e £y(x)

Sy




