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REPRESENTACION DE RETICULOS BOOLEANOS

Tebdulo I. Versstegui Ch, '

Introduceion.

En el libro de Burton ([5]) se demuestra el Teorema de Repre
sentacién de Stone, estableciendo un isomorfismo entre un ani-
llo booleano y un sub anillo del anillo de subconjuntos de un
conjunto dado. Sin embargo, en Atiyah ({1]) se plantea como
ejercicio demostrar otra version de este teorema, estableciendo
un isomorfismo entre un reticulo booleano y el reticulo
de los subconjuntos abiertos y cerrados de algin espacio topo-
logico de Hausdorff (a construir). En este articulo presento la
solucion de tal problema en base a ejercicios anteriores plantea-
dos en [1]. _

Definicion 1. Sea 4 un anillo con unidad 1. Se dice que 4 es
un anillo booleano si todos sus elementos son idempotentes;es
decir, ¥ 2 € 4, a® = a

De la definicion anterior, si A es un anillo booleano, paraz y
b en A se tiene: (a + b)> =a + b. De aqui: ab + ba = 0.

Pero a +a =(a +af) = a + a +a + a; osea: a + a=0.
Luego: a = -a, ¥ a ¢ A, Por lo tanto, de ab + ba = 0 se tie-
ne: ab = ba, Wa y b en A; es decir: un anillo booleano 4 es
conmutativo.

(*) Profesor Asociado de la Ssccibn Mateméticas - PUCP
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Existen’ diversas propiedades que caracterizan a los anillos boo-
leanos. Entre otras tenemos:

Proposicion 1. Si 4 es un anillo booleano e 7 es un ideal de
A, se cumplen:
i) Si I es finitamente generado, entonces / es un ideal princi
pal.
ii) 7 es un ideal primo ¢ I es un ideal maximal
' © YWaeA aeldl + ael una
y sélo una.
Demostracion.

i) Sea 7 un ideal finitamente generado por 8,8, .., 4, en A;
osea: I = <a1.a2,..., a'>
Considerando induccidén sobre r:

Parar=2,1=<al,a2>.Luego:a +a +aa eles

1 2 172

decir: <a, +a, + aa,> C I.. También se tienen:
az(”z + a, + ’“1“2} € <-”1 +a, + a1a2> y
2 2
aI(al +a, + a1a2) =a; + a4, + aja,
=a, +a,48, +a4, =a,,
pues A es anillo booleano. Por lo tanto:
a, e<a, +ae, +a,48,>,
Anilogamente se tiene que e, €e<a, +a, + aa,>. Lue-

go:

<a,, a2> C<a, +a, + a,a2> ;  es decir:
I=<a, +a, +aa,>esun ideal principal generado por

a=a1+a2+a1a2,

Si para r > 2, supongamos que <a,, a,.., a,_,> =<b>
para algin b € A.
Sirs= <a,, 4y ..,8,_,, a> s tiene:

r—1 r

54



ii)

14
aele®a= 3% aa ,conaieA para i = 1,2,...,F
i=1

r-1
eaq= Yaa +aa =0b +aa ,confed
R 1 2 [ 2 4 | 8 4
i=1
- .
«e<b,a>,puesfbe<a,a,..a >.

Luego, considerando el caso inicial r = 2, si I = <b, a,>
se tiene: I = <c¢>, para algiin ¢ € A. Por lo tanto: I es
ideal principal.

Sea / un ideal primo de A. Para un ideal / de 4 tal que
ICJCA, existeaelJ yapgl cone # 0.Comol-aed,
se#tiene que a(]l - a) =a - a® =0 € I, pues A es un ani-
llo booleano. Por ser 7 un ideal primo v a ¢ I, dea(l-ajel,
se tiene que 1 - 2z € I CJ. Luego-a+(l-a) =1 ¢ J; es
decir: J = A. De aqui: 7 es un ideal de 4.

Considerando 7 un ideal maximal de 4, sea 2 € A. Sia =0
entonces a e Iy 1 + a =1 ¢ 1 8Sia # 0, suponiendoque
ael y1 +ael Entoncesa + (I + a) =1 ¢ I, 0sea
I = 4, que contradice a que / es ideal maximal de A. Lue-
go, para @ € A, se cumple: a ¢ 1 0 1 + 2 ¢ I, peronoam-
bos.
Finalmente, si para ¢ ¢ 4 e I un ideal de A se cumpleuna
y sOlo una de: 2 ¢ I 0 I + a ¢ I Es suficiente  mostrar
que 7 es un ideal maximal de A4 para asegurar que / esun
ideal primo de A4, pues por ser 4 un anillo booleano, 4 es
un anillo conmutativo y tiene unidad.
En efecto: siaelyl +a¢l seaM =<I1+a> el
menor ideal que contiene a I y 1 + 4. Entonces:

a + (1 +a)=1¢e¢M osea: M =A;
por lo que 7 es un ideal maximal de 4.
También, sia ¢ 7y 1 + a ¢ I, sea M’ = < I, ¢>. Enton-
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ces: (1 + a) + a =1 ¢ M.
De aqui: M’ = A. Luego,/ es un ideal maximal de A.

Definicion. 2.- Sea L un conjunto parcialmente ordenado
por <. Se dice que L es un reticulo si pavaz y b en
L existen el infimo y el supremo de dichos elementos, que
denotamos por

Inf {¢, b} =a b y sup {a, b} =a v b,

respectivamente.

Si ademdas se cumplen:

i ) L admite elemento méaximo y elemento minimo, que de-
notamos por I y 0, respectivamente;

ii) Para cada 2 € L existe un Gnico a’ ¢ L, Hamado el com
plemento de g, tal que:

avae=ly arNa=0;y
iii) Para @, b y ¢ en L, se cumplen:
2 v (bAac)=favb)Afave) y
aA{Evcls(cAb)v(aAc},
se dice que L es un reticulo  booleano.

Un resultado gque relaciona a los anillos booleanos y a los
reticulos - booleanos, es el siguiente:

Teorema 1. Todo anillo booleano es un reticulo. boolea-
no, y reciprocamente.

Demostracion,
Sea 4 un anillo booleano. En A definimos la relacion <
por:

a2 <b<ab =a.
Veamos que A, con el orden parcial <, es un reticulo
booleano:
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a)

b)

< es un orden parcial en A:

i) Comoaz =a, Ya € A, se tiene: a < a, Ya € A.

i) Sie<b yv b < a entonces: ab =a y ba =5,
y siendo A un anillo conmutativo, se tiene quea =b.

ili) Sia<b y b < c Entonces: ab =a y bc=b.

Luego:
ac = (ab)c = afbc) = ab =a ;

es decir: a2 < ¢

En A definimos:

avb=ag+b+ab,arnb=aby a=1-a.

Entonces: para < en A, sup {a, b}=a v b ,
Inf {a, bY=a A b ,
¢ v 8’ =mix (A y
ara =min(A).

En efecto:

afa v b) =afa + b + ab) =a + ab + ab = a;

es decir: ¢ < ¢ v b. Analogamente se tiene que

b<awvhb,.

Ademas, si ¢ € A4 es tal que @ < ¢ ¥y b <c o sea

ac =a y bc = b, se tiene:

fa v bje =(e + b + ab)c = ac + be + abc

=a +b +ab =avb;
es decir a v b < ¢. Luego: a v b =sup {4, b}.
Por un proceso similar se tiene:
anb<a , anb<hy,
ysideAdtalqued <a y d < b, entonces
d<anb’;
es decir: a A b = Inf {a b}.

También, para ¢’ = 1 - a, se tiene:
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ava =a+a+a" =a+(l-al+ afl -a)
=1 4+a-a°>=1c¢€A;
ana =ai’ =afl ~a) =a-a’>=0¢Ad.
Ademas, como ¢.1 =a y a.0 =0, Ya € A, se tiene:
a <] y 0 < a es decir:
I =mix A y 0 =min A, para < .
Finalmente:
fa v b)J A favyc)

fa + b + ab)fa + ¢ + ac)

2 2

=a° + ac + a“c + ba + be
+ bac + aba + abc + abac
=a 4+ bec + abc =a v (b A c];
y también: (a A b} v fa A c) =a A (b v c).

En consecuencia, 4 con el orden < es un reticulo
booleano. ’

Reciprocamente: Sea L un reticulo booleano, con un
orden parcial <, tal que para 2 y b en L existen
avb , andb vy a.

En L definimos las operaciones + y . por:
a+b=fanb’)vifaanb) y ab=anrhb.

Entonces: L con + y - es una anillo booleano; en don
desi0 =minl y 1 =mix L se tiene:

al =a Al =a, Yael y

=]
+
S
ll

fa n ) v (a°’A0)=fanl)v 0
=anrl =a; V¥ ael
Ademis: ¥ 2 ¢ 4, ¢ + a =(a na’) y (2’ A a)

=0 v 0 = 0;



es decir: 2 = -a ;

afbc) =a A (b ~ ¢c) =(a Ab) A c =(ab)c , para a, b

yvcen L.

ab + ac =(a ~b) + (a ~¢)
=[fanb)nafanc)]lvlIfanrb) fanrc)]
={fa ~nb)Afa"v c)lvif@vb’)ar(lanc)]

=[fanbaa’jvianbnrc)lvifa’nanc)v(b nanc)]

=[0yv f@anbnac)lvI [0 v (branc)]

fa Ab AC) v (BAanc)

anfbnrc) v (b ac

]

afb + ¢c);y

VaeA,a2=aa=a/\a=a,

En consecuencia: L con + y - es un anillo booleano.

El Teorema anterior permite identificar, univocamente ,
un anillo booleano con un reticulo booleano. Para esta -
blecer el isomorfismo enire un = reticulo booleano, que
es un anillo booleano, y el . reticulo de los subconjuntos
abiertos y cerrados de un espacio topologico de Hausdorff ,
hay que definir a dicho espacio topolégico. Para esto:

Dada un anillo 4 , conmutativo y con unidad, conside-
remos el conjunto de todos los ideales primos P de 4,
con P # A:

Spec (A) = {P | P es ideal primo de A4}

al que lamaremos el Espectro Primo de A; y para £ CA,
se define el subconjunto V(E) de Spec (A), por:

V(E} = {P € Spec (A} | E CP}.
El econjunto Spec (A) constituye un Espacio topologico,
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cuya topologia estd definida por los subconjuntos V(E),
para E C A, que satisfacen las condiciones de conjun -
tos cerrados‘ para Spec (A), como veremos a continua-—
cion:

Lema 1. Sea 4 un anillo conmutativo con unidad. Para E C4,
sea I = < E > el ideal de 4 generado por E. Entonces:
VIE) = V(I)

Demostracion,
Sea P ¢ V(I). Entonces: I C P. Como I = < E >, se tiene
ECICP, osea: E CP, Luego: P € V(E) Por tanto:

V({I) C V(E) .
Reciprocamente, si P ¢ V(E) se tiene E C P, y por ser

I =< E >

el menor ideal de 4 que contiene a £ y como P es un ideal
de 4 tal que £ C P, se concluye que I C P; es decir:

P e V(i .
Luego: V(E) C V(I) .

En consecuencia V(I) = V(E)

Proposicion 2. Para un anillo conmutativo con unidad I, 4;

los subconjuntos V(E) de Spe. (A4), para £ C.A satisfacen

las condiciones de conjuntos cerrados para una topologia so-

bre Spec (A); es decir, se cumplen:

i) Spec (A) y ¢ son conjuntos cerrados de la topologia;

ii) La interseccion de una familia cualquiera de cerrados, es
cerrado; y

iii) La reunién finita de cerrados, es cerrado.

Demostracion.
i ) Para todo ideal primo P de A4 se tiene {0} C P. Deaqui:
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¥P e Spec (A}, {0} C P; es decir P € V({0}) Luego:
V({0}) = Spec (A} ; o sea: Spec (4) es un conjunto cerra
do. También, como P # A, ¥ P ¢ Spec (4), se tiene que
1 ¢ P Luego: V({1}) = ¢ ; es decir: ¢ es un conjunto
cerrado;

i) Sea {Ey), .,
E, CA, Ya e J. Se afirma:

una familia de subconjuntos de 4; o sea:

Vi VU E = N V(E ).
(aej a/ ae]""

En efecto: P e ¥/ U E )® U E CP

«eJ «®EJ
©«E,CP,Vael
®PeV(E,),¥ael

® Pe N V{Ea}
«a€J

De aqui: la interseccion cualquiera de conjuntos cerrados

N V(E_ ), es un conjuntc cerrado Vf U E ).
aeJ o aej ¢

iii) Por el Lema 1, es suficiente considerar los conjuntos V(I)
y V(J), para I y J ideales de 4. Se afirma:

Vi) U V) = viI N J).
En efecto: TN J CJ y InNnJ CJ. Luego:
Vi) cv(Inlg) y V{I)CVviINnlJT.
Por lo que: V(I) U V(J) C V(I n J).

Por otro lado, si V(I N J) £ V() U V(J), entonces exis
te P ¢ Spec (A) tal que

PeVINJ] 'y PEVIVVWI);
es decirr /N J CP, I¢PyJ¢P Luego existen a ¢ I
tal que a ¢ P yb eJ tal que b ¢ P; y como P es ideal
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primo de A se tiene que ab ¢ Py ab ¢ I N J; que con-
tradice a que I N J C P,
Luego: V(I NJ)C VU V(])
. V() VU V() = V(INJ).
De la proposicion anterior, formalizamos la siguiente:
Definicion 3.- La topologia definida por los conjuntos cerra-
dos V(E), para E C A, siendo 4 un anillo conmutativo con

unidad, sobre Spec (4), se Hama la Topologia de Zariski o
Topologia Espectral sobre A.

En la topologia Espectral sobre A, los conjuntos abiertos son
los complementos de los cerrados V(E), para £ C A. Segin
esto, para ¢ € 4, el subconjunto:

X, = Spec (4) - Vi{a}) = {P e Spec (A) | a ¢ P}
es un conjunto abierto de la topologia espectral. Estos con —

juntos abiertos, para cada a ¢ A4, satisfacen la siguiente:

Proposicion 3.- La familia B = { X, / 2 ¢ A} constituye una
base de conjuntos abiertos para la topologia espectral sobre A4;
es decir:

i)eeB

i) Si U es un abierto de Spec (4) y P € U, entonces existe
a € A tal que PeX, y X, CU.
[} (7] (]

De aqui: Para ¢ ¢ A4, los conjuntos X g Se llaman abiertos
basicos 6 abiertos distinguidos de Spec (A).

Demostracion.
i) Como V({0}) = Spec (A4), se tiene: -
¢ = Spec (4) - V({0}) =X, ¢ B
if) Sea U un abierto de Spec (A). Luego Spec (A) - U es ce-

62



rrado, o sea existe £ C A tal que

V(E) = Spec (A) - U . Pero V(E)

]

viu {a})
aeE

N Vi{a})
a€eE ~

C V({a}), Ya € E.
Si P ¢ U, entonces P ¢ V(E) = ﬁE Vi{a}l) ; o sea:
ae :

P ¢ V({a,}) para algin a, € E. De aqui: P ¢ X“o y
VIE) C V({a,}) .

Como V(E) = Spec (A) - U C V({a,}), se tiene:
Spec (A) - V({a,}) C U;

.0 sea: X, C U; lo que completa la demostracién.
0

1a propiedad topologica de los conjuntos abiertos ‘bésicos y
I propio espacio Spec (A4), siendo A un anillo conmutativo
n unidad, es la cuasi-compacidad. Para presentar este resul-
lo, consideremos:

ma 2.- Para I y J ideales de 4, se cumplen:

V(I) = V(r(I)}, donde r(I) = {x ¢ A [ x"e I paran>1
en Z} es el radical de J, que es la interseccion de losidea
les primos de 4 que contienen a 7

Vi) = V(J) & r(I) = r(J) .

motracion.

Como I C r(I), para n = I, se tiene: V(r(I)) C V(I} .
También si P € V(I) entonces I C P. Siendo P ideal primo
de 4 y como r(I) es la interseccion de los ideales primos
de A que contienen a I, se tiene que r(I} C P, es decir:
P e V(r(I)). Luego: V(I) C V(r(I)} .

63



Por lo tanto: vir) = V(r(I))
il) Si #(I) # r(J), entonces existe P ¢ Spec (A) tal que
ICP y J¢EP 6 JCP y I¢EP

De aqui se tiene: V(I) # V{J) .
Por otro lado, si r(I) = r(J), por i) se tiene que

V(i) = v({J) .

Proposicion 4.- Si 4 es un anillo conmutativo con unidad, pa-
ra cada a ¢ A, el conjunto abierto basico X g €8 cuasi-compac-
to; es decir, todo cubriniiento de abiertos para X a admite un subcu-
brimiento finito. De aqui, como ! € 4, se tiene que Spec (4) =X,
es cuasi-compacto,

Demostracion,

Sea {U;},., un cubrimiento de abiertos para X,, con a € 4
y cada U]- es conjunto abierto de Spec (4). Como

es una base de conjuntos abiertos para la topologfa espectral,
para cada j € J existe una familia

{Xaﬁ / aa € A}Beli

L= U :
tal que U] ﬁeli Xaﬁ. Luego

UlU,= U (U X J= U X
jes 1 jeys (Belj “p) Be'leJ_Jl. ag

X,CVU U;, se tiene: Spec (4) - U X =‘Spec(A}-Xga

jea 1 Be ,-‘é, L%
De aqui:
ﬁemu ’.V(aal cvi{a}l)

jer?



Por ii) de la proposiciéon 2 se tiene:

BenU I,V(aﬁ} = V{ﬂeUU ’{ﬂB}} = Virf < ﬂeUU . {aﬁ}> J)
el ! i€’ jer d

C V(rf <a>)), segun i) de

Lema 2,
De aqui: r/<a>) Cr< peUUJIJ.{aB}>} , O sea:
" je

r{< u >)
aer Be Ul.{aﬁ} /
jer !
Luego, existe n = 1 en Z tal que a"e< U {“ﬁ}> ; es
Be UJI].
j€

decir, existe un conjunto finito K C U I; tal que a” = T bga
jes * ek ¥l

con bﬁ € A. Ademias se tiene:

N V{aﬁ) = V(ﬁleJK {aﬁ}} = Vf <gleJK{aﬁ}>) C v({a"})

Bex
= V({a}).
Por lo tanto: X C U X_, siendo X un conjunto finito.
¢ pex :

Si para cada § € K, sea Uﬂ del cubrimiento dado tal que

Xaﬁ C Uﬁ , entonces: X, C ﬁLGJK U,; es decir {Uﬁ}b‘ex es un

cubrimiento finito de X, o sea X 4 © cuasi-compacto.
En particular, para ¢ = I ¢ A, se tiene que X, = Spec (A) es
cuasi-compacto.

Considerando los resultados anteriores para un anillo
booleano A4, se tiene que todos los conjuntos abiertos de
Spec (A) son los bisicos y éstos son también cerrados ; y
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Spec (A) es un espacio de Hausdorff, Estos hechos estin da-
dos en la siguiente:

Proposicion 3.- Para un anillo booleano 4, se cumplen:

i) Ssi a,, a,,..., a_son elementos de 4, entonces existe

a € A tal que XEIUXQ V...V X, =X,

2 r o

ii) Para cada ¢ € 4, X g 5 abierto y cerrado para la topolo-

gla espectral de Spec (4); y los X, son los {nicos abier—
tos y cerrados de Spec [A).

iii) Spec (A) es un espacio topologico de Hausdorff.
Demostracion,

i ) Como A es un anillo boolenao, por i) de la proposicion 1,
se tiene:

I =<a, a,...,a> =<a >, para algin ¢ € 4.

De aqui, por Lema 1 y ii) de proposicién 2, se cumple:

N Vg

i=1

v(ia,}) = Vi)

[l
I

rfW(Spec (A) - Xa_}
i=1 i

i

r
Spec (A) - U X

i=1 9

Luego: X, UXx, V.. VuXx, =X
1 2 r [

ii) Para 2 € A se cumple: 2 = a, O sea:

0=a-a2=a(1-a)'eP,VPeSpec(A).

Como P es ideal primo de A, por ii) de la proposicién 1,
se cumple:

aeP O I -ae P, pero no ambos. Luego:

PeX,® afPel-aePePeV({Il-a}), es decir
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X, = vi{l -a}).

Por lo que X g s un conjunto abierto y cerrado en SpecfA)

Por otro lado, sea W C Spec (A) un conjunto abierto y

cerrado. Por ser abierto: W = UM X para algin M C 4;
ae

y por ser cerrado y como Spec (A) es un espacio cuasi —
compacto, se tiene que W es también cuasi-compacto. Lue-

go existen a,, a,, ... , a_en 4 tal que {X _}1_12

es un cubrimiento finito de W; es decir, W = U X, ;ypor la
i=1 i
parte i) existez € 4 tal que U X, ;osea: W = Xa ,pa-
=i i
ra alglin a, €A De aqui, los &mcos‘ablertos y cerrados de Spec(A}

son los conJuntos Xq ,paraa e A,
Se tiene que Spec (A) es un espacio cuasi~-compacto. Falta

ver que Spec (A) sea un espacio separable por abiertos; es
decir, cada par de puntos diferentes se separan por conjuii-
tos abiertos disjuntos.

En efecto: Sean P # Q en Spec (A) . Como Py Q son
ideales primos de A, existe « ¢ 4 tal que a e P ya ¢ Q
(0aeQyafgP)Deaqu: P X, yQeX, (0 Q £X,
yPelX a)' ademas, por ser X, abierto y cerrado de Spec(4)
tal que Q € X, se tiene que CX, es también abjerto y ce-
rrado de Spec (A) tal que P ¢ CXa, yX,nCx,=4¢.
Por lo tanto, para P # Q en Spec (A), existe @ ¢ A tal
que P e CX, y 0 e X, siendo X, vy CXa abiertos y dis-
juntos, por lo que Spec (A) es un espacio de Hausdorff.

Con los resultados anteriores, se esti en condiciones de es-

tablecer una caracterizacién de un reticulo booleano con el
teticulo  de los conjuntos abiertos y cerrados de.un espacio
topologico de Hausdorff. Para esto tenemos el siguiente:

67



Teorema 2.- (Teorema de Representacion de Stone). Todo re-
ticulo booleano es isomorfo al reticulo de los subconjun -
tos abiertos y cerrados de un espacio topoldgico de Hausdorff.

Demostracion.
Por el Teorema 1, todo reticulo booleano es definido por un
anillo booleano A con un orden < dado por:

a<b ® ab = a
De aqui, 4 con < es un reticulo booleano.
Por otro lado, dado el anillo booleano 4, el espacio Spec (A4)
es un espacio topolégico de Hausdorff y los conjuntos basicos
abiertos X, son también cerrados, segin ii) y iii) de la propo-
sicion 5.
Sea By = {X, /] ae A} el 'conjﬁnto de abiertos y cerrados
del espacio Spec (A). Entonces: B 4 » cOmo conjunto con la
diferencia simétrica A y la interseccion N de conjuntos, es un
anillo booleano cuya unidad es X ;= Spec (A). Ademis, en
B, se define la relacion < por:

X, S Xp =X, N Xy =X(1'
Entonces: < es un orden parcial y By ,con <, esun reticu-
lo  booleano, en donde: X, A Xy, =X, N Xy,

X, vXy=X,0X, DXy, X, =V({a}),

el elemento maximo de Spec {A4) es el mismo Spec (A} y el
elemento minimo de Spec (4) es ¢, para < ; que resultan del
Teorema 1.

Para completar, como reticulo booleanos 4 y By son
isomorfos. Pues, considerando la funcion ¢: 4 - B 4 tal que
vla) = X_, ¥a € A, se tiene:

i) ¢ es un homomorfismo de reticulos ; es decir, ¢ es un
homomorfismo de anillos y ¢ preserva: orden, supremo, in-
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fimo, complemento, maximo y minimo. Para ésto, sean «
y b en A. Entonces:

a) ¢fab) = pla) N ¢(b) y ¢la + b) = vfa) A ¢(b) ;
pues como X, = ofa)] vy Xb = ofb), se tiene:
PeX, ©ab ¢Peafg¢PybfpP
@'PeXaYPEXb@PGXanXb,
siendo P un ideal primo de 4. De aqui:
Xﬂb = Xa N Xb .
Andlogamente se tiene: X, , =X A X, .
b) Sia < b en 4, se tiene: ab = a4, del Teorema 1. De
aqui:
plab) = ofa) N ¢(b] = ¢fa) ;
o sea: ¢fa) < pfb} .
c) via v b)=9vla v ob), ola Nb} =yla) N ¢b) ¥

p(a’) = ¢fa)’ ; pues:

ola v b) = pfa + b + ab) = yfa) A o(b] & ¢fab)
= ¢fa) A ¢(b) A ¢fa) N ¢(b) = ¢fa) v ¢(b)
wla N b) = pfab) = ¢fa) N ¢(b) = pfa) N ¢(b) ; Yy

como ¢’ = I + g, entonces:
ofa’) = ofl + a) = (1) A gfa) =X; - X,
= Spec (A) - Xa = X; = ¢fa)’ .
d) pfmdx A) = mdx BA] Yy ¢(min A) = min B, ; pues:

como mdx A = I,se tiene: ¢(1) = X; = Spec (4)
= mdx BA » y
como min A = 0, se tiene: ¢f0) = X, =¢ = min BA"
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Por consiguiente, ¢ es un homomorfismo de reticulos.

ii) ¢ es inyectiva: Sea a ¢ Ker (¢); o sea: ¢fa) = X, = ¢.
Afirmamos que: X 2 = ¢ © a es un elemento nilpotente
de A.
En efecto: Como Xo = ¢ y por el Lema 2, se tiene:
X, =X, sy solo si rf<a> ) =r(<0>); es decir:
rf <a> ) es el nilradical de 4,
que es la interseccion de fodos los ideales primos y que
estd conformado por los elementos nilpotentes de 4. Lue-
go: X, =¢ @ aeP VP e Spec (A) ¢ a es elemento
nilpotente de 4. Pero como A es anillo booleano se tie—
neque a” =a, ¥ae A yn > 1. Luego: a es elemen-
to nilpotente de 4 si y sblo si 2 = 0. De aqui: Si

vfa) = ¢ , entonces a = 0;
es decir: Ker {¢) = {01}, lo que asegura la inyectividad
de ¢ .
iii) ¢ es suryectiva: si U ¢ B 4+ entonces U es abierto y cermra
do de Spec (A). Por la proposicion 5, ii) se tiene: U= X z
para algin 4 ¢ A. Luego: yfa) = X, = U.

En consecuencia, de i), ii) y iii) se concluye que ¢ es un
isomorfismo de reticulos booleanos.
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