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ACERCA DE UN TEOREMA DE OLECH
SOBRE R-CONVEXIDAD

Alfredo POIRIER SCHMITZ (*)

La presente exposicion tiene por objeto demostrar
una proposicién usada en el articulo de Frankows-
ka-Olech [1] sobre R-convexidad, cuya referen-
cia no estd a nuestro alcance y que es indispen-
sable para el articulo mencionado. ,

Los conceptos vertidos sobre corresponden--
cias e integrales de las mismas pueden encon-
trarse detalladamente en Ioffe-Tihomirov [2] o
en Poirier [3].

El presente trabajo, que puede considerarse
‘una demostracién original del teorema, demues-
tra una vez mds la relacion existente entre los
problemas lineales de control 6ptimo y el teorema
de la medida vectorial de Liapunov.

) Prolesor Auxitiar de la Seccion Matematica de Ja PUCP.



Correspondenciasy otras definiciones.

Dados dos conjuntos T, X, llamamos correspondencia a cual-
quier funcién de la forma F : T - P (X); por ser en este caso el con-
junto X en referencia mds "manejable” que P (X), tomamos la

notacién: F :T = X para denotar una correspondencia de T en
X.

Definicién: Sea R$ o T p-medible, F : T = R° una correspon-
dencia. Llamamos integral de F al conjunto:
fT Ft)dut) = (xeR" : x = /Tf(t) du(t) con fit) e F(t) c.t.p
y fl)e L1gn (T))

Ejemplo: Sea Rr o> H, tenemos que la integral de la correspon-
dencia constante H: T = Hes:

JrHduw = weRn : x = Jp k) duo), ht) € H)
h() € Llgn (T)

Del teorema de la medida de Liapunov se deduce el teorema de Au-
mann para correspondencias (Ioffe-Tihomirov pédg. 334), que en
el caso de correspondencias constantes puede enunciarse ast:

Teorema de Aumann: Sea T de medida p—finita

Sea R? 5 H compacto, entonces: -[T Hdu(t) = .{T Conv H du(t)

donde H, Conv H son las correspondencias constantes que a cada

punto le asignan los conjuntos H, Conv H (capsula convexa de H)
respectivamente.



Colorario: Sea H C R® compacto, T medible, «(.) ¢ L1 (T), consi-
deremos:

F:ToFt) =ot) H={xeR:x=ot)h,he H)

entonces: fT F@dt = fT Conv F() dt

Demostracién: Tenemos:

fFwde = Jp aHAt = Jp Hduw

donde du(t) = aft) dt; como a () e L1 tenemos u(T) < = y por lo tan-
to es aplicable el teorema de Aumann

JpHdu) = JpConv Hdut) = Jyoft) Conv Hdt = JyConv F@v) dt

Sobre algunas relaciones en la circunferencia unitaria.

Lema: Seanp,q,x¢€ E(l) con Ipl =1 entonces:
<p—-x,0q> S V2 <p-x,p>12 . (1)

Demostracién: Obsérvese que: <p—-x,p> = 0 yaque <p,x><1

Sea para p, q fijos Mg = {x e B (1) : <p - x, g> = 0}. Tomando x e M,
larelacién (1) se cumple trivialmente.

Como <p-x,q>2 < Ip-x121q!2 < Ip—x12 tenemos fuera de M

<p-—-X,p> <p-—X,p>

<
ip—xI2 = <p-x,q>2

. -y .
Haciendop—x=rncon Il =1, r> 0 tenemos:



-
<n, p> <p-X,p>

0< = Ssix#
r Ip—xIi2 P
Pero de relacionies elementales en la circunferencia
<, p> Cosb 1
— > — > —
T = 2 Cosh = 2

Por lo tante:
<p-X,q>2 < 2<p—x,p>.

Antes de pasar al resultado principal, sean Xg la funcién carac-
teristicade E T;f,g:T — R". Podemos definir asf:

h=f Xp+gXqg =f+@-Xng por
i) si ye E
h(y)=
[ gly) si ve TNE



Elresultado principal

Teorema: Sea T = [a, bl con 0 <b-a <e, U:T = R" una
correspondencia con U(t) cerrado, I = fT U(t) dt.

Sea p(.) medible, seleccién de U Ge. pt) € UlR) e.t.p.). Supon-

gamos que I1C B (R, -[T p)dt—pR)eonpe Roa lpl =1, R> 0.
Entonces 3L > 0 tal que si v(.) es seleccion medible de U, se

tiene:

Hp=vi iy =g e v de<L <[y uo-vie), p>172

Demostracion:

Haciendo una traslacién por pR /(b — a), tomando luego una es-
cala de R unidades, podemos asumir sin pérdida de generalidad

que p = JT p(t) dt = i y R = 1; observemos que de esta forma el L
real quedars dividido en R1/2; ademas I B (1,0).

En..primer lugar tenemos que en c.t.p. <u(t) — v(t), p> 2 0 ya que
en caso contrario < v(t) —= u(t), p> > 0 en A con u(A) > 0 y por lo

tanto < _[ A v(t) - u(f), p>>0.
Definamos  w(t) = (v(t) — p(t)X + pt) = v(it)X + )X e UL,

por lo tanto <JT w(t), p> = <,[A vit) — ut), p> + < -[T ut), p>1;lo

que significa que jT w(t) ¢ I, lo que es una contradiccidn.

. En segundo lugar observamos que para AC T medible

@) <Jpu®)-vi), p> 2 < Ja n) - v, p>



Por lo tanto haciendo ¥ = jT v(t) dt, tenemos por el lema anterior;
<ﬁ -V, V2 i - 7, 172 para cualquier g ¢ B (1). En par-
ticular si ACT es medible, definiendo w =X v+ X5 tenemos:

@ ®=jrwihdtel BQ)
Y por lo tanto como de (1) se tiene <JA u(t) - vit), p> < <L —v, 1>

(3) <,[ A HE-VE), g> = <[i-W, g> V2 <fi-w, 1512 <2 fi-v, 15172
Sea H(t) = (0, 1} una correspondencia constante.

Ahora sea p(t) — v(t) = ((t) — vi(t), ..., put) — vpu(t)); por el coro-
lario al teorema de Aumann, tenemos paratedoi=1,...,n:

J Th-v) H= IT 1;(t) —v;(t) Conv H(t) dt, y por lo tanto:
Sup {jT y _Vi) ConvH])} =Sup {JT (ui_vi) H)=

Sup dA (- vpdt) =

ACT

Sup{,fA <p—v, epdt) V2 <fi-v,[1>1/2 por (3)

AcT

Tomando o4 (t), ..., 0,{t) € Conv H(t), tenemos:

% jT (—vioy < 2 supd*r (4;—v;) Conv H}<n V2 <1 —v, 1/2
: = o 2. -

Haciendo B (LRn) ={x(.)e Lgn:EssSup X x; (t) $ 1)

tenemossia(.) € (o3 (),...,0,() € B (L;:n) entonces:

o;(t) € ConvH
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. 1 . . o
Finalmente como Lyn estd contenido en el dual de Ly?, se tiene

Npvlly=  Sup  Jp<p®)-v(t), at)dt <V <jiv, )12
of.)e B(Lgn)
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