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ESPACIOS SEUDOEUCLIDEANOS, ESPACIOS DE
MINKOWSKI'Y TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

José TOLA PASQUEL (*)

Esta nota trata acerca de los espacios vectoriales
sobre el campo de los niimeros reales, asociados a
formas cuadrdticas no degeneradas, es decir acer-
ca de los espacios cuadrdticos regulares; y tiene,
ademds, el propésito de mostrar cémo dichos espa-
cios tienen aplicacién en la teoria especial de la re-
latividad, razén por la cual la nomenclatura se
inspira en esa aplicacion. Asi, por ejemplo, se lla-
ma aqui vectores luminicos a los que, en contexto
estrictamente algebraico se denomina vectores
isotropicos.

") Profesor Principal de la Seccion Matematicas de fa PUCP.
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1. Espacios Seudoeuclideanos.
1.1 Definicién del espacio seudoeuclideano.

Definicién 1.1.1 Un espacio seundoeuclideano E es un espacio ves-
torial real de dimensién finita n, en que es definida una funcién
real bilineal simétrica ¢ que tiene las propiedades siguientes:

1.—- Es no degenerada, es decir que si para un elemento x¢E, cual-
quiera dado se cumple, para todo yeE, que & (%, ¥) es igual a 0,
entonces x es igual al vector nulo de E que designamos también
por 0.

2.- Es indefinida, o sea que la forma cuadritica x —» o (%, x) toma
valores positivos y negativos. Es decir que existe algin vector
para el cual es @ (x, x) >0y algin otro parael que es @ (x, 2) < 0.

@ se llama producto interno del espacio seudoeuclideano E.
@ (x, y) es el producto interno de x-e y, y se designa también por
(xly). Se dice que dos vectores son ortogonales si su producto in-
terno es nulo. Se llama seudonorma de un vector x al namero po-
sitivo.

fxll =+ vVIixlix)l
Si flxil =1 sedice quex es un vector unitario.

Para representar a & (x, x) podremos emplear en adelante,
simplemente, la notacién &(x).

1.2 Descomposicién de un espacio seudoeuclideano en suma di-
recta de dos espacios euclideanos mutuamente ortogonales.

Si E es un espacio seudoeuclideano, su producto interno, que es
una funcién bilineal no degenerada, puede considerarse como
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un producto escalar 1) respecto del cual E resulta ser dual consigo
mismo. Por consiguiente, a” cada subespacio E; de E le corres-
ponde el subespacio complemento ortogonal de E;, que se designa
por (E; M, que est4 formado por los vectores de E que son ortogona-
les a todos los vectores de E;. Puesto que E es de dimensién finita
se tiene 2),

dim E; +dim (Ep4 = dimE, (1.2.1)

relacién que se expresa diciendo que un subespacio y su comple-
mento ortogonal tienen dimensiones complementarias.

En general, dado un subespacio E; de E, no siempre éste es su-
ma directa del primero y de su complemento ortogonal, lo que si
tiene lugar en el caso en que E es un espacio euclideano 3), pues en-
tonces se cumple que E; n (E; M = {0}, de modo que (1.2.1) implica
que E es suma directa de E; y (E;X. Esto no ocurre en un espacio
seudoeuclideano, porque puede elegirse en él (ver la secccién 1.2)

un vector € # 0; y el subespacio E; de dimensién 1 generado por £
est4 contenido en (E; M, y por tanto es E; ~ (E; M = (0).

Pero podemos establecer el siguiente lema:

Lema 1.2.1 Dado un subespacio E; del espacio seudoeuclideano E,
para que se cumpla la ecuacién:

E, ® (E)!=E 1.2.2)

es necesario y suficiente que la restriccién del producto interno
al subespacio E; no sea degenerada.

1) Tola, Algebra fineal y multitineal |, P.U.C.P. (1978), seccion 4.2.
2) Tola, loc. cit.,, teorema 5.4.1.
3) Tola, loc. cit., pag. 290.
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‘Demostracién. Supongamos primero que se cumple la condicién
del enunciado. Six; es un vector de E; n (EjH, entonces se tendra

que:
(x;lyp = 0 paratodo vectory; de E;
y por consiguiente serd x; = 0; es decir que E; n (Ej) = {0}, y por
tanto existe la suma directa E; @ (EjX. Se cumple entonces (1.2.2)
porque E; y (Ey ) tienen dimensiones complementarias.
Si, inversamente, suponemos que se cumple (1.2.2), pode-

mos deducir que el producto interno no es degenerado en E;. En
efecto, supongamos que exista x; e E; tal que:

(x7ly) = 0 paratodo vectory;de E;.

La relacién (1.2.2) nos permite escribir cada vector y ¢ E en
la forma:

y=yr+yh  y1eE),  yleEL
Se tiene entonces:
(x1ly) = (xzly) +(x;lyL) = 0 paratodovectorye E

de donde se deduce, por cuanto el producto interno es no degenera-
do en E, que x; = 0, y por consiguiente el producto interno es no de-
generadoen Ey. ¢

Las proposiciones que demostraremos a continuacién re-
quieren emplear algunas definiciones relativas a las funciones

bilineales simétricas, que son aplicables en particular al produc-
tointerno de un espacio seudoeuclideana.
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Definicién 1.2.2 Una funcién bilineal simétrica ¢ definida so-
bre un espacio vecterial se dice que es definida positiva (definida
negativa) si se cumple la condicién @ (x) > 0 (resp. @ (x) < 0) para
todo vector x # 0; y que es semidefinida positiva (semidefinida
negativa) si para todo x es ®(x) = 0 (resp. ¢(x) < 0), pero para algin
x#0eso(x)=0.

Debe recordarse que si ¢ es definida o semidefinida (positi-
va 0 negativa) se cumple la desigualdad de Schwarz 1), es decir la
relacién:

o (x,y2 <ofx) ofy)
para cada par de vectoresx, y.

Sea M+ el conjunto de todos los subespacios no triviales del
espacio seudoeuclideano E en los cuales @ es definida positive. El
conjunto M+ es no vacio, pues si z ¢ E es tal que & (2) > 0, el subes-
pacio de dimensién 1 generado por z pertenece evidentemente a
M+,

El mdximo de las dimensiones de los subespacios pertene-
cientes a M+ se llama indice de la funcién ¢ o indice del espacio

seudoeuclideano y serd designado en adelante pors.

Ademsds, es claro que cada elemento de M* es un espacio eu-
clideano con un producto interno quees la restriccién de .

En forma semejante, el conjunto M- de los subespacios no

1) Ladesigualdad de Schwarz se prueba ordinariamente con ka suposicion de que @{x) 2 0 para lodo x. En
¢l caso en que es P < 0 basta aplicar a desigualdad a ka funcion bilineal simétrica —@ definida por
(@) {x, y) =-Dfx, y).
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triviales de E en los cuales ¢ es definida negativa es no vacio;
contiene, por ejemplo, al subespacio génerado por un vector z tal
que es ¢ (2) < 0; y el mdximo de las dimensiones de los subespa-
cios que le pertenecen sera designado por s’. Ademds, cada ele-
mento de M- es un espacio euclideano con un producto interno
que es la restriccién de la funcién —o tal que (~o) x ¥) = (x,
¥).

Proposicién 1.2.3. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) Dado en el espacio seudoeuclideano E un subespacio E;
en el que la restriccién del producto interno es o bien definida
positiva o bien definida negativa, el espacio E es suma directa de
E; y de su complemento ortogonal (Ey .

(b) Entre los subespacios del conjunto Mt que tienen la di-
mensién maxima s y los del conjunto M™ que tiene la dimensién
mdxima s’ existe una correspondencia biunivoca: a cada subes-
pacio E* de los primeros.le corresponde un subespacio E™, bien

determinado, de los segundos, de manera que se cumplen las re-
laciones.

E=Et®E- , E-=(E*)M,

y se tiene por tanto que:
s+s'=n.

Por iltimo, segiin ya hemos sefialado, E¥ y E™~ son espacios
euclideanos con productos internos que son las restricciones de @
y —d respectivamente.

Demostracion:
a) Si hubiera en E; un vector no nulo x; tal que (x;1y) = 0 para
todo y ¢ E;, se tendria que (x;1x;) = 0, y resultaria una con-
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tradiccion con Ja hipétesis. Luego la restriccion de ¢ a E; es no
degenerada y se cumple la condicién del lema1.2.1.

b} Sea E* un elemento del conjunto M* que tiene la dimen-
sién méxima . En virtud de la parte (a) se cumple que:

E=Et®(E*+HL (1.2.3)

Probaremos ahora que ¢ es definida negativa en el espacio
(E*)L. Sea z # 0 un vector cualquiera de dicho espacio. Considere-
mos el espacio Eo generado por Et y z. Un elemento x cualquiera-
de E; puede expresarse en la forma.

x=y +az ye E* areal;

y por lo tanto se tiene que

W) =Dy +az,y+az)=Ny)+cENz)

Si fuera ¢(z) > 0 resultaria o(x) >0 para todox # 0 de E5 y @
seria definida positiva en dicho espacio, cuya dimensién es ma-
yor que la de E*, con lo cual resultaria una contradiccién. Debe
ser por tanto.

d(z) <0

Para todo z e (E*)L. Para probar que ¢ es definida negativa
en ése espacio deberemos probar que si z; ¢ (E¥)L es tal que o(z;) =
0 entonces es z; = 0. Con ese objeto apliquemos la desigualdad de
Schwarz a 2; y al elemento z cualquiera de (E*)L. Tendremos
entonces:

Dzy, 2)2 < P(zp) P2).

Si fuera o{z;) = 0 resultaria @(z, 2) = 0 para todo z ¢ (E*}L.
Ahora hipn. cada vector xe E puede expresarse en 1a forma
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ye E*, ze (Et);

luego
D2y x0) =Wz, y+2) = Dz, y) = Dz, y) + W21, 2) =0

pues ®(z;, y) = 0. Dado que ¢ es no degenerada se deduce que z; = 0
y por consiguiente @ es definida negativa.

Falta probar por dltimo que todo subespacio Eg e M~ tiene di-
mensién no mayor que la del espacio (E*)L. En efecto, es evidente
que E* n Eg = {0}; luego existe 1a suma directa EYeE3 C E,yse
tiene

dimE* + dimE3<dimE,

y porianto
dim Eg<dim E—dim E*.

Puesto que de (1.2.3) se sigue que
dim (E*) =dim E-dimE*,
resulta que
dim Ez <dim (E*)L.

Basta ahora con designar por E™ al espacio (E*)}L para que se
cumplalarelacion E=Et@E~.

Para demostrar que la correspondencia E* s E~ es biunivo-
ca puede aplicarse el resultado que acabamos de establecer, sus-
tituyendo en el espacio seudoeclideano E el producte interno ¢ por
—¢. De esa manera los conjuntos M* y M~ intercambian sus
papeles y se obtiene el resultado deseado.
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Sean Et y E~ dos subespacios que se corresponden de la ma-
nera que fue establecida en la proposicién 1.2.3, parte (b). Dichos
espacios admiten, como entonces se sefial, estructuras de espa-
cios euclideanos con los productos internos ® y —& respectivamen-
te; por consiguiente poseen bases ortonormales, es decir tales que
cada uno de sus elementos es unitario y cada dos de ellos son orto-
gonales entre si respecto de los correspondientes productos in-
ternos. Sean pues ley, ..., €5}y {es,z, ..., €,) bases ortonormales de
Et* y de E respectivamente. Dado que E¥ y E~ son mutuamente
ortogonales se cumplen entonces las relaciones.

(e lep=0 para(i,j=1,...,n, i#j);
(eile)=1, para(i=1,...,8); (1.2.4)
(e; le)=-1, para(i=s+1,...,n);

y se dice que la base {ey, ..., e,) de Ees unalbase ortonormal del es-
pacio seudoeuclideano E.

Dados dos vectores x e y, cuyas expresiones respecto de dicha

n n
baseson x=J, Eie; , y= > niej , su producto interno es

i=1 Jj=1
S n
o, y) =iy = Ein- X &in, 1.2.5)
i=1 i=s+1
¥ por consiguiente

S n
Hx) =(x %) =); E2- ) (&2 (1.2.6)

= =S+

expresién de la cual resulta en particular, que cada vector & = ¢; +
ej, dondeie (1, ..., s} yje [s+], ..., n} cumple la condicién (€1€) = 0
y es por tanto un vector luminico. Por consiguiente puede esta-
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plecerse:

Proposicién 1.2.5. El nimero de términos. positivos de la expre-
sién de (x|x) mediante las componentes de x relativas a una base
ortonormal, es igual al indice s de ¢ o sea del espacio seudoeucli-
deano E; y las exﬁresiones de o(x, y) y o(x) son dadas por las for-
mulas (1.2.5)y (1.2.6).

Definicién 1.2.6. Un vector x # 0 del espacio seudoeuclideano E se
llama vector espacial si (x1x) < 0, vector temporal si (xlx) >0y
vector luminico si(xlx) =0.

Si A es un mimero cualquiera no nulo, 2x es un vector espa-
cial, temporal o luminico al mismo tiempo que x.

Si x es espacial o temporal, x/ | x]] es un vector unitario
espacial o temporal respectivamente.

Se llama cono de luz al conjunto de todos los vectores
luminicos, es decir aquellos cuyas componentes, referidas a una
base ortonormal {¢; }, satisfacen ala ecuacién.

@2 - X @r=o,

ala que llamaremos ecuaciéon del cono de luz.,

Las precedentes dencminaciones tienen su origen en que el
concepto de espacio seudoeuclideano, a cuyas propiedades alge-
braicas dedicamos preferentemente esta nota, tiene una im-
portanie aplicacién en la teoria especial de la relatividad, como
sefialaremos después.



1.3 Funciones determinantes sobre un espacio seudocuclideano.

Sea A, una funcién determinante cualquiera 1), no idénti-
camente nula definida sobre E. Puesto que, como ya hemos sefia-
lado, E es dual consigo mismo, podemos escribir la ecuacién.

B (xpy s Xn) 8o Oy oo 0 = adet ((x; 1)), {1.3.1)
dondea esun hﬁmero real diferente de cero.

En particular, aplicando esta férmula para x; = y; = ¢;, donde
{e;) es uria base ortonormal de E, resulta.

A ley, ..., e)2 = o (-1, (1.3.2)

pues ((e;lej)) es una matriz diagonal cuya diagonal principal
estd formada por n términos, s de los cuales son iguales a 1 y los
restai.tesn—ssonigualesa —1.

Resultade (1.3.2) que

o (-1)7-s >(0.

Lafuncién determinante

4,
A= - (1.3.3.)
va. (—1)n-s
satisface a la relacién
Axpy s 30) By, s Y0) = (D78 det (x; 1y ), (1.3.4)

1) Tola, Algebra lineal, I (Algebra exterior), Universidad Naciona! de Ingenieria, Instituto de Mate-
maticas Puras y Apiicadas (1968}, capitulo 2. En particular, seccion 2.5, (2.5.1),
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que se expresa diciendo que A es una funcién determinante nor-
mada.

Es evidente que la funcién determinante -A satisface a la
misma relacién v por tanto es también una funcién determinan-
te normada. Podemos ver de inmediato que 4 y -4 son las tnicas
funciones determinantes que tienen esa propiedad. En efecto, si
A* es una funcién determinante cualquiera que satisface a la re-
lacién (1.3.4), puesto que existe un escalar pu tal que A* = u4, se

tieneparax;=y;=e;,
Ay, ..., e,)2 = 2A ey, ..., e,)?
de donde resulta que p =*1 y por tanto A* =+ A

Ejemplo: Consideremos el espacio seudoeuclideano E tal que n =
2y s =1y sea (e}, ey) una base ortonormal. La funcién determi-

nante A definida, para x = fe; + 7o, x'= & e; + 7)es, mediante la
férmula.

Alx, x7)

satisface, como se comprueba econ un cdlculo directo, a la rela-
cion.
@ly (x1y)
Alxx). Ay,y) = -
(x'ly) (x'ly)

es decir a la relacién (1.3.4), y es por consiguiente una funcién
determinante normada.
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1.4 Elplano seudoeuclideano.

Se llama plano seudoeuclideano o plano hiperbélico al es-
pacio seudoclideano E de dimensién n=2 e indice s=1. Sea (e;, eg)
una base ortonormal de E. Se tiene.

(ejle)=1,(e;leg))=0 ,(eglex) =—1.

Cada elemento de E se expresa entonces en la forma ¢e; +
&eq, y puede ser representado, referido a un sistema de coorde-
nadas cartesianas rectangulares, por el punto (g1, £2). La ecuacién
del cono de luz es '

(E2-(822 =0,

y por tanto se representa por las dos rectas que contienen a todos
los vectores tales que ! =£2 y el =2 (fig. 1).

Puede verse que los vectores

31=j§_- (82+81)y 32=\’%-"(82—e]), .

constituyen una base tal que se
cumplen las relaciones

(31|81)=(82|£y=0 » (81|82)=—1

Dadoun vector x={18; + (265,
setiene (xlx)=-2{1(2.

Por consiguiente:

x es un vector espacial si (1{2 <0
x es un vector temporal si {1{2 >0
x esun vector luminico si {1{2=0
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En el primer caso ¢! y ¢2 son de signos opuestos, luego los
vectores espaciales estdn en los sectores Sy y Sy (fig. 1). En el se-

gundo €aso 2y t2 son del mismo signo, luego los vectores tem-
porales estdn en los sectores T+ y T
El producto interno de dos vectores

xX= C181 +42£2 » ¥y= 9181+9232
s
(X Iy) =—(§102 + ?9])
Proposiciéon 1.4.1, Dados dos vectores espaciales x e y, su producto
interno (x 1y) es positivo si y sélo si ambos estdn en S; o en S,.
Demaostracién: Por cuantox e y son espaciales se cumple que
22 <0 y ole2 < 0.

Six ey estdn en distinto sector se tiene que lol < 0y (262 < 0;
luego, & (£2) 262 > 0y z2 (62) 201 > 0, y por tanto {262 > 0y {26! > 0, es
decir que (x iy) < 0.

Six ey estdn en el mismo sector entonces es tlel > 0y 7262 >
0;luegot! (61)262 <0y 2(62)2¢! <0,yportantole? <0y¢2el <0, es
decirque (xly)> 0. ¢

La siguiente proposicién se prueba en forma semejante a la
anterior.

Proposiciéon 1.4.2. Dados dos vectores temporales x e y, su produc-

to interno (x!y) es negativo si y sélo si ambos estdn en T* o en
T

En el plano seudoeuclideano, como en todo espacio vectorial
de dimensién finita puede ser introducida una orientacién 1’ me-

1 Tola, Algebra lineal, I, {Aigebra exterior), Universidad de Ingenieria, Instituto de Mateméticas
Puras y Aplicadas {1968), seccion 2.1.
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diante la eleccién de una de las dos clases de equivalencia en las
que se dividen las funciones determinantes. Vamos a elegir la
orientacién a la que pertenece la funcién determinante normada
4 que satisface a la ecuacién (1.3.4). Se tiene entonces, por cuanto
esahoran=2ys=1,haciendox;=y;=x y xg=yy=y,

(x13)2-Axy)2 =(x12) (yly). (1.4.2)
Se deduce de aqui, supuesto que (x| x) e (y) son diferentes de cero.

(x1y)? Ax,y)?
=1.
(xlix)(yly) (xlx)(yly) (1.4.3)

Las conocidas propiedades de las funciones hiperbélicas asegu-
ran la existencia de un sélo nimero real e tal que

I(x1y)] Alx,y)
ho= — Y ho= —2X (444
cos izt iyt 2% Teiny g &4

Definiciéon 1.4.3. El nimero o definido por las férmulas (1.4.4)
se llama dngulo seudoeuclideano de los vectores x e y tales que

ix) y Wyl son diferentes de cero, relativo a la orientacién
del plano seudoeuclideano determinada por la funcién determi-
nante normada A Debe notarse que 6 cambia de signo cuando se
permutah xey.

1.5 Espacios seudoeuclideanos de dimensién n e indice n-1.

El plano seudoeuclideano es un caso particular de los espa-
cios seudoeuclideanos de dimensién n e indice s=n-I1 acerca de
los cuales vamos a tratar ahora. Previamente introduciremos
nuevos conceptos que emplearemos a continuacién.

Definicién 1.5.1. Se llama niicleo de una funcién bilineal simé-
trica ¥ definida sobre un espacio vectorial V al subespacio K de-
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nnido por

K=y eV ¥(xy =0, paratodox € V}.

Se llama rango de ¥ a la diferencia entre la dimensiones de V v
de K.

En esta seccién supondremos que E es un espacio seudoeu-
clideanc de dimensién n e indice n-1, es decir ques=n-I1ys'= 1.

~ Dado un vector temporal unitario cualquiera z, la restric-
¢ién de & al subespacio de dimensién 1 generado por z es, eviden-
temente, definida negativa; y, por cuanto s’ es igual a 1, dicho
subespacio puede representarse por E~ en la presente seccion,
haciendo uso de la notacién introducida en el enunciade de la
propesicién 1.2.3. En virtud de dicha proposicién cada vector xeE
puede expresarse de una tinica manera en laforma

x=Az+y, (z12)=-1, (z1y)=0, (yly)201]. 1.5.1)

donde y pertenece al subespacio (E™MX, que podemos designar
ahora por E*, subespacio en que la restriccién de ¢ es definida
positiva; y por consiguiente es (yly) > salvo el caso en que y = 0,
en el cual, por ser x = 7z, x es necesariamente temporal o nulo. En
particular es (x|y) > 0 si x es luminico o espacial. Se sigue de
(1.5.1)que

(xlx)=(Rz+ylAz+y)=-22+(yly),

de donde resulita que

Sixesespacial, es 22 < (yly)
Sixestemporal, es 22 >(yly) (1.5.2)
Si x es luminico, es 22 = (yly).
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Proposicion 1.5.2. Se cumplen las propiedades siguientes:

(1) dos vectores temporales nunca son ortogonales,

(2) un vector temporal nunca es ortogonal a un vector lumi-
nico,

(3) dos vectores luminicos son ortogonales si y sélo si son
linealmente dependientes,

(4) El complemento -ortogonal de un vector luminico es un
subespacio (n~I1) — dimensional E; de E en que la restriccién del
producto interno es una funcién semidefinida positiva cuyo
rango esigual an-2.

Demeostracion. Sea z un vector temporal unitario cualquiera da

(1) Para demostrar la primera parte basta probar, evidente-
mente, que si z; es un vector temporal entonces es (z;12) # 0. En
virtud de (1.5.1) podemos escribir

zp=lz+y;, [(212=-1, (zly)=0,(y;ly)20) (1.5.3)

Ahora bien, por (1.5.2), se tiene 22 > (y; | y;) = 0; por consiguiente es
1+ #0,yresulta

(z;12) = Mz12) 0.

(2) Debe demostrarse ahora que si [/ es un vector luminico
cualquiera, no puede ser ortogonal al vector temporal unitario z.
La ecuacién (1.5.1) y la observacién que le sigue nos permite
escribir

=%z +y, [(zlz)==1, (zly)=0, (yiy)>0]

Yy puesto qué de (1.5.2) se deduce que x2 = (yly) > 0 y por consi-

guiente [ =0, resulta que

(lz)=MAz1z) #0.



(3) Sean I; y Il dos vectores luminicos ortogonales. Podemos
escribir ahora,

Li=Az+y;, lag=Az+y9
(z12)=-1, (ly)=(lyld=0, (y;ly)>0, (y2lyl)>01

Se obtiene entonces

(1l =z +y11 Aoz +y9) = A1 (212) + (y1 1 y9),

y por tanto, en virtud de la hipétesis,

~Ahg+(y1ly2) =0; (1.5.4)

y por la misma razdn se tiene

(11 ll]) =(XIZ +y1'IA.IZ+y1)=—(7.1)2+(y1 |y1)=0,

de donde se deduce que (A))2 = (y;ly;). Y, semejantemente se com-
prueba que (x9)2 = (yo | y9). Ahora bien, de (1.5.4) resulta que

W2 (202 = (y1 | y)2,

y por tanto
o1y (2lys) =(y11y9)2 - (1.5.5)

Los vectores yj, ¥o pertenecen al complemento ortogonal de 2, es-
pacio en el que el producto interno es definido positivo, y (1.5.5)
muestra que, para dichos vectores, la desigualdad de Schwarz se
reduce a una igualdad, luego, segin es sabido, y; e yg son lineal-

mente dependientes, y por tanto es y, =2y;; luego (1.5.4) toma la
forma

QiAo+ (y1lAy) ==A125+ A (y;1y9) =0,
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de donde se deduce que

Aihg=A212,

y por consiguiente
Ao =24,

Podemos escribir finaimente

12=M12+Ay1 =H1,

2s decir que /; y I son linealmente dependientes.
Reciprocamente, sily = A/}, se tiene

A1) =51 A0y = M, 1) = 0.

(4) Sil es un vector luminico cualquiera se tiene

l=Mz+y;, [zl2)=-1, (zly)=0, (y;lyp) >0l

Ademass es

A1) =12 +(y;ly) =0,

7 por tanto 2; = #V (y;ly;). Luego el vector luminico / puede expre-
;arse en una de las formas '

I=V(y;ly).z+y; obien I'==V(y;ly). 2z +y;, (1.5.6)

londe (z12) = -1, (zly;) = 0; ademds, se observa inmediatamente
lue cada vector de una de esas dos formas es un vector luminico.
>robaremos en primer lugar que el conjunto de los vectores de E
jue son ortogonales a un vector luminico dado de una de las dos
eferidas formas (1.5.6), constituye un subespacio E; de dimen-
ién n-1.
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Consideremos un vector luminico [ de la primera forma. Si
x es un vector cualquiera de E ortogonal a I/, que mediante (1.5.1)
se expresa en la forma 2z+y, donde (z1y) = 0, se tiene

1) =-AVy; ly )+ ly)=0,

y por consiguiente es
(ylyp
 Voily)
Es decir que todo vector x ortogonal a ! se expresa en la for-
ma
olyy
x= Y zZ+Yy, yeEt

VO1ly)

Inversamente, se cumprueba inmediatamente que todos los
vectores x de esta forma son ortogonales a [, y constituyen por
tanto el subespacio vectorial E; -de los vectores ortogonales a . La
aplicacién
(y!yl)

€ B+ 5 —=—=2z+y
Y V(y;lyy)

del subespacio E* en E; esinyectiva porque de la igualdad

_(yly1) Z+y= ____(y’ly,) zZ+ 1.5.7)
Voip 0T oy s

donde (zly) = (z1y) = 0, se deduce, llevando a cabo el producto
interno de ambos miembros por 2, que (yly) = (yly), y por tanto
resulta de (1.5.7) que y = y". Se ve de inmediato que dicha aplica-
cién es un isomorfismo de E+ sobre E;. Luego E; es de la misma
dimensién que E* o sea n-1.



Una demostracién semejante puede hacerse en el caso de un
vector luminico !’ de la segunda forma (1.5.6).

Para demostrar finalmente que la restriccién del producto
interno al espacio E; tiene rango n-2 basta demostrar que la
dimensién de sunicleces1.

Sea y; un vector del nucleo de la restriccién de ¢ a Eq, tal, por
tanto, que

(y;!y)=0 paratodo y € E;.

Esta dltima condicién implica, por cuanto y; e E;, que
&1!y;) = 0, 0 sea que y es un vector luminico. Segin la propiedad
(3), ya demostrada, puesto que [ e y; son vectores luminicos orto-
gonales, y; debe ser linealmente dependiente de . Dado que y; es
un elemento cualquiera del nicleo resulta que éste es el subespa-
cio de E; de dimensidn 1 generado porl.

1.6. Conos del futuro y conos del pasado. Seguiremos consi-
derando aqui un espacio seudoeuclideano E de dimensiéon n e
indice n-1.

El conjunto T de sus vectores temporales, o sea de aquellos
vectores z para los cuales es (z12) < 0 se descompone en dos sub-
conjuntos T* y T~ de la manera siguiente. Definamos en T una
relacién de equivalencia de la manera siguiente: Dos elementos
21y 25 de T son equivalentes si

(21 129) < 0.

Las propiedades de simetria y reflexividad de esta relacién
son evidentes. Demostraremos la transitividad. Sean z;, 25 23
tres vectores temporales tales que (z;129) < 0y (z9123) < 0. Debemos
probar que es ‘z;izs) < 0. Podemos suponer, sin pérdida de
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generalidad, que 25 es un vector unitario, es decir que (z9l29) = 1.
Segin (1.5.1) puede escribirse parai=1, 3,

z;=Azg+y; donde A =-—(z;lz9) 1.6.1)

ey; y3estdn en el complemento ortogonal F de zo. Resulta de aqui
que

(z12) =—(2)2 + (; 3y, (1.6.2)

(z1123) =(Ajz9 +y; | Ag20+y3) =—A1A3+ (1 ly2) (1.6.3)

De (1.6.2) se sigue, puesto que z; y 25 son temporales, que

(ily)<nP , i=13. (1.6.4)

Ahora bien, sabemos que la restriccién del producto interno
es definida positiva en el espacio F, luego puede ser aplicada la
desigualdad de Schwarz a los vectores y; e y3, y se obtiene

O1lya2 <Oyply) (vslys) <(A)2 (Ag?,

y por tanto
My lygl <2525,

Se deduce de aqui que el signo de (z;1z3), que es el del dltimo
miembro de la ecuacién (1.6.3), es el signo de —xig, 0 sea nega-
tivo, por cuanto, segin (1.6.1), es 4, = <(z;129) > O parai =1, 3. Con
lo cual queda establecida la propiedad transitiva de nuestra rela-
cién.

La relacién de equivalencia que hemos introducido entre
los vectores temporales permite dividir al conjunto de todos ellos
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en dos subconjuntos disjuntos que son las clases de equivalen-
cia. Dado un vector temporal z; arbitrario, si z es cualquier otro
vector temporal, o bien es (z;12) < 0, y entonces z pertenece a la
misma clase que z;, o bien es (z;1-2) < 0, y entonces z pertenece a
la misma clase que -z;. Son esos subconjuntos los que llamare-
mosT+yT".

Los subconjuntos Tt y T~ son convexos, pues si z; y zg per-
tenecen a uno de ellos, y por tanto es (z71z9) < 0, entonces para
0<t<1 se tiene

(tzg+(1-1) 21l tzo +(1-t)zy) =12 (29l 29) + 2t (1-t) (29 2)
+(1-t2 (z;12) <0

y por tanto tz; + (1-t)z5 es un vector temporal; el cual, por cuanto es
(t22+(1—t)21lz,)=t(zglzl)+(1—t)(zlilzl)<0,
pertenece a la misma clase que z; y zo.
Es claro que el conjunto T de los vectores temporales no es
convexo, porque si z; y zo son vectores que pertenecen a clases

disjuntas, es decir tales que (z;129) > 0, entonces la funcién con-
tinua '

t v (tzg +(1-z 12)) (0<t<1),

que toma el valor (z;1z;) < 0 para t = 0, toma el valor (zgl2) > 0
para t=1. Por consiguiente existe un valor t, (0 £ t,<1) para el cual
es

(tozg+(1-1,)z)) =0,
lo que prueba que T no es convexo.
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1.7 Rotaciones del plano seudoeuclideano.

Definicion 1.7.1. Se llama rotacion del espacio seudoeu-
clideano E a una transformacién lineal ¢ de E en s{ mismo ~ tal
que

(pxloy) =(xly), (1.7.1)

es decir que conserva el producto interno. ¢ es sobreyectiva por-
que sifuera gx = ¢y se tendria

(x-v,2) = (@x—y) | ) = ((x) — (3} L @2) = 0,

para todo z de E; de donde resulta que x = y. Por cuanto E es de di-
mensién finita, ¢ es entonces un automorfismo. Es evidente, ade-
més, que transforma a los vectores espaciales, temporales y
luminicos en vectores de la misma naturaleza respectivamente.

Supongamos ahora que E es el plano euclideano y que ¢ es
una rotacién del mismo. Vamos a suponer en adelante que se
cumple la condicién

det ¢ >0, (1.7.2)

lo cual implica que ¢ trasforma a cada base de E .en otra de la mis-
ma orientacién 1),

Seguin hemos visto en la seccién 1.4, el cono de luz se reduce
a dos rectas engendradas por dos vectores luminicos I; y Iy que
constituyen unabase, tales que ({;11;) =0, (Ig1l9) =0, (i; 1) =-1.

Puesto que (x|x) = 0 implica que (¢xlgx) = 0, cada vector lu-
minico se transforma en otro vector luminico. Resulta, en parti-

1) Tole, Algebra lineal Il {Algebra exterior). IMUNI {1968), corolario 1 de la proposicién 2.3.1.
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cular, que las rectas engendradas por /; y I, o bien se transforma
cada una en si misma o bien cada una de ellas se transforma en
la otra. Si este ultimo fuera el caso se tendria que ¢y = 4l y ¢lg =
2917, por tanto ¢ transformaria a la base (I;, Ig) en la base {1;ly, 1!}
que pertenece a la orientacién opuesta, en contradiccién con la
suposicién (1.7.2.). Por consiguiente deben cumplirse relaciones
delaforma ¢l; =211 y 2 = 2olp. Se deduce entonces que '

“Adg=2A1Ag Iy Vi) = (gl ) gly) =1y Hly) =~1,
y por consiguiente ;49 = 1. Si escribimos 4; = A, tendremos que A9 =

1/»,y por tanto

¢l1=211 Yy (d2= _—. (173)

Dados dos nimeros cualesquiera a y ¢, diferentes de cero, se
comprueba mediante un sencillo cdleulo que los vectores

1 1 c
er= = (I;-a%ly) , eg= “‘5.[( 7l +acls), 1.7.4)

constituyen una base de E tal que para cada vector ¢ = £;e; + &g se
cumple la relacién

(xlx)=a2&;2-c2tP.
De (1.7.4) se deduce

1 a I e €
;= —‘/—:“2:((21-1~ c—eg), lg= ‘7:2——( e T a‘g—). (1.7.5)

Empleando las formiulas (1.7.3) resulta
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1 1 ¢ 1
X == 53 (l+7)§1+ 5a A=
[~
1 a 1 1

|7 (5 G- 7)o+ 5

)égileI

1 ,
(l+'z— )52:! eo.

Si designamos ahora por §" y &' a las componentes de &' = ¢x res-
pecto de la base {e;, ey}, se obtienen las formulas de transforma-

cion
[ 1 1 ¢ 1
b= |5 Ok i 5o G-
(1 1 1
Go'= 5 (& C-7)&+35

—

y si U es el mimero definido por la relacién

puede escribirse

&1 -

)52] er,

1
A+ 71‘)52} eo;

- — v+

2

gy
—~
]
AN
1
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En el caso particular en que es
(x1x) = £2 252,
es decir en que a=1, y en que labase (1.7.4) se reduce por tanto a

1 c

€= “‘/2: (II—Zy > €9 = '—2— (21+12),

las férmulas anteriores toman la forma

, N

- &+ &
&1 — vés c2
=, &= ,(1.7.6)
1/2 1/2
v? 02‘]
1- —  J—
c2 c2
—t

las cuales desempeiian un papel de capital importancia en la
teoria de la relatividad, en la que, como veremos en el pardgrafo
siguiente toman el nombre de férmulas de transformacién de
Lorentz.

Consideremos ahora una nueva base formada por los vec-
tores e; v (1/c)esy, que seguiremos designando por e; y ey respec-
tivamente. Dicha base, como es fdcil comprobar, es ortonormal.
Respecto de ella las componentes del vector x, que designaremos
por £ y u, son dadas por ¢ = £ ¥ n = ¢éy; y las de x', que designa-
remos por ¢’ y 7, son ¢ = &'y ' = ¢&', de modo que las férmulas
(1.7.6) cambian en
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§- — - &+
c
é’: s 1]': —_—
1/2 1/2
c? v
- 5 1-7;

y si definimos a 6 de modo que

v
1 — —
¢
cosh 0= , Senh@= ,
1/2 1/2
2 2
lI- — ] - —
c? c?

las férmulas toman la forma

£ =& cosh 6+nsenh @
(1.7.D
7' =& senh 8+ cosh 6

que presentan evidente analogia con las férmulas de rotacién del
plano euclideano y corresporiden a una rotacion del plano seudo-

euclideano en el dngulo seudoeuclideano 6.

Puede observarse que se cumple la relacién

(Er2-MmP=E-12 (1.7.8)

yportanto, que jx = 1x"} . Setiene ademads que
(2 -2l =lx§ ga'b.
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De (1.7.7) resulta que

(xlx’)=EE—~mm =(E2-72) cosh 6,

y puesto que cosh 6 > 0, se deduce que (x/x7) y €2 — 12 tienen el
mismo signo. Las proposiciones 1.4.1 y 1.4.2 implican entoncces
que si x es un vector espacial, en cuyo caso x’ también lo es, am-
bos estan en uno de los sectores S; 0 Sg; y si x es temporal, en cuyo
caso también lo es x’, ambos est4n en uno de los sectores T* o T

Se deduce también de (1.7.7), supuesto que x es espacial o
temporal, y teniendo en cuenta las observaciones precedentes y el
ejemplo de la seccién 1.3

(xlx) - xIx)|
coshf= ——+ = ———— .y
: g2_p2 lxl . 1x)
o~ gn-¢m Alx, y)
sen U= 2-m¢ = Izl . 1x'|

es decir que si x es un vector cualquiera, temporal o espacial, 8es
el dngulo seudoeuclideano constante que hace con su imagen x'.

Las férmulas (1.7.7) puede interpretarse también, como es

sabido, como ecuaciones de cambio de la base ortonormal le;, e}

en una nueva base le;’, e57, que es también ortonormal, dada por
las férmulas

e;’ =ejcosh 6—eysenh 0
eg’'=ej senh 6-eycosh 0

e;' y ey son ambos espaciales. Se tiene que (ejle;?) = cosh 6 > 0,
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luego ambos vectores estdn en el mismo sector S; o Sy. El dngulo

9 que hacen es tal que
cosh 8'=(e;le;’) =cosh 6,

1 0
senh 6 = Aley, e;) = =-senh 6.
cosh 6 -senh 8

Por tantoe; ye; hacen un dnguloigual a-6.

es y e’ son temporales. Se tiene (egleg) = —cosh 6 < 0, luego

ambos vectores estdn en el mismo sector T+ o T—. El dngulo 6"
que hacen es tal que

cosh 8" =(egley’) = cosh 6,

0 1
senh 6" = Aleg, e5) = =-senh 6.
senh 6 —cosh 0

Luego el dngulo de e y ey’ es también 0.

Podemos establecer por consiguiente que las ecuaciones
(1.7.7), ¥y por tanto lus ecuaciones (1.7.6) son las ecuaciones de
cambiodelabase ortonormal (e, eg) porlabase ortonormal {e;,
eo'l mediante una rotacién seudoeuclideana de dngulo —6.

2. Elespacio de Minkowski y la transformacion de Lorentz

2.1. Introduceién. Nuestro propdsito en este pardgrafo es mostrar
la forma odmo el concepto algebraico de espacio seudoeuclideano
tiene aplicacién en la teoria de la relatividad especial. No nos de-
tendremos, per esa razén, en los aspectos fisicos, sino en cuanto
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sea estrictamente necesario para cumplir nuestro objetivo. Es asi
como, por ejemplo, no intentaremos justificar la utilizacién de
funciones lineales para expresar las transformaciones de que
trataremos. Tal justificacién se funda en hipétesis fisicas acerca
de la homogeneidad e isotropia del espacio, y puede encontrarse
en las obras dedicadas a la teoria de la relatividad. Tampoco nos
ocuparemos en probar que esas funciones lineales pueden
reducirse a la forma simple (2.2.1) debido a razones semejantes.
Menos atin podremos detenernos en las complejas conside-
raciones experimentales y teéricas que condujeron a Albert
Einstein a establecer los principios en que se funda la teoria de la
relatividad especial. De esa manera, por cuanto el propdsito de
esta nota es principalmente de orden matemdtico, haremos uso de
un procedimiento en el que, si bien prestamos muy escasa aten-
¢ién a las razones de orden fisico, hacemos uso de un lenguaje
que trata de no desconocer la significacién fisica de la cuestién
que nos interesa examinar,

2.2, El universo de la teoria de la relatividad especial.
Definiciones I: Universo y sistemas inerciales.
Llamaremos universo al par formado por:

1) Un espacio afin real U de 4 dimensiones, que estd asocia-
do a un espacio vectorial V, que es por tanto también de 4 dimen-
siones. Cada punto de U se llama suceso del universo o simple-
mente suceso.

2) Un conjunto infinito de elementos: S, S', S" ..., lamados
sistemas inerciales que cumplen las siguientes condiciones:

Dado un sistema inercial S, si S' es otro sistema inercial
cualquiera, existen en U los referenciales

R(S) = (0; {eb ez, 839 6 })}
y R(S,S) =(0; le'j,e'9,€'3,60')
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y es determinadé un nidmero positivo v = v (S, S') que se llama
velocidad del sistema S' respecto del sistema S. Si(x, v, 2z, 1) y (%,
¥, 2, t) designan a las coordenadas de un suceso cualquiera
respecto de R(S) y R(S, S") respectivamente, las ecuaciones de

cambio de coordenadas entre esos referenciales tienen la forma

x'=A(x-vt)
y=y

2'=z
t'=Bx+Ct

El determinante A(C + Bu) de este sistema de ecuaciones
lineales es, segin se sabe, diferente de cero. Supondremos ade-
mds que A y C son positivos, de manera que, parat =0,xy x’ tie-
nen el mismo signo, y que ¢ es creciente al mismo tiempo quet.

Diremos que (x, ¥, 2, t) y (x', ¥, 2’, ) son las coordenadas
espacio—temporales del suceso considerado, para los respectivos
sistemas y referenciales. Los tres primieros ejes se llaman ejes
espaciales y las correspondientes coordenadas se llaman
coordenadas espaciales; y el cuarto eje se llama eje temporal y la
correspondiente coordenada se llama coordenada temporal.
Diremos entonces que el suceso tiene lugar, o bien que ocurre, en
el punto (x, y, z) y en el instante t, para el sistema S, y en el punto
(x', ¥, z) y el instante ¢’ para el sistema S'. Diremos también
que los referenciales R(S) y R(S, S") son referenciales acordados
de los sistemas Sy S', que al referencial R(S) de S le corresponde
¢l referencial R(S, S') de S' acordado con él, y que el referencial
R(S) pertenece al sistema S y el referencial R(S, S') al sistema
R

Lainversién del sistema (2.2.1) conduce a las ecuaciones
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x=(Cx'+Avt)/A(C+Bv)

y=y

z=2' (2.2.2)
t=(-Bx'+At)/AC +Bv)

De los sistemas (2.2.1) y (2.2.2) se deduce que las bases de V, [e,
eg, €3, 61 y lej, eg’, e3’, 67, asociadas a los referenciales R(S) y R(S,
S') estan relacionadas por las ecuaciones de cambios de base

e;=Ae;’+BE ,eg=ey’ ,eg3=e3",0=DBe,"+ Y (2.2.3)
y

., Ce-B8 -, , . ve;+ 6 2.2.4)
e;'= ————— ,ey’=e3, ez =e3, = —— . (22
! A(C +Bv) 2725 C+Bv

Definiciones II: Trayectorias y velocidad de la luz.

Dado un sistema referencial cualquiera S, sean (x, y, z, 1)
las coordenadas de un suceso referido al referencial R(S). Se
llama trayectoria en el sistema S u observada en dicho sistemas,
a una curva diferenciable del espacio xyz definida por las ecua-
ciones paramétricas.

x=xlt] , y=ylt] , z=2[t] , a<t <b.
Una trayectoria define por tanto a un conjunto de sucesos (%,
¥, 2, t); y la velocidad en cada uno de sus puntos se define de la
manera que es usual en el andlisis, es decir como el vector cuyas

componentes son las derivadas x'(t], y ¢], 2Tt

Si introducimos en las ecuaciones paramétricas escritas
anteriormente las férmulas (2.2.2), se obtienen las relaciones
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(Cx' + Avt)JA(C + Bv) = x [(-Bx' + At’) |A(C + Bv)),
y =y [(-Bx'+At)/A(C + Bv)],
2 =z[(Bx"+At)/AC + Bv)j,

Si la primera de estas ecuaciones admite una solucién x° =
x'[t']paraa’<t'<b’diremos que las ecuaciones

x'=x"[t],
y =y [(-Bx'[t1+At'/A(C+Buv)]=y"It],
Z'=2{(-Bx’[tT+At'JA(C+Bv=2z'[t"],

representan, en el sistema S, a la parte de la trayectoria corres-
pondiente al intervalo de la variable ¢ comprendido entre los ins
tantes de los sucesos cuyas coordenadas en el referencial R(S, S')
Son

Gla’ly'la’], z2[a’],a) y 67, y'[b'],2'[b’], b))

Consideremos ahora en el sistema S' una trayectoria recti-
linea de velocidad constante, es decir dada por ecuaciones de la
forma

x'=qt’'+f, y=yt'+8, 2= t'+{, (@'<t'<b). (2.2.5)

Las ecuaciones de la trayectoria en el sistema S se obtienen de las
relaciones

Ax-Avt= a(Bx+Ct)+
y=yBx+Ct)+6
z= € (Bx+Ct)+ L

Si admitimos que se cumple la condicién.

A-Ba#0, (2.2.6)
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resulta de la primera de las tres ecuaciones antericres que

(Ca+Auv)t+ B
= TTAZBa

luego, sustituyendo este valor en las otras dos se pueden obtener
las ecuaciones de la trayectoria y se ve que las componentes del
vector velocidad para cualquier valor det es

Ca+Av C+Bv C+B
A-Ba A-BaY’ A_Ba 4

(2.2.7)

Se ve de esta manera que para el sistema S la trayectoria es tam-
bién rectilinea y de velocidad constante.

Si consideramos, en particular, en el sistema S, 1a trayec-
toria de velocidad nula de ecuaciones paramétricas

X =Xp > y":yo’ » 2 =Zo'r

formada por sucesos que tienen coordenadas espaciales idénti-
cas, sus ecuaciones en el sistema S son

x=vt+(1]A)x," , y=y, , z=2,"

Es pues una trayectoria rectilinea de velocidad constante. Es
decir que el conjunto de todos los sucesos cuyas coordenadas
espaciales relativas al referencial R(S, S§) son numeros cons-
tantes x,, y,, 2,” determina en el sistema S, una trayectoria
rectilinea paralela al eje x, de velocidad constante v. En este sen-
tido podemos considerar justificada la denominacién de velo-
cidad del sistema S' relativa al sistema S que hemos dado al
niimerov, y afiudir que esa velocidad es paralela al eje x.
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El siguiente es uno de los postulados fundamentales de
teoria de la relatividad especial.

Postulado de Einstein de la teoria de la relatividad es-
pecial:

Cada trayectoria rectilinea develocidad constante igual
al nimero ¢ —que se llama velocidad de la luz-, dada en un
sistema inercial S, es también una trayectoria rectilinea de
velocidad constante ¢ en cualquier otro sistema inercial S'.

Consideremos en S' una trayectoria (2.2.5) situada en el pla-

no xy, tal, por consiguiente, que es € ={=0. Si la velocidad de esa
trayectoria es la velocidad ¢ de la luz, se tendrd que

2+P=c2

Las componentes de la velocidad de esa trayectoria para el
sistema S son dadas por (2.2.7), y se reducen a

Ca+v AC+Bv
A-Ba  A-Ba

Segin el postulado anterior, cualquiera que sea o se deberd tener
(Ca+Av)2 +(C+Bv)2A2(c?-02)-c2(A-Ba)? =0,

y por tanto deben cumplirse las relaciones

C2-A2(C+Bv)2-B2c2=0, (2.2.8)
ACv+ABc2=0, (2.2.9)
A202 + A2(C+Bu)2c2-A2c2=0. (2.2.10)

la solucién de este sistema de ecuaciones en las incégnitas A2, B2,
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C2 es dada por

1 v2/c4
2=

A2=C2= —— , B s
1-v2/c2 1-v2/c2

Como ya hemos sefialado, A y C son positivos; luego se tiene que

1

A=C= (1-v2/c2)1/2

Ademis, de (2.2.9) se sigue que B =-Cuv/c?; por tanto

-v/c?

B= a2

Por consiguiente las férmulas de transformacién, llama-
das férmulas de transformacién de Lorentz, tienen la forma

x—ut (~v/cd)x+t

(W yy=y,2 =2, ' = (W . (2211)

’

Las férmulas de la transformacién inversa son entonces
las siguientes

x'+ot /e’ +t"
= Qg2 jeyiiz HYEY S ESZL U= a1z o (2.2.12)

que tienen forma enteramente semejante a las anteriores salvo
el cambio de v por-v

Puesto que las coordenadas espacio-temporales de un suce-
so cualquiera del universo deben ser reales para todo sistema
inercial, las férmulas anteriores implican que la velocidad de
un sistema inercial cualquiera respecto de otro no puede ser
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mayor que la velocidad ¢ de la luz, lo cual constituye una con
secuencia notable de la teoria de la relatividad especial.
1

Sirepresentamos por p a la expresién = la
P (1-v2/c2)1/2

féormulas (2.2.3) y (2.2.4) que dan las relaciones entre las bases
asociadas a los referenciales R(S) y R(S, S§) se escriben en la
form?‘_

e;=ples'+(v/c2b) , 0=plve; +90), (2.2.13)

<

e;'=ple;+(v/c28) , 6 =p(ve;+0. (2.2.14)

2.3 Invariantes delateoria delarelatividad especial.

Supongamos que es dado un sistema inercial S. Sean (x,y, 2,
ty &, ¥, 2°, t) las coordenadas de un suceso cualguiera P res-
pecto de dos referenciales acordados R(S) y R(S, S) donde S es
un sistema inercial arbitrario. Las férmulas (2.2.12) permiten
establecer, mediante un sencillo cdlculo que se cumple la
igualdad

X2y +22-c22 = x24y2422-¢c242,

Esta relaciéon prueba que dado un sistema inercial S la
expresion x? + y2 + 22 — ¢2¢2 tiene un valor invariante para cada
suceso, cualquiera que sex el sistema inercial en el que sean
determinadas sus coordenadas espacio-temporales. En forma
abreviada se dice simplemente que dicha expresién es un inva-
riante de la teoria de la relatividad especial.
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Dados dos sucesos cualesquiera P; y Py, cuyas coordenadas
respecto de dos sistemas inerciales son

Coyozpt) y (6Ly20t), (1=1,2),
se cumple que
02(t2‘~t1')2—(x2'—11’)2=02(t2—t1)2—(x2—x1)2.

es decir que la expresién ¢? (t; — t1)2 - (xg — )2 es un invariante
que podemos considerar como la distancia espacio-temporal
entre los sucesos P; y Ps.

24 Espacio de Minkowski.

Nos proponemos ahora introducir en el espacio vectorial V
una estructura de espacio seudoeuclideano de dimensién 4 e indi-
ce 3, que guarde relacién con la estructura del universo, a cuyo
fin debemos probar que podemos definir en él, adecuadamente,
una funcién bilineal simétrica no degenerada e indefinida.

Partimos, como en la seccién anterior, de la consideracién
“de un sistema inercial cualquiera S dado. Definamos en V la
funcién bilineal, simétrica y no degenerada ¢ tal que, dados los
vectores cualesquiera

vy=Xxje;+yea+zie3+t;0 y Uo=xge;+yoea+zoeg+106

donde {e;, o, e3, 6 es la base de U asociada al referencial R(S), se
tiene

Dy, Vo) =x1x9 +¥1Y2 + 2129~ CZ1 Lo (2.3.1)

Segiin hemos establecido en la seccién precedente, el segun-
do miembro de (2.3.1) tiene el mismo valor cualquiera que sea el
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sistema inercial que se considere, por cuanto (x; y; z; &), i=12,
son las coordenadas del suceso P; tal que v; es el vector que co-
rresponde al par de puntos (0, P; ) del espacio afin U.

El espacio V, provisto del producto interno dado por la fér-
mula -

(vylvg) = Dvy, vy),

es evidentemente un espacio vectorial seudoeuclideano de dimen-
sién 4 e indice 3 que se llama espacio de Minkowski, y por tanto
el espacio U es un espacio afin asociado al espacio de Minkowski,
al cual, siempre que no haya lugar a confusién, llamaremos
también espacio de Minkowski, y constituye una representacién
del universo relativa a un sistema inercial cualquiera S al que
se distingue como sistema en estado de reposo.

Si designamos por ¢ a la aplicacién del espacio seudoeucli-
deano V sobre si mismo que hace corresponder a los vectores

Vi=Xx;€; +y1€2+2163+t16 Y Ug=Xx9€;+Yygeo+2oeg +f29

los vectores

vi'=xse +ylea+ziez+t’8 y Up'=xp'er+yglen’ +2p'e3+15°0

respectivamente, de modo que los componentes se transformen
mediante las férmulas (2.2.11), se puede comprobar de inmediato
que se cumple la relacién

(vglvg)=(vy"1vg) = (gus g,

y por tanto ¢ es una rotacién seudoeuclideana del espacio V, lo
cual puede deducirse también por simple comparacién de las fér-
mulas (2.2.11) con las férmulas (1.7.6).
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Sin embargo, para nuestros fines, las férmulas (2.2.11) pue-
den ser interpretadas, slegfm ya sefialamos, como correspon-
dientes al cambio de la base {e;, ey, e3 6 asociada al referencial
R(S) por la base {e;’, eg, e3’, 6] asociada al referencial R(S, S,
resultante de una rotacién no euclideana en que los vectores ey y
ez quedan invariables y los vectores e; y e3 cambian en los vec-
torese;'y ¢’

25 Composicion de velocidades. Como tinico ejemplo de apli-
caciéon de las férmulas de Lorentz nos limitaremos aqui a probar
la célebre férmula de Einstein de la suma de velocidades.

Consideremos los sistemas inerciales S y S' referidos a sus
referenciales R(S) y R(S, S'). Si suponemos en S' un mévil que se
desplaza paralelamente al eje x’ con velocidad constante u’, sus
sucesivas posiciones en el espacio U constituyen sucesos que dan
lugar a una trayectoria rectilinea cuyas ecuaciones en el sistema
S'son

’ ’ ’ ’ r [
x=ut, y=yo 2=2,

Para obtener las ecuaciones de esta trayectoria en el sistema S
debemos sustituir x°, ¥, 2’ y ¢ por sus valores en (2.2.11). Se ob-
tiene

x-vt . (v/cYx+t
-tz " Tq_ezemrz Y TYerETe

Las ecuaciones de la trayectoria son por consiguiente

u'+v
x= |/ | t,y=y,,2=2,
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La velocidad de esta trayectoria es la velocidad del mévil respec-
to del sistema S, y su valor es

u'+v

u'v
4o
2

quees la férmula de Einstein de suma de las velocidades.

3. REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FORMULAS DE
TRANSFORMACION DE LORENZ..

En este pardgrafo vamos a tratar acerca de una manera de
representar grificamente las férmulas de Lorentz con el objeto
de mostrar en qué forma el espacio de Minkowski permite expre-
sar algunas propiedades del universo fisico que resultan de la
teoria de la relatividad especial.

3.1 La representacién grafica. Consideremos un sistema iner-
cial S en el que es dado un referencial R(S) respecto del cual las
coordenadas de un suceso genérico son (x, y, 2, t). Para cada otro
sistema inercial S' se da un referencial R(S, S") concordado con
R(S, S'), respecto del cual las coordenadas del mismo suceso son
(x', ¥, 2, t) que estdn relacionadas con las precedentes por las
ecuaciones de transformacién de Lorentz (2.2.11), de las cuales
sélo nos interesa considerar la primera y la cuarta. Dichas fér-
mulas pueden ser escritas de manera simétrica, adecuada a
nuestro fin, si introducimos la notacién

™
]
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y, ademds, sustituimos la variables ¢ y ¢’ del tiempo por las nue-
vas variables

w=ct y w'=ct

respectivamente. Entonces las ecuaciones de Lorentz toman la -
forma

x-Pw w-fx
= — |, w= ———— (3.2.1)
Vi-f Vi-p

Para representar grafi- f \

camente la relacién que w
existe entre las variables w

(x, w y (x, w) conside-
remos en el plano un si-
tema de coordenadas car-
tesianas ortogonales xw,
en cuyos dos ejes adopta-
mos la misma unidad de
longitud. - Cada suceso
puede representarse en-
tonces, en dicho plano,
mediante un punto P cu-
yas coordenadas (x, w)
son las que corresponden
al suceso, respecto del re-
ferencial del sistema inercial S. En ocasiones designaremos por
P al suceso que corresponde a dicho punto.

Las ecuaciones (3.2.1) pueden interpretarse como férmulas
de cambio del sistema de coordenadas xw en el sistema x'w’, la
posicién de cuyos ejes vamos a determinar.
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El sistema de ecuaciones. (3.2.1) tiene una inversa que es
dada por las férmulas

x+fw’ w'+fx
x= ——ﬁ N w= -——"—’ﬁ . (32.2)

Vi-g VI-F

Para determinar los ejes x" y w’ podemos proceder como
sigue: El eje x' estd formado por los puntos para los cuales es w’ =
0; luego se deduce de la segunda férmula (3.2.1) que su ecuacién
respecto del sistema de coordenadas xw es

w= fx,

v por tanto es la recta que pasa por el origen y hace con el gje x un

"angulo o tal que tg o = B. Puesto que la velocidad v es menor que la

velocidad ¢ de la luz en valor absoluto, debe ser 1B1<1; es decir
que el eje x’, cuyo coeficiente angular depende de v, hace con el
eje x un angulo menor de 45 grados.

Semejantemente, la ecuacién del eje w’, cuyos puntos cum-
pien lacondiciénx’ =0, es

x = fw.

Por tanto dicho eje es la recta que pasa por el origen y hace con el
eje w el dangulo «. Resulta as{ que la bisectriz del dngulo que for-
man los ejes x" y w’ coincide con la bisectriz del primer cuadran-
te.

Para determinar las unidades de longitud sobre los ejes x" y
w’ basta que daeterminemos las coordenadas x y w de los puntos
para los cuales las coordenadas en el sistema xw’ son (1, 0) y
(0,1). Las del primero son

56



1
x= — , w= —*——ﬁ R 3.2.3)
VI-fF VI-p
y las del segundo son

. b -
x= m , w= W (3.2.4)

Luego, en ambos ejes la unidad de longitud dela escala esigual a

V22 +w?= 1+F > 1
Vip

Un suceso cualquiera P (figura 2) cuyas coordenadas espa-
cio-temporales para el sistema S son (x,t) es. representado por el
punto cuyas coordenadas en el plano xw son x y w = ct. Si las coor-
denadas del mismo punto relativas al sistema de coordenadas
x'w’ son (x, w'); medidas con la escala que corresponide a esos
ejes, entonces sus coordenadas espacio~temporales para el sis-
temaS'sonx’'y t'=w'/c.

La determinacién de la unidad de la escala de los ejes x" y
w’ que corresponden a un determinado valor de g puede llevarse a
cabo graficamente de la manera siguiente. La ecuacién, relativa
al sistema de coordenadas xw, del lugar geométrico de los puntos
cuyas coordenadas son (1, 0), respecto de alguno de los sistemas
x'w’ que corresponden a los diversos valores de B, se obtienen
eliminando a B entre las dos ecuaciones (3.2.3). Resulta asi la
ecuacién

2-wl=1],

de la hipérbola equilitera equildtera cuyo eje transverso es el eje
x, y cuyas asintotas sen las bisectrices del par de ejex x y w
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(figura 3). Semejantemente, eliminando B entre las dos ecuacio-
nes (3.2.4) se obtiene la ecuacidén, relativa al sistema de coorde-
nada xw, del lugar geométrico de les puntos cuyas coordenadas
respecto cada uno de los sistemas x'w’ que corresponden a los di-
versos valores de B, son (0,1). Se obtiene asi la ecuacién

w2-x2=1,

de las hipérbola equildtera cuyo eje transverso es el eje w y cuyas
asintotas son las bisectrices del par de gjesx y w.

Si, dado un valor de B, se trazan lo ejes x" y w’ que hacen con
los ejes x y w, respectivamente, dngulos iguales a o = arctg B, sus
intersecciones con las ramas derecha y superior de esas hipér-
bolas dan los puntos (1,0) y (0, 1), respectivamente, en el sistema
x" w’; y sus intersecciones con las ramas izquierda e inferior
dan los puntos (-1, 0) y (0,—1).

La precedente re-
presentacién grdfica de
las férmulas de trans-
formacién de Lorentz
facilita la deduccién de
ciertas consecuencias
sencillas de la teoria de
la relatividad especial.
Nos limitaremos aqui,

como ilustracién, a refe-
rirnos a algunas pocas
de ellas.

Las sucesivas posi-
ciones de un mdévil que

figura 3
se desplaza en el espacio \ /
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U, sobre el eje x del referencial R(S), con una velocidad constante
u, constituyen otros tantos sucesos que, en nuestra representacién
grifica, son representados por puntos cada uno de los cuales tiene
por abscisa x el valor de la abscisa que corresponde a la posicién
del mévil en el instante t que se considere y por ordenada w a ct.
Por tanto, si suponemos para abreviar que parat =0 esx =0, la
posicién del mévil en el instante ¢ es representada por el punto
cuyas coordenadas respecto del sistema xw sonx = ut yw = ct; y
por consiguiente la sucesién de las posiciones del mévil es
representada porlarecta de ecuacién

que pasa por el origen y cuyo coeficiente angular respecto del eje
w es igual a p. Puesto que es |pl<1, esa recta se encuentra situada
dentro de la zona que aparece rayada en la figura 4, es decir en

dos de los sectores deter-

minados por las bisec- K w \
trices de los cuadrantes ~ [ /

en que el plano xw es < 7 v
N . N /4 7
dividido por los ejes. 527 —

LY

Si, en forma mis
general, suponemos que
el mévil se mueve de una
manera cualquiera so-

bre el eje x del referen- —
cial del sistema S, de S .
y4 LN

manera que Sus posicio- ) l/ N
nes sobre dicho eje son |/ 7/ ™~
dadas en cada instante ¢

por lafuncién \ figura 4 /
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x=ft),
la curva que las representan en el plano xw tiene la ecuacién
x=flw/c)=glw), (3.2.5)

cuya tangente en el punto (x, w) tiene, respecto del eje w, el coefi-
ciente angular

dx dx dt
g w= dw ~dt C dw

u
¢
donde u = dx/dt es la velocidad del mévil en el instante ¢, 1a cual
es menor que la velocidad ¢ de la luz. Por consiguiente el dngulo
de inclinacién de la tangente a la curva con respecto al eje w es
menor de 45° (figura 5)

- R
La curva de ecua- <45°

cién (3.2.5) se llama li- N\
nea del universo co- /
rrespondiente al  mévil
considerado. /

45° /

Las bisectrices de lo
dos cuadrantes del sis-
tema de coordenadas xw
son ‘representativas de
las posiciones de un mé-
vil que se desplaza con la /7 figura 5
velocidad de la luz. Es \\ /
por tanto la linea del uni-
verso de las sucesivas posiciones de un rayo de luz. De alli la
denominacién de vectores luminicos que tienen los vectores [ de
componentesx, w tales que
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UD=x2-w2=0.

La linea del universo de un punto que estd fijo en el sistema
inercial S es una recta paralela al eje w.

Terminaremos refiriéndonos a algunas consecuencias
sencillas de la teoria de la relatividad especial que se deducen de
manera muy sencilla de la representacién grafica.

Si consideramos un punto cualquiera P del seéctor superior de la
zona del plano xw que parece rayada en la figura 6, existe un
sistema inercial S' en movimiento rectilineo uniforme respecto
el sistema S, con velocidad tal respecto del sistema S que el eje w’
que le corresponde pasa por el punto P. Las coordenadas relativas
al eje x° de los puntos O y P son ambas nulas, pero sus
coordenadas relativas al eje w’ son distintas entre si. Luego los
sucesos que corresponden a dichos puntos ocurren en un mismo
lugar del sistema S' pero en tiempos distintos. Todos los sucesos
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que coresponden a puntos que, como P, estdn en la parte superior
de la zona rayada, ocurren en instantes t mayores que 0, razén
por la cual dicha parte se llama cono del futuro para el observador
que en el instante £=0 se encuentra en el origen del referencial
R(S). Por una razén andloga, la parte inferior de la zona rayada
se llama cono del pasado para el mismo observador. Los sucesos
que corresponden a la zona rayada siempre tienen, por consi-
guiente, un orden definido en el tiempo respecto del suceso O,
pues para cualquier sistema inercial ocurren antes que O si
estdn en la parte inferior y después si estdn en la superior.

Por otra parte, si Q es un punto cualquiera de la zona no ra-
yada, no existe sistema inercial S' alguno para el que el suceso Q
ocurre en el mismo lugar que el suceso O, es decir con la coorde-
nada x" = 0. En cambio, existe un sistema inercial S" para el cual
el eje x” correspondiente pasa por Q (figura 6). Para dicho siste-
ma el suceso Q ocurre al mismo tiempo " = w"”/c = 0 en que el
suceso O ocurre para el observador de S”, pero en un lugar dife-
rente, porque la coordenada x" de Q es diferente de cero. Por
consiguiente, siempre podemos encontrar un sistema inercial
para el cual los sucesos O y Q ocurren al mismo tiempo es decir
en el mismo instante segiin los relojes de S". Por esa razén la
zona no rayada se llama zona del presente para el cbservador de
S situado en el origen del referencial en el instante ¢ =0.

En la figura 6 puede verse cémo para un suceso Q; de la zona
del presente pueden darse sistemas inerciales S' y S" para los
cuales las coordenadas temporales de Q son t'<0 y t">0, de mane-
ra que para S' el suceso Q, tiene lugar antes que el suceso O, y
para S" ocurre lo contrario. Lo dicho permite apreciar que los con-
ceptos de simultaneidad y de orden temporal resultan ser, se-
gunla teoria de la relatividad, conceptos relativos por cuanto
dependen del sistema inercial en que se encuentre el observador.
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Hemos visto que, segin sea el sistema inercial que se con-
sidere, un suceso dado del pasado o del futuro puede ocurrir para
un observador en el mismo punto de su sistema de coordenadas
que el suceso O, aunque en tiempo distinto, y para otro puede tener
lugar en puntos distintos de su sistema de coordenadas; pero para
ambos observadores el suceso se realiza antes o bien se realiza
después que el suceso O. Por esa razén los sucesos situados en los
conos del futuro o del pasado se llaman sucesos temporales. En
cambio, un suceso del presente ocurrc para todo observador en un
punto distinto de aquel en que ocurre el suceso O, respecto de su
referencial, pero puede coincidir para él en el tiempo. Por esa
razén los sucesos del presente se llaman también sucesos espa-
ciales, denominaciones que son coincidentes con las que dimos
a los vectores situados en esa zonas del plano euclideano.

La representacién geométrica del universo fisico mediante
el espacio de Minkowski permite llevar a cabo muchas otras
observaciones de interés, de las cuales no es el caso tratar en la
presente nota.
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