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OPTIMIZACION DE FUNCIONES VECTORIALES Y
SU APLICACION A LA ECONOMIA

Giuliana CHION (*)

En este articulo se presenta una manera de opti-
mizar una funcién vectorial que parte de una va-
riedad diferenciable y llega a Rm™. Definiremos
un conjunto andlogo al conjunto de puntos criticos
de una funcion real y otro andlogo al conjunto de
mdximos; también tendremos dos proposiciones
parecidas a las propiedades que conocemos del
cdlculo: si la primera derivada es cero, el punto es
critico y si ademds la segunda derivada es
negativo definida, el punto es mdximo. Finalmen-
te aplicaremos todo esto al caso del intercambio
econémico puro llegando a resultados. interesan-
tes.

1. Introduccion.

Supongamos f:Rn —» Rm una funcién vectorial
f=(f,fs,...,fy) donde: f;: R - R

*) Asistente de Docencia de 2 Seccion Matematicas -~ PUCP,
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Queremos maximizar f o equivalentemente maximizar a la vez
las "m" funciones realesf;: R» - R.

Notemos- que no queremos maximizar el méximo de estas
"m" funciones, el promedio de ellas o alguna norma de ellas;
pues al hacer esto estariamos maximizando funciones reales.

maxf; : R» > R

m
1/m zlfi:Rn—>R
1=

(E £21/2 : Rn > R
i=l

[1.1lof:Re 5 R

Lo que intentaremos es maximizar la funcién f vectorial (o
equivalentemente las funciones f; a la vez) sin convertirla a una
funcién real.

Este problema ha sido motivado por los economistas quienes
necesitaban maximizar funciones de utilidad, ellos definieron
un Optimo Pareto cldsico. Nosotros definiremos un Optimo Pare-
to critico, formado por los Optimos Pareto critico, serd el equiva-
lente al conjunto de puntos criticos de una funcién real.

Este articulo como el trabajo [1] estd basado en los articulos
del profesor Smale sobre Optimos de Pareto [2], [3], [4], [5].

Las demostraciones de las afirmaciones que aqui se dan las
omitiremos pero se encuentran en[1].



2. Definiciones Bisicas.
Queremos maximizar una funcién vectorial diferenciable

u: W Rm donde W : Variedad diferenciable o equiva-
lentemente "m” funciones reales ala vez.

u;:W-R donde u=(u,uy,...,uy)
(En particular W podria ser R™ 0 un abierto de R®)

Lo natural aqui serd, x € W no es Optimo Pareto critico si y
solamente sf existe una curva que pase por x a lo largo de la cual
crecen todas las funciones u;.

Si denotamos por 8 el conjunto de los Optimos Pareto critico:

xe¢ 0 & 3 ¢@:R— W curvadiferenciable con ¢ (0)=x
*)
tq—dd—t (o ;>0 VteR Vie (1,2,...,m)

0: Conjunt.o Pareto critico.

Este conjunto Pareto critico asi definido es la generaliza-
cién del conjunto de punios criticos de una funcién real y contie-
ne al conjunto Pareto clasico (que definieron los economistas).

Una definicién equivalente mds ficil de trabajar pero me-
nos intuitiva es la siguiente:

Definicion:

Sea: Pos:=Rm = ((x), Xy, ..., Xm) € R™/x; > 0}
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H(x):=(dul,)1 (Pos) queesun cono abierto
Definimos:

6:={xe WH()=¢ (Conjuntovacio)}

Tenemos las siguientes propiedades.
Proposicién:

(1) 8escerrado.
(2) SiXesuncampo vectorial continuo en W donde:

X(x,) e H(x,) € Tx,W paraalginx,e W,
entonces X(x) € H(x) en alguna vecindad de x,

En una variedad diferenciable siempre trabajamos con car-

tas diferenciables; al momento de buscar el conjunto 6, conocer
que 6 es cerrado nos facilitaria los c4leulos pues nos podria evitar

buscarlo en alguna carta (usando Bceo). La segunda parte de la
proposicién ngs dice que el campo de conos x —» H(x) tiene una
cierta continuidad.

Las curvas a lo largo de las cuales crecen todas las funcio-
nes u; se llamardn admisibles, tendremos:

¢ :1 - W curvadiferenciable (Iintervaloen R)
@esadmisible < ¢'(t)e H(g(t)), Vte dom ¢

Notemos que @ cumple (*) de la primera definicién de 6 para
x = ¢(0). Luego x € & ssino existe curva admisible que pase por x.

Si w ¢ W\0 definimos el conjunto de puntos Pareto critico
accesibles desde w por una curva admisible.
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0 (w): = {xe 0/Existe curva admisible que empiezaen w
y"termina” en x}

donde "termina" es tomado en el sentido del limite; esto es,
_existe ¢:[a,b[ - W admisible tal que:

pa=w A Em @(t)=x
t-b

Una nocién importante es la estabilidad; un punto x € 6 diremos
‘que es estable si toda curva admisible que parte cerca de x, se

mantiene cerca de x.

Denotaremos por g el conjunto de los éptimos Pareto critico
estables; tenemos:”

Xe 6y = Dadaunavecindad Vydexen W,
existe una vecindad Uy, de x en V, donde:

V ¢:[a,b[—>W admisible
o(@e Uy = Ime C V,

8, serd la parte mads significativa de 6, desde el punto de vista
econémico, es andlogo al médximo de una funcién.

Andlogamente si w e W\B definimos 6, (w) : = 8, ~ 6 (w). En

el caso de la economia "generalmente" tendremos: 6 (w) = ¢ lo
que significa que desde w podemos llegar a un punto mds de-

seable.

3. Proposiciones Fundamentales

Tenemos dos proposiciones importantes que nos caracterizaran a
los éptimos de Pareto, para esto usaremos un concepto de dlgebra
lineal. '
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En un espacio vectorial V finito dimensional, un conjunto
de vectores {,Vi]iil diremos que "pertenecen a algin 1/2 —espacio
abierto” si y solamente si existe una funcién lineal p:V - R
donde p (v;)> 0, vi

Consideraremos aqui dim W2m

Proposicién de Primer Orden:

Sea u:W— Rm funcién diferenciable, xe W

Las tres condiciones siguientes son equivalentes:

(@ xe 6 .
® Duyx)ig € Te(W)

no todos pertenecen a algiin 1/2— espacio abierto

m
x) IN20 i=1,2,...,m notodos cero, Zl)..i Du; (x)=0
1=

De esta proposicién podemos ver:

X € 6 siy solamente si x es punto critico de una suma pon-
derada de las funciones u;; en particular si x es punto critico de

alguin u; entonces xe 9.
Enelcasoparticularm=2, u:W-—R2
x€ 0 & gradu;(x) y gradus(x) estdn en direccién opuesta.
En esta proposicién hemos caracterizado los Optimos de Péreto,

en la siguiente daremos un criterio_para caracterizar los Op-
timos de Pareto estables.
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Para esto necesitamos definir una "frontera” de 8 (que no tiene
que coincidir con la frontera topolégica)

36:= (xe 6/Im(dul,) n(Pos\ (o)) #¢)

También necesitamos un Hessiano (1a definicién se encuentra
en [1]), se define cuando corang Du(x) = 1; como una forma bili-
neal, simétrica, definida invariantemente (independiente de las
cartas que se tomen en W),

H,: Ker Du(x) x Ker Du(x) — Rm/Im Du(x)
"Hessiano Generalizado”

donde ademds, como ImDu(x) n Pos = o, tenemos que en
R™/ImDu(x) (tiene dimensién 1) podemos definir su rayc posi-
tivo.

Proposicion de Segundo Orden.

Sea u:W — Rm funcién diferenciable
xe0, xgof ” corang(dulx):l

Tenemos:

(a) H,esnegativo—definido = x€6,
(b) Sean A como en 1a Proposicién de Primer Orden

m
H,= r.zl A; Dy (x) en Ker Du(x)
1=
para algin r>0
Nétese que la dltima igualdad tiene sentido, pues ambos miem-

bros son formas bilineales simétricas con valores reales defini-
dasen Ker Du(x) c T, W
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4, Aplicacién a la Teoria Econémica

Aplicaremos todo lo anterior al caso del intercambio econémico
puro, pero antes haré una explicacién sobre los conceptos de eco-
nomia que aqui se usan.

En una economia tenemos:
"I" bienes o mercancias
"m" consumidores o agentes econémicos.

Definimos el "espacio mercantil” P de la siguiente manera:

P:=((x1,x2,......x¢) € RV/x;>0)

donde a cada agente econémico le corresponde un elemento de P:
un "fardo mercantil”

Definimos:
. m
W:={xe Po/x=(xy,...... Xm) X €P, lei=r}
1=

"espacio de estados de un intercambio econémico puro’ con "ri-
quezatotal” r; donder esun elementofijodeP,

Nosotros omitiremos consideraciones de produccién y vecinda-
des en el borde del espacio mercantil.

Las preferencias del agente i son expresadas mediante una "fun-
cién de utilidad” u;:P —» R

donde el i—ésimo agente prefiere x a x' en P siy solosi
Ti(x) > uy(x').

Asumiremos que las funciones de utilidad no tienen puntos cri-
ticos DT;(x;)) # 0 Vi, Vx; € P)
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Apliquemos ahora lo anterior al espacio de estados W que es una
variedad diferenciable de dimensién (m-1)1{notar dim W2 m).

Tenemos u: W - Rm funcién diferenciable deﬁr}ida de la si-
guiente manera u=(uy,......up) dondeuy(x)=u;(x;), vxe W
Ahora tenemos: ' '

Proposicién de Primer Orden para el caso del intercambio
econdémico puro

Sea w:W — Rmunintercambio econémico puro.
x€e 0320, i=1,2,...m notodoscero
talque A; D§;(x;))=ae L(R\ R)constante

En otras palabras x e 0 ssi todos los Di;(X;) apuntan en la misma
direccién. Esta condicién es bien conocida en economia matema-

tica. Samuelson's Foundations (1971); Henderson and Quantt
(1958); Intriligator (1971); Malinvaud (1972).

Proposicién de Segundo Orden para el caso del intercambio
econémico puro

Sea u:W —» Rm™un intercambio econémico puro
Si xe€ 6 A xedd entonces:

(a) H, esnegativo—definido = x€ 6,
(b) Sean A, como en la proposicién de Primer Orden
m
H,=r ):.1 2;Du;2(x) en Ker Du(x), paraalginr>0
i=

Ahora, en economia las funciones de utilidad generalmente de-
ben cumplir la "condicién de convexidad diferenciable” que
dice: La segunda derivada D2 T;(x) restringida al Ker Dui(x;) es
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negativo — definida (esto implica ul ([b, + o) es estrictamente
convexo, Vb e R); con esto tenemos:

Corolario

En un intercambio econémico puro donde se cumple la condicién
de convexidad diferenciable.

Xe 6axeodd = xe O

Con lo que hemos obtenido que generalmente 6 = 6,

Finalmente notemos que los Optimos de Pareto se pueden aplicar
no sélo a la economia, sino a cualquier problema en el que se
necesite maximizar una funcién vectorial.

Bibliografia

(11 Chion, G., 1987, Aplicaciones de la Topologia Diferen-
cialala ’_I‘eon’a Econémica.

(2] Smale, S.,1973a, Global Analysis and Economics I, Pa-
reto Optimum and a Generalization of
Morse Theory. M. Peixoto. Academic
Press, New York.

[3] Smale, S.,1973b, Optimizing Several Functions. Procee-
ding of the Tokyo Manifolds Conferen-
ce.



(4]

(6]

Smale, S., 1974a,

Smale,S., 1974b,

Global Analysis and Economics II A;
Extensién of a Theorem of Debreu.
Journal of Mathematical Economics 1,
1-14,

Global Analysis and Economics III;
Pareto Optima and Price Equilibria.
Journal of Mathematical Economics
1,107-116.

93



