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PROPIEDADES ALGEBRAICAS CONSIDERADAS
EN LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA
DE LOS CEROS DE HILBERT

Teddulo VERASTEGUI CH. (")

En esta exposicién se presentan diversos conceptos
y propiedades del dlgebra conmutativa que estdn
relacionados a conceptos bdsicos de la geometria
algebraica. Un resultado importante, en donde se
aprecian objetivamente estas relaciones, es el
Teorema de los ceros de Hilbert, rara cuya de-
mostracién se hace una estructuracion de concep-
tos y propiedades referentes al anillo de poli-
nomios con coeficientes en un campo dado, ani-
los noetherianos, extensiones algebraicas, etc.
siguiendo las terminologias 'y notaciones dadas
enf1]: '

) Profesor Principal de la Seccion Matematicas de la PUCP.
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1. Introduccion.

Fijado un campo K, se establecen propiedades que relacio-
nan ideales I del anillo de polinomios K [X;, X, ..., X,,] con n inde-
terminadas y coeficientes en K, con ciertos subconjuntos V del
espacio K* = K x K x ... x K, n veces; definiendo los subconjuntos
Vapartir de los ideales I, y viceversa.

Ademds, si K es un campo algebraicamente cerrado, se tie-
ne que todo polinomio no constante F (x) en K [x] admite sus rai-
ces o ceros en K; es decir, el conjunto de los ceros de F (x) en K es
no vacio; y como K [x] es un dominio de ideales principales, lo an-
terior significa que para un ideal propio I de K [x] se define el
subconjunto V de K formado por los ceros o raices de todos los el-
mentos de I, que no es vacio. En el Teorema de los ceros de Hil-
bert la propiedad anterior se extiende al anillo K [X, X5, ..., X,1 ¥y
al espacio Kn: Para cada ideal propio I de K [X;, X, ..., X,,] se de-
fine el subconjunto V no vacio de K?, y si F es un polinomio no
constante tal que cada elemento de V es un cero de F, entonces
para algun N > 0 en Z, F~ estd en I Esto permite establecer una bi-
yeccién entre los ideales radicales I de K [X;, Xy, ..., X,,] y los sub-
conjuntos Vde K* definidos por I.

2. Preliminaresy Formulacién del Problema
Dado un campo K, se tienen:

1) El conjunto A, (K) = K x K x ... x K, n veces, es el n—espacio
afin sobre K; a sus elementos P = (a;, ay, ..., @,) llamaremos

puntos deA,, (K.

2) KI[X; X5 ..., X,} es el anillo de polinomios con n variables
scbre K, cuyos elementos F se representan:
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F=F(XpXy...,X)= 3 o XfaXgs... X,in cong; € K, Vi,
1=0

ij+ig+...+ip=iym20en 2

SiF=FX;,X,..,X,) eKIX;,X5,..,X,] ¥y

P = (ay ay, ..., a,) € A, (K), siendo F un polinomio no cons-

tante;elvalorde Fen P esF(P)=F(aj ay, ..., a,) € K.
SiF(P) =0, sedice que "Pesuncerode FenK".

3) ParaFeK[X,X,,...,X,] setiene:

V (F) = {PeA, (K)/F(P) = 0), el conjunto de los ceros de F en
K, y lamaremos la hipersuperficie definida por F; y para
S c KX}, Xy ..., X,] setiene:

V(S) = {PeA,(K) | F(P)=0, VFeS], ysecumple:

VS)= n V(F).
FeS

En base a estas consideraciones, tenemos:

Definicion 1.

Un conjunto X — A, (K) se llama algebraico afin de A, (K) o sim-
plemente algebraico, siexiste S € K[X;, X, .... X, ]tal que:
X=V(S).

Proposicién 1.
Si S KX}, X, ...,X,), sealel ideal de K [X}, X, ..., X,,] generado

por S, o sea I = <S> Entonces: V(S) = V (I); es decir, todo

conjunto algebraico de A, (K) es V (I) para algiin ideal I de K [X],
X, ..., X, ).

51



Demostracion

Vemos que V(I) « V(S): Si PeV(I) entonces F (P) =0, VFel.
Como I =<S>setieneS < I Luego F (P) =0, YFeS; es decir,
PeV(S). Deaqui: V() < V(S).

Reciprocamente: Si PeV (S) entonces F (P) =0, VFeS. Sea
Gel=<S>,

Entonces G=2 Ap.F,
FeS

para un nimero finito de elementos Fde Sy Ar en
KX}, Xy, ..., Xp,]. De aqui:

G(P) = L Ap(P).F(P)= X Ap(P).0=0; esdecir: PeV(I).
FeS FeS

Luego: V(S) <V (D).

En consecuencia: Sil =<S>, se tiene: VIS)=V(). ¢

Observacion 1.
De la definicién 1 y la proposicién 1, se establece que:
A cada ideal I de K [X;, X,, ..., X,,], "objeto" algebraico, le asigna-

mos un conjunto algebraico V (I) de A, (K), "objeto” geométrico;
es decir, se tiene la correspondencia:

I - V@

Una propiedad que conduce a la correspondencia reciproca es:
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Proposiciéon 2.
ParaX < A, (K), el conjunto:

I(X) = (FeK[X;, X, ..., X1/ F (P) = 0, VPeX] de los polinomios de
KX}, X,, ..., X,] que se anulan en cada Pde X, es un ideal de
KX, X, ... X,

Demostracion
Sean F; y FoenI(X). Entonces: F; (P)=0y Fy (P) =0, VPeX.
Luego:

i) (F;-F9(P)=F;(P)-F3(P)=0, VPeX; esdecir,
FI —erl(]o.

it) ParaGeKIX;, X,, ..., X,] se cumple:
F;.G=G.F;y(GF)(P)=G(P).F;(P)=G(P).0=0,
VPeX; esdecir,GF; e I(X).

De i)y i) se concluye que I (X) es un ideal de K [X;, X5, ..., X, ] ¢

Definicion 2.

ParaX < A, (K), alideal I1(X) de K[X}, X,, ..., X,] Namaremos el
ideal de X.

En particular, si X = V es un conjunto algebraico de A, (K),
setiene I (V) elideal de V.
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Observacion 2.

De la definicién 2 se establece la siguiente correspondencia: A ca-
da conjunto algebraico V de A, (K) le asignamos un ideal I (V) de
KX}, X, ..., X,); esdecir, se tiene:

V - I(V)

De las correspondencias anteriores, si V es un conjunto al-
gebraico de A, (K), existe unidealJ de K (X}, X, ..., X, ]tal que
V=V {(J);ysetienen que: I (V) =I(V(J)) esunideal de
KX Xo, ..., X, y VAV) =V AV () es un conjunto
algebraicode 4, (K).

Reciprocamente, si I es un ideal de K [X;, Xy, ..., X,,) entonces
V (I) = V es un conjunto algebraicode A, (K) y I (V (D) =1(V) es
unidealde KX, X, ..., X;,)

En base a esto, se trata de establecer relaciones entre ideales
I del anillo K [X;, X, ..., X,,] y conjuntos algebraicos V de A, (K,
para conocer relaciones exactas entre los ideales I(V (1)) e I de
K [X;, Xo, ..., X1 y entre los conjuntos algebraicos V (I (V) y V de
A,, (K). Para esto, consideremos:
Proposicién 3.
ParaS< K[X;, X,, ..., X,], se cumplen:

i) ScKHV(®S)y

i) VTV (S)) =V (S). En particular, si V (S) = V es un con-
junto algebraico de 4, (K), entonces: V(I(V))=V.
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Demostracién

1)

ii)

SiS ¢ I(V(S),osea: ExisteFeS .y Fe I(V(S)).

De F ¢ I(V(S)) se tiene que existe P, € V(S)

tal que: F (P,) #0.

Ademss, si P, € V (S) entonces G (P) = 0, VGeS. En parti-
cular para G = F, se tiene F (P,) = 0, pues FeS, lo que es con-
tradictorio con F (P,) #0.

Luego: S < I(V(S).

Veamosque VI(V(S) < V(S) y V(S) cVI(V(S)):
SiPeV(I(V(S)) entoncesF(P)=0, VFeI(V(S)).

Como, pori), S © I(V(S)), secumple: F(P) = 0, VFeS;

es decir, PeV (S).

Luego: VI (V(S)) < V(S).

También, supongamos que existe P, en A, (K)

tal que P,eV (S)y P, e VI (V(S)). Si P, & V(I (V(S)),
existe GeI (V (S)) tal que G (P,) # 0. Pero de GeI (V (S)) se
tiene G(Q) = 0,VQeV(S).

En particular para Q = P,, G(P,) =0, que es contrario con

G(P, 0.

Luego: Si Pe V(S), entonces Pe V (I (V(S)); es decir:

V(S) cVAV(S)) ¢

Proposicion 4.

ParaX < A, (K), se cumplen:

1)

i)

Xcvaxy,y
I(V{I X)) =1(X). En particular, si I = I (X) es el ideal de X,
setiene I(V(D)=1.
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Demostracion

i)  Suponiendo que existe PeX y PeV (I1(X)). De PeV (I (X)) se
tiene que existe Fel (X) tal que F (P) # 0. Ademis, si Fel (X)
entonces F (Q) =0, VQeX;y como PeX, en particular para

@ = P se tiene que F (P) = 0, que es contrario a F (P) # 0.
Luego: X < VI (X))

i) Sea Fel (V (I (X)). Entonces F (P) =0, VYPeV (I (X)). Como,
por i), X < V(I(X)), setiene F(P) =0, VPeX;es decir:
Fel(X). Luego: I(VI (X)) < I(X).

Reciprocamente: si existe Fel (X) y Fel (V (I (X)), entonces
F(P)=0, VPeX yexiste P,e V(I (X)) tal que F(P,) =0.

De P,eV (I (X)) se tiene que G (P, =0, VGel (X). En parti-
cular para G = F se tiene F (P, = 0, que conduce a una contradic-

cion. Luego: IX) < I(VI (X))

Otra propiedad que caracteriza a los ideales de X <= A, (K),
que no es comin para todo ideal, estd contenida en la siguiente:

Proposicién 5.

ParaX < A, (K), seanI(X) elidealde Xy FeK [X}, X,, ..., X,,). Si
Fm e I(X), para algin meZ+, entonces Fel (X).

Este resultado dice que I (X) es un ideal radical; es decir:

I1X) = Rad (1(X)), donde:

Rad 1 (X)) = FeK[X}, X, ..., X,1/Fm € I (X), param € Z+*), esun
ideal de K [X;, X, ..., X,;] que contiene a I (X) y se llama el radical

deI(X).
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Demostracion

Sipara FeK [X;, X, ..., X,,] se cumple: F™* € I (X) para algin meZ+,
entonces F» (P) = 0, VPeX. Pero Fm (P) = (F (P)™ = 0; y como K

es un campo, se tiene: F (P) = 0, YPeX; es decir, Fel (X). Luego:
Rad (I(X)) < I(X).

Reciprocamente, si FeI(X) y como F = F! se tiene Fe Rad (1(X));
osea:I(X) < Rad (1(X)).

Porlotanto; I(X) =Rad (I(X)) ¢

Proposicion 6.

SiFyGestdnenK[X}, Xy, ..., X,,], entonces

VF.G)=V(F) uV(G).
Ademais, V(Fm) =V (F), parameZ+.

Demostracién

PeV(F.G) & (F.G)(P)=0 < F(P).G(PJ=0 < F(P)=0

6 G(P) =0 & PeV(F) 6 PeV(G) < PeV(F) v V(G).

Ademais:
VFEm)= VF) o VF) u... uV(F)=V(F),parameZ+ ¢

De este resultado se tiene:
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Definicién 3.

Un conjunto algebraico V de A, (K) se llama reducible si existen

conjuntos algebraicos V; y Vo de A, (K) talesque V; 2V, i=1,2 y
V=V; uVs. En caso contario se dice que Ves irreducible .

Proposicién 7.

Un conjunto algebraico V de A, (K) es irreducible si y sélo si I (V)
es un ideal primo de K [X}, Xy, ..., X,,].

Demostracion

SiI(V)noesideal primode K[X}, Xy, ..., X}, ], existen F; y Fp en
KX, Xy ...X,Jtalque F; . Foe I(V),F; e I(V)yFye I(V),

ComoF;.Foe I(V), setieneque F;. Fo(P) =0, VPeV; es decir:
V=VU(V) < V(F;.Fy y Pe V(F;.Fy); ycomo

V(F;.F9)=V(F}) u V(Fy, setiene que:

Vc VF) v V(Fy. Luego: V=V n (V(FY v V(Fy) =
(VnAVEFDNUV NVFY), dondeV V() 2V, parai=1,2;
PuessiV-n V(F) = VsetienequeV — V(F). De aqui, si PeV
entonces F; (P) =0, o sea F; € 1(V), lo que contradice a que

FiEI(V)Ji=1,2.

Luego: Ves reducible,
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Reciprocamente: si V es reducible, existen V; y V5 conjuntos
algebraicosdeA, (K) talque V; ¢ V, i=1,2y V,uV, = V.
DeV;GV,i=12 setiene:I(V) ¢ I(V), i=1,2.

Precisando que la inclusién es propia: si I (V) = I (V;), entonces
VAa(v) = VI (V)); peroVyV; son conjuntos algebraicos y por
la proposicién 3 setiene: VII(V)) = V y VI(V}) = V;; osea:

V=V, i=1,2, locualnoescierto.

Luego existe F; e I(V)) y F;g I1(V); ycomo VPeV setiene:

PeV; o PeV, entonces: F;(P)=0, i=1, 2; esdecir’F; Fy e I(V),
con F; ¢ I1(V), i=1,2. De aqui: I (V) no es ideal primo de K [X;, X,,
v Xy) @

En los resultados anteriores, los conjuntos algebraicos de
A, (K) se han definido a partir de ideales generados por subcon-
juntos de K [X;, X,, ..., X,,]; por lo que las propiedades dadas son
entre conjuntos algebraicos V de A, (K), donde V = V (I) para al-
gunidealI de K[X;, Xy, ..., X, ], conI =1(X) paraX < A, (K).

Falta establecer relaciones mads generales entre ideales I de
K [X;, X,, ..., X,,] y conjuntos algebraicos V de A, (K): Dado el
idealI de KX}, Xy, ..., X,,], se tiene I < I(V(I)). Sin embargo,
I#I(V(I), engeneral.

Asipor ejemplo:

a) EnA;(R), seal=<x?>elideal de R [x] generadopor S = (x2)
Entonces: V(I) = V(x2) = V(x). De aqui:

IVD)=I(V(x)=<x>=#l

b) EnAj(R),seal=<(x2+y2)2, 24> elideal de R [x, y,z 1 gene-
rado por S = {(x2 +¥2)2, 24). Entonces V(D =V (x2 +y2, 2).
Deaqui: I(V(D)=<x2 +y2, 2> #1.
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Un resultado que caracteriza a V (I) y a I (V (1)), para un
ideal I de K [X;, X, ..., X,;), a través de los polinomios que determi-
nan a V (1), es el Teorema de los ceros de Hilbert, considerando K
un campo algebraico cerrado.

Antes de la formulacién del Teorema mencionado, veamos
algunos resultados algebraiccs que se usardn en la demostracién
del mismo.

3. Propiedades algebraicas.
Definicioén 4.
Un anillo conmutativo A se llama noetheriano si todo ideal

I de A es finitamente generado; es decir, existen ay, ay, ..., a, en A
tal que:

,
1= {.41‘: oa;, conegeAparai=12,...,r)=<a;. as, ...,a,>
=

Asi, si A es un dominio de ideales principales, entonces A es
anillo noetheriano; pues cada ideal I de A es generado por un ele-
mento;oseal=<a>.

También, si A es un campo, sus tnicos ideales son A = <I>y
0 = <0>, los que son finitamente generados; luego, A es un anillo
noetheriano.

Lema 1.

En un anillo noetheriano A, toda familia S = (I} no vacia de
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ideales I, de A, admite un elemento maximal; es decir, existe un
idealIq, en Stalque Io, & I Vo #a,

Demostracion

Como S # ¢ por el axioma de eleccién, de cada subconjunto de S se
fija un elemento con una propiedad determinada:

Seal,e SyseaS;={l,€S/1,G Iy). Si S;=¢ entonces],es
un elemento maximal de S; y siS; # ¢, seal; € S; y sea:

So={ly€eS;/1; € 1,). Como en el caso anterior, siSy = ¢, entonces
Iy es un elemento maximal de S; ysiSg # ¢ se tiene I € Sy y sea:
S3={Iy€ S /Iy € Iy). Continuando con el proceso, se obtiene una
cadena ascendente de idealesde A : I, ¢ I; € I ¢ ... Afirmamos
que dicha sucesién es estacionaria; es decir, existe neN tal que
Sni7 = ¢ pues A es un anillo noetheriano. De aqui, sea Ia, = I,.
Entonces I¢, es un elemento maximal de S.

Por el contrario, si Vi, S,,, 5 # ¢, seal = U I, que esunideal de A.
n=0

Come A es anillo noetheriano, existen u;, u,, ..., u, en A tal
que: I =<uy, uy, ..., u,> Paran suficientemente grande, u;el,,;,
Vi=12 ..,r. Luego: I=1I,,; =1I,,92=.. que contradice ala
definicién de los conjuntos S;. ¢

Proposicion 8.
(Teorema de la Base de Hilbert). Si A es un anillo noetheriano,

entonces el anillo de polinomios A [x] es también noetheriano.
En particular, si K es un campo, K [x] es un anillo noetheriano.
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De aqui: K [X, Y] = KI[X][Y]también es noetheriano; y por un pro-
ceso inductivo, K[X}, X, ..., X,] es anillo noetheriano.

Demostracicn

Dado el ideal I de A [x], hay que probar: I es finitamente genera-
do. En efecto: Paraj 20 en Z, sea:

Li={0) ufreAla, +ay;x +... + r¥f € I]; es decir, I; esta formado por el
elemento 0 de A y los coeficientes principales de los polinomios
degradojenl

Afirmacion 1.

Vj20, en Z,[; esunidealdeA y I; © I;,;.

Enefecto:parar y ten Ij y a€A. Sir-t=0, setiene: r—tte.

Sirt =0, sean
f)=a,+arx+...+ryg()=by+byx+... +txjenl

Entonces: f(x)-g(x)=(a,-b,)+(@;~-b)x+...+(r-t)xe L

De aqui r~t € I; Porotro lado:

af(x)=(aay) +(aa)x+... +(ar)x € I,osea: are I;
Luego, J;es unidealdeA, ¥j=0, 1, ...
Paraverquel; ¢ I;,5,sear €l Sir=0,entoncesrelj,;.
Sir#0,seaf(x)=a,+a;x+... +r& € Iy comoxeA [x] se tiene:
h()=xf(x)=c,x+a;x2 +... +r*l € I; esdecir: rel;, ;. Luego:

I; ¢ I, Y. Loquecompletala afirmacién.
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De la afirmacién 1 y considerando el Lema 1, para la cadena
I,cI;cl)c.. deidealesdelanillonoetheriano A, existe m 20
en Z tal que Iy =1, Vi 2m en Z; y los ideales 1, I, ..., I, son
finitamente generados; es decir existen %ij, iy, ..., %in; en A para
cadai=0, 1,2 ..., m; talque: [; = <@y, %y, ..., %in;> donde cada ajj
es 0 6 es coeficiente principal de polinomios fj; (x), parai =90, I, 2,
womyj=12..,n;5y f,-j (x) e Idegradol.

Afirmacién 2

El ideal I es generado por los polinomios f;; (x), coni =0, 1, 2, ...,
myj=12,..,n; esdecir: I=<f; (x>,

En efecto: comof;(x) € I, Viy V), setiene:

<fiijx),i=0,1,...m; j=12,..,n> c L

Reciprocamente: sea f{x)=b,+b;x+... +byx? € I de gradod.

Considerando induccién sobre d, se tiene:

Parad=0, f(x) = by I, < <f;;(x)>

Asumiendo que todo polinomio de grado no mayor que d-I en I es
combinacién de los polinomios fj; (x), i =0, 1,2, ..., m y j=12 ..,
n;; Sid >m, entonces Iy =1,. De aqui, cada coeficiente by en I es
de la forma: by = ¢; Qp ¥C20p, +o ¥ Gy Oy s Acon €1 € .oy €

“mn Ny
enA.

m2

Luego:
F)=f@)-x4"(c1fp, W +Cof py @ +... 4Gy frop (V€L

puesf(x) yf,-j (x) estan en I; ademds, el coeficiente dex? en F(x)
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es!

por lo que el grado de F'(x) es menor qued.

Por el proceso inductivo, se tiene que F(x) es combinacién
de los polinomios f;;(x). De aqui:

f() = F(x) + xd-m (€1, @+ Cafp, D+ ¥c, [, X

es decir: f(x) € <fj;(x)>.

Sid <m, paraby en I, existene,ey, ..., e,, en A tal que:

by = €104, + €38y, +... + ey, a4, . Luego:

Gx)=f(x)-(e; fd] (x) + ezfd2 ) +...+ e"dfnd {x)) € I y tiene grado

menor que d. De aqui, por proceso de induccién, G (x) es combi-
nacién de los f;; (x); por lo que:

fR) =G +epfg, (x)+eafay(X)+... +e,, [, (x)
es combinacién de los f;; (x).
Enconsecuencia, I=<f;j(x),i=0,.1,2,...m yj=12,..,n;>;

con lo que se asegura el resultado del teorema. ¢

Definicién 5.

Dado un anillo A4, sea B un subanillode A. Setienen:
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1

2)

3)

4)

A es un médulo de tipo finito sobre B, si A, como B—médulo,
es de generacién finita; es decir, existen vy, vy, ..., U; en A tal
que:

t ¢
A= ng BUj: {j‘;-,'lijj/bjeB}

A es un anillo de tipo finito sobre B, si existen vy, vy, ..., Uy
enA tal que:

A =Blv,vy...,0,] = {Z_' b; vfi! vg2 ... v,in, conb; € B)
1]

Un elementov de A se llama entero sobre B si existe
fx) € Bix] talquef(w) =0, conf(x) =x +b,_1 21 +... +b,

En particular, si A y B son campos y v € A es entero sobre B,
se dice que v es algebraico sobre B,

Si cada v € A es entero sobre B, se dice que A es entero sobre
B.

En particular, si A y B son campos y A es entero sobre B, se
dice que A es extensidn algebraica sobre B.

Considerando los conceptos anteriores, se tienen los siguientes
resultados:

Proposiciéon 9.

Sean A un dominio de integridad, B un subanillo de A y v € A
Entonces, las condiciones siguientes son equivalentes:

1) vesunenterosobreB.
ii) Blv]esunmédulo de tipo finito sobre B.
iii) Existe un subanillo B"de Atalque B[v] <« B’ y B’ esun

médulo de tipo finito sobre B.
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Demostracion

i) = ii):; siv e Aesun elementoenterosobre B, existe

fG) =an+b, ; x1+...+b, enB[x] tal que
fw) =vr+b, ; v-1+.. +bjv+b,=0. Deaqui:
n-1

Y= - Z b; vi; esdecir: v* € B[v]. También:v, 12, ..., v71

estdnenB[v]). Ademis:

n-1 n-1 n-2
vl = pyr=v (- wa) —Eb w+1--Zb iwtl-b, on
J=0 1—0

n-2

_-Zb Wl —b, ; (- wa) =
n-1

= )z(b,,_, bj—bj )/ + by, b, € Blv]
J.—..

Luego, por un proceso inductivo, V¢, vf € B [v); es decir, B [v] es un
médulo de tipo finito sobre B generado por 1, v, v2, ..., v7-!

i) = iii): considerando B’ = B [v], se tiene el resultado.

iii) = i): SeaB’un subanillodeAtalque B[vl] = B’y B’ esun
médulo de tipo finito sobre B. Entonces existen @), @, ..., @, en B’
talque:

r
= X Ba;. ComoB[vlc B’ setiene quev € B’y también:
i=1

vw; € B', Vi=1,2,...,r. Luego:
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,
vy = ZI: b;j @, conb;;€ B. De aqui:
1=

,
'21 (v 6,-j— b,-j) ©=0, Vi=12,..,r, esunsistema de r ecuaciones
J:

con r incégnitas en @, @, ..., ®. Si A = det (vg;j - b;p, por la
férmula de Crammer se tiene:

Aw;=0, Yj. Luego:
r r
AB'=4. X Boyj=2X B Aw;j=0. Como ] € B’ se tiene:
FI 71
Al =A=0.

Por otro lado, al desarrollar 4 y como v aparece sélo en la dia-
gonal principal, se tiene:

r
A=TT(vby =vr+c, v+ +cjv+c,=0
=1

con ¢j € B. Deaqui, v es un elemento entero sobre B. ¢

Proposicién 10.

Sean: A un anillo, B un subanillode Ay (vy);, coni=12, ..., n,

una familia finita de elementos v; € A tal que para cada i, v; es
entero sobre B [v;, vy, ..., v;;]; en particular, cada v; es entero so-
bre B. Entonces:

67



B v, vy ..., vy] es un médulo de tipo finito sobre B y todo elemento
de Blvy, v, ..., v,) esentero sobre B.

Demostracién

Considerando induccién sobre n:
Para n = 1, siv; es entero sobre B, entonces, por la proposicién an-
terior, se tiene que B [v;] es un médulo de tipo finito sobre B.

Supongamos que para I <r<n se cumple que B [vy, vy, ..., v,] es un
médulo de tipo finito sobre B. Entonces M = B [vy, vy, ..., v, ;] es un

médulo de tipo finito sobre B; es decir, existen @, @, ..., @, en M
tal que:

M~

M= Bag,-

T

y como v, es entero sobre M, entonces:

Mlv,] = Blvg, vy, ..., v;] es un médulo de tipo finito sobre M, por la
proposicién 9. De aqui, existen uy, uy, ..., ug en M [v,] tal que:

q
Miv,] = %‘ Muy Luego:
=1
g p
Bl vy ... Ual=Mv,)= X ( X Bwuy = X Bojuy, ;
h=1 j=1 Jh

esdecir, (Wjup, j=1,2,..,py h=12,..,q) generaa

B [vy, vy, ..., 7,] sobre B como B-médulo. De aqui, B [v, vy, ..., v,]
es un médulo de tipo finito sobre B.

Ademads, siv € Blvy, vy, ..., v,], setiene:
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, t
v= Zajv JIIU -’2'*’ vJ,:', con g€ B. Luego, B[ v ]= 2 Bvi,
j i=1

es un subanillo de B [v;, vy, ..., v,] que contiene a B y que es un
médulo de tipo finito sobre B; y por la proposicién 9 se tiene que v
es un entero sobre B. De aqui, todo v de B [vy, vy, ..., U] €s un

entero sobre B. ¢

Proposicién 11. (Teorema de Zariski).

Dados L un campo, K un subcampo de L tal que L es un anillo de
tipo finito sobre K entonces: L es un médulo de tipo finito sobre K
De aqui, L es una extensién algebraica sobre K.

Demostracién

Por ser L un anillo de tipo finito sobre K, existen vy, v, ..., v, en L
tal que L = K [vy, vy, ..., U,). Por la proposicién anterior, es sufi-

ciente probar que cadav;, i=1,2, ..., n, sea entero sobre K.

Para esto, considerando induccién sobre n:

Paran=1,seav=v; ComoL =K[v] esuncampo y v € K[v], en-
tonces v-! € K[v]; esdecir:

m
vl =€aivi, con a;€Kya,, #0. Luego:
=
m
1 = X a;vi*! € K; osea:
i=1

a, v +a, v+ ... +a;02 +a,v-1=0; ycomo:a,, #0 setiene:
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a
m+1 m-1 m hed 3 0
vml U+ — V2 + v+(- —) = 0;
m m m m
Am_. A9 a; a, 1
con m-1 ’ 1eees ’ y- enk;
am am e am ap

por lo que v es entero sobre K. Por la proposicién 9 se concluye que
L = K[v] es un médulo de tipo finito sobre K.

Para n 2 2, supongamos que exista algin v; € L tal que v; no es
entero sobre K. Reordenando, sea v; = v, que no es entero sobre K,
yseaK;=K(vy < L el campode fracciones de K [v,].

Por induccién: vg, v3, ..., U, son enteros sobre K;; o sea,

L =K, vy, v, ..., v,] es médulo de tipo finito sobre K;; y como

K c K; < L, setiene:

Afirmacion:

K; esanillo de tipo finito sobre K.

En efecto: Por ser L médulo de tipo finito sobre Kj, existen wj, ay,
...» Oy enL tal que:

L

m m
z Ki“?i =(X bjwj/bjEKzl; y como v; € L, setiene:
J=1 J=1
m
Vi = f‘:] b;jw; con bjje Ky, ypara @y y @ enL se tiene:
F
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m
w0 eLly o= Elbijhw;,, con by € K.

Como los elementos &;; y by estdnenK; y K < Kj, entonces
dichos elementos generan un anillo K, © K; de tipo finito sobre
K, através del homomorfismo de anillos:

@:Kxg s X ooy Xijhy - %) = K, tal que: o(x;) = by,
o) =bijn ¥y 9(K) =K;esdecir: K,=KL[..., by, ..., bijp, ...] S K]

Por otro lado, parav € L, se tiene:
m
v= X quilvg2...vin, congge K,
i=1
por ser L un anillo de tipo finito sobre K. Luego:
n m m m
ve X o(X bje)t (X byiwiz... (X by wpin,
=1 j=1 J=1 J=1

de donde, efectuando las potencias y multiplicaciones y conside-
rando:

m
o ;= 2 bij , setiene que v es una combinacién de:
h=1

m
0y, @y, ..., Wy, con coeficientes en K,,; esdecir, v= }).Z IBJ @;, con

Bj € K,y ycomo K, = K; < L, considerando K; submédulo de L
sobre K, se tiene que K; es un médulo de tipo finito sobre K,,.
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Luego, como K; es médulo de tipo finito sobre K, y K, es anillo de
tipo finito sobre K, existen elementos uy, uy, ..., u, en K tal que:

p
K, =X K, u;, y existen elementos sy, sy, ..., 5, en K, <= K; talque:
j=1

K, = X Ks;h1 sph2 ... st Deesto:
h

p
K] = Z(Z KS]hI 32h2... Sthl) Uj= 2 K81h1 32h2...Sthl uj=
J=1 A J.h

Klup ug, ..., up, 8y, 8, ..., 8); es decir, K es un anillo de tipo finito
sobre K; lo que prueba la afirmacién.

Considerando: K; = K [y, ¥o, ..., ¥s), parays yo, ..., ¥s enK; y
como K; =K (v, setiene: y; = (fj/gy), conf; y g; en Klv;] = Klx],
J=12,..,s Sead el minimo comin multiplo de los gj en K vyl

Entonces: dy; = d. (fj/g) = (d/g) . fj = hjf; conh; € Klvj),
paraj=1,2, ..., osea: Vj, dyje Klv;].

Porotro lado, paraz € K; setiene: 2z = X bj yP1y92... yds, con
J

bje K; yseaN;=ji+jo+... +jo SIN2N; V, setiene:

zdv= X biy1yJ2...yJsdv= 2 b/ (y;dV1(ypdV2... (ysd)s
J J

= %;bj'(hjfj), conb; e Ky Lif;e Klv,).

De aqui: Vz € K, 2d¥ € K [v;], paraalgin N > 0.
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También, sea A € K [v;], donde A es irreducible y primo relativo

cond. Entonces 1/h € K; yexiste N>0 talqued¥.(1/h)=(dN/h) e
K [v;]; es decir, h divide a d¥; y como h es irreducible, se concluye

que A divide ad, que contradice a que A es primo relativo con d.

En consecuencia: v; es entero sobre K; de aqui, cada v; es entero
sobre K.

Luego: L = K [vy, vy, ..., U,] es médulo finito sobre K. Ademas, co-
mo K y L son campos y cada elemento de K [v}, vy, ...,U,] es entero
sobre K, se encluye que L es extensién algebraica sobre K. ¢

Prcposiciéon 12

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea L una extensién
de K, (K es subcampo de L), tal que L es médulo de tipo finito
sobre K. Entonces: L=K

Demostracion

Como L y K son camposy L es médulo de tipo finito sobre K, se
tienen que L es extensién algebraica de K; es decir, todo elemen-

toz € L es algebraico sobre K. De aqui, existe f (x) € K [x], tal que
f{z) = 0. Pero por ser K un campo algebraicamente cerrado, todas

lasraices de f(x) estin en K; esdecir:z € K Luego: L= K. o

Para concluir, veamos el enunciado y la demostracién del Teo-
rema de los ceros de Hilbert.
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4. ElTeorema de los Ceros de Hilbert
Teorema

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea I un ideal propio
deK[x;,xo, ..., x,]: Entonces:

1)  (Versién "Débil"): V (I) # ¢ es decir, existe P € A, (K) tal
queF(P)=0, VFe I

2)  (Versién "Fuerte™): I(V(I) = Rad (I); es decir, si para
F € K [x}, xg, ..., x,] se cumple F (P) =0, V P € V (I), entonces
Fvy e I, paraalginN >0en Z, y reciprocamente.

Demostracion

1) Como K Ix;, xg, ..., x,] es anillo noetheriano e I es un ideal
propio, para la familia (J ), de ideales J, de K [x}, x, ..., x,,]
tal que I © J, Vo existe un ideal maximal J tal que I < J,
segun el Lema 1. Luego, si F (P) =0, VF € J, entonces F (P) =
0, VF € I; es decir, V(J) < V (1. De aqui, es suficiente que
V(J) # ¢ paraasegurar que V(D) #¢.

Por lo anterior, asumiendo que I es un ideal maximal de K [xj, x, ..., x,]
se tiene en consecuencia, queK[x;, xs,...,%,V] esuncampo; y si

IT: K [x;, x93, ..., x,] — K Ix}, xo, ..., 2,1 es el epimorfismo
canénico, " talque [J(F)=F+I y Ker(ID=1, ycomo también
K < Klx; xp ..., x5}, considerando la restriccién JTde [Ta K se
tiene que 1 es un monomorfismo de anillos, es decir, nK ~K
De aqui, K = K [x;, xo, ..., x,J/I como subcampo. Ademds, sea
IKx)=v;, i=12, ..., n. Entonces:
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(K (x5, %, ..., %,) = IT(K) [vy, vg, ..., v =K [vy, v, ..., v,] yporla
suryectividad de IT se tiene que K [x;, xg, ..., x, I = K [vy, vy, ..., U]
es un anillo de tipo finito sobre K. Por la proposicién 11 se con-

cluye que K [x;, x5, ..., x,)/I es un médulo de tipo finito sobre K; y
siendo K campo algebraicamente cerrado, por la proposicién 12,
setiene que K{x;, xo, ..., x, VI =K.

Luego,parai=1,2,...,nsetiene: I(x)=v;e K; osea: x;+I=y;

ydeaqui: x;~v;el

Seall =<x;-v;i=1,2,..., n>elideal de K [x;, x5, ..., x,] generado
por los polinomios x;~v;, parai=1,2,...,n;0seall < I

Afirmacion:
I esunideal maximal de K [x}, %y, ..., x,,).
En efecto: SeaJ unidealde K [x;, x5, ..., x,1talque Il = J
Sill #J, existe F € K[x;, x5, ..., xz1tal que F € J y Fe I1. Como K es

uncampoy Uy Us, ..., U, estidn enK, setiene:

n
F=F(x},x ...%) = X aiinIX2i2...xnin=
i=0

n
.§ O (xp—vy+ Ui, (xp—Up + V)0
i=

n

=.Zo: A (=)l (xg—vo)i2... (x, —v,)in= Ay + X % (x;-vy),
= i=1
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dondeencadacaso: ;€ K, ;; € Ky % € Klx}, xg, ..., x,]; y como
Xy-v)ell ¢ J yFed, setienequel,ed y A, 20,
puesF g 11,

Deaqui: ;7 € Ky 1 =2;1 1, € J; esdecir:

J=Klxy, %, ..., x,). Por lo que se asegura que I es ideal maximal.
De la afirmacién anterior, como I es un ideal propio de

Kixp,xg, ...,x,] y I =1, setienequel’ =1, o sea:

I=<x;- UL Xg=U2: oo Xn = Un> Y porla proposicién 1, se tiene
VD) =V({x;-vy, x3- Vs, ..., x,— Uy}). Luego:
PeV(D<PeV(x;-v,x5-0g, ... xp—Vp)) &

(x;-v)(P)=0, Vi=12,...,n

ex(P=v, Vi=1,2,..,n & P=(v,v,,...,0,).

De aqui: V(D = {(vy, v, ..., v,)} #¢.

2) Veamos que:i)Rad (D I(V(D) y i) I(V(D)) = Rad (D).

1)SiFe Rad (1), existe N>0enZtalque FNe L.
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Luego, para i’ € V (I) se tiene que G(P) =0, VG € I; y como
FN e I, también se tiene: F¥ (P) = 0. De aqui: P € V (F¥).
Luego: V() < V(F¥).

PeroV (F¥) = V (F), por la proposicién 6; es decir,V (D V (F).
Ademids, si G € I (V (F)), entonces G(P) =0, VP e V(F), y
también: G(P)=0, VP e V(I), pues V(I) < V(F), osea:

G eIV (). Luego: I(V(F) < 1(V);y por la proposi-
¢ién 3i), Fe I(V(F));esdecir,Fe I(V(1)).

Por lo tanto: si F € Rad (I), entonces F € I (V (I)); esto es:
Rad(D) = I(V(D).

ii) Como I es ideal del anillo noetheriano K [x;, xg, ..., x,], se
tiene que I es finitamente generado, o sea existen Fy, Fy, ...,
Frenltalque: I=<F;, Fy, .., F,> Deaqui,paraGely
PeA,(K),siF;(P)=0, Vi=12,...,r, entonces:G(P)=0.

Luego, sea F € I (V (I)). Si F = 0; entonces F € Rad (I), por ser

Rad (D) un ideal de K [x;, xo, ..., x,]. Si F # 0, sea u un ele-
mento en alguna extensién de K tal que (x;, xg,...., X, 1) sea

trascendente sobre K; en K [x;, xo, ..., x,] sea J el ideal ge-
neradoporlyuF-1;0sea,

J=<LuF-1>=<¥Fy, Fg,' cer Py uF = 1>,

ComoF € I(V(1), se tiene que F(P) =0, VP € V(I), siendo:
P=(a;,a,,...,a,) €A, (K.

SiP= (a;,ay, ...,a,,d) € A,,;(K), entonces:
(uF-1)(P)=d.F(P)-1=d.0-1=-1#0,VdeK

De aqui,si@=(cj, Cg, ..., Cp, @) €Ay 1 (K y VH e J,

se cumple: H (Q) = 0; y como:

I « JyKlxpxg...x,] « Klxp, xg .. X, U], también se
cumple: HQ) =0, VH e I, siendo: Q =(cy, Cg, ..., ) ¥
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r
H= X o;F; con ;€ Klxy, x5, ..., x,); donde F;(Q) =0,
i=1
Vi=12,..,r. Luego F(Q)=0;y para

r
H=X o;F; + BuF-Ded, cor. f=1¢€ Klxy, xo, ..., Xp, ul, se tiene:
i=1 ’ ’

~ <t r —
HQ-= Z}a,-(Q)F,-(Q) +BQ @QF(Q-1=0+1(q.0-1)=-130,
=

lo que es una contradiccién con H (6,—)) =0, VH € J. Por lo tanto se
concluye que V(J) = 4. Luego, por la parte 1), se tiene que:

J=<I>= Klx;,x9, ..., xp, ], De aqui:

,
1= 2 G;F;+G,,;(uF-1), paraciertos G; € K [X1, Xg, ..., X, u] |
i=]

i = 12 ..,rr+1 Considerando K (x;, xa, ..., x,), €l campo de

fracciones de K [x;, %y, ...,x,] y como F #0, parax; y(1/F) en
Kixy, x9, ..., x,), i = 1,2, ..., n, considerando el homomorfismo de
sustitucién:

o:Klxg,x9, ..., x5, ul > K(xy,x9, ..., x,), donde

ox)=x,i=12,...,n¢(w=(1/F)y ¢ (K) =K, setiene:

Klxp, x9, ..., x, ul =Klxy, x9, ..., xp,, (1/F)]. Luego:
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1= -21: G; (%), %0, s Xy 1/ F).Fi+ G,y g (xp20, ... Xy 1/F) (1] F) F=1)
1=

r

= X Gi(xp.x9,...,%, 1/F).F;
i=1

Sea F~ el comin denominador de los términos en 1/F de cada G;
para algin N > 0 en Z suficientemente grande. Entonces:

r{_
1=1/F¥(X Gi(xy, %9, ..., x,) . Fp, osea:
i=]

r r
FN = ZG[(X],xg,...,x,,).Fi = EE,-FL, con@ieK[xl,xg,...,xn]
i=] i=1

De aqui: F¥ € I; es decir: F € Rad (I). Luego:1(V (D) = Rad (D).
Dei)yii) se concluye: I (V (D)) =Rad (D). ¢

Del teorema anterior se tienen ciertas consecuencias. Entre éstas
tenemos:

Colorariol

Si I es un ideal radical de K [x;, xo, ..., x,,], entonces: I (V (1)) = L
De aqui, existe una biyeccién entre los conjntos algebraicos 'V de
A, (K) ylosidealesradicalesIde K [x;, x5, ..., X,

Demostracion

Por la parte 2) del teorema anterior, como I es un ideal radical, o
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sea:Rad () =1, setiene: I(V(D)=1.

Ademds, si V es un conjunto algebraico, se tiene que V = V (1)
para algin ideal I de K [x;, x5, ..., x,]. Luego: I (V) = I (V (D)) =
Rad(I) =1, donde ] es ideal radical. ¢

Corvlario 2

Si I es un ideal primo de K[y, xy, ..., x5}, entonces V (1) es irredu-
cible.

De aqui, existe una biyeccién entre conjuntos algebraicos irredu-
cibles V y los ideales primos I de K [x;, xy, ..., x,]; en donde, a los
ideales maximales le corresponden puntos.

Demostracion

Sil esunideal primode Klx;, xo, ..., x,], setiene:I < Rad (D),
Videal L

Sea F € Rad (I). Entonces F™ € I para alginm >0. Pero
Fm=FFmlgl; y como I es ideal primo, se tiene:
Felo Fm-1¢] También: Fm-1=F.Fm-2, ysetiene

Fel o Fm2 ¢ I Continuando un nimero finito de veces, se tiene
queF e I;esdecir,Rad () = L

Luego: Rad (I) = I, paraIideal primo.

Ademsds, I (V (I)) =1 es un ideal primo; luego, por la proposicién
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7, se tiene que V(D) esirreducible.

También, si V es irreducible, entonces I (V) es ideal primo; le
que permite establecer la biyeccién.

Porotrolado,sil, G I; S I G ... G I, » Klxp, x9,...,%,]

es una cadena ascendente de ideales propios, con I, el ideal
maximal, se tiene:

vy 2Vd) 2... 2V{d,) 2 ¢ donde,porl)delteorema,

V,) #¢ Luegoexiste Pe A, (K)talque (P} < V(). Deaqui:
Ivld,)=Rad{d,) c I{P); ycomol,, c— Rad(I,), setiene:
I,, = I({P). Por serl, ideal maximal se tiene: I,=I({P) o
I{{P) = Klx},x9,...,x,]. SiI({P) = Klxy,xs, ..., x,], entonces:
F((P)=0,VF e Klx},xs, ..., X,], locual no es verdad.

Luego I,, = I ({P}). De aqui, como todo conjunto finito de 4, (K} es
algebraico, se tiene: V(1,,) = (P]. ¢

Corolario 3

ParaF € Klx}, xg, ..., x,], sea F = Fyn1 Fon2 ... F,r 1a descomposicién
de F en sus factores irreducibles. Entonces:

r

V(F) = U V(F), donde cada V(F)) esirreducible. Ademas
i=]

I(V(F)) = <F,Fy, ..., F,>.
De aqui, existe una biyeccién entre polinomios irreducibles

F de K [x;, x5 ..., x,] y las hipersuperficies irreducibles de
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A, (K), salvofactores nonulos en X

Demostracion

Por la proposicién 6 se tiene: V(F) = V(F) vV (Fy u... UV (F,).
Ademds, como F; es irreducble en K [x;, x9, ..., x,] se tiene que

<F;>esideal primo, Vi.

Luego, por corolario 2, V (F;) es irreducible; y I (V (F) =
Rad(<F;>) =<F;>. De aqui:

IVEY=I( GVEY = AIVF) = A <F> > <Fp.Fy ... Fy3;

i=1 i=1 i=1

y siG e':r} <F;>, entonces: G=H;F;, Vi = 1,2, ..., r, conH; €

Klx;, xg, ..., X,); o sea F; divide a G, Vi; de donde: F;. Fy. ... . F,
dividea G, porloque G=H (F;. Fo. ... . F}), con H € K [x}, x5, ..., x,];
es decir,G € <F}, Fo. ... . Fy>.

De aqui: I(V(F))=<F;.Fy.....F;>

Finalmente, para F € K [x;, x5, ..., x,], irreducible, se tiene que
<F> es ideal primo; o sea V (F) es irreducible. También, para

V(F) irreducible, se tiene que I (V (F)) = Rad (<F>} = <F> es ideal
primo. ¢
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