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PROPIEDADES ALGEBRAICAS CONSIDERADAS 
EN LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 

DE LOS CEROS DE HILBERT 

Teódulo VERASTEGUI CH.(*) 

En esta exposición se presentan diversos conceptos 
y propiedades del álgebra conmutativa que están 
relacionados a conceptos básicos de la geometría 
algebraica. Un resultado importante, en donde se 
aprecian objetivamente estas relaCiones, es el 
Teorema de los ceros de Hilbert, para cuya de­
mostración se hace una estructuración de concep­
tos y propiedades referentes al anillo de poli­
nomios con coeficientes en un campo dado, ani­
llos noetherianos, extensiones algebraicas, etc. 
siguiendo las terminologías ·y notaciones dadas 
en[J]: 

(') Profesor Principal de la Sección Matemáticas de la PUCP. 
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l. Introducción. 

Fijado un campo K, se establecen propiedades que relacio­
nan ideales 1 del anillo de polinomios K [X¡, X2, ... , Xn] con n inde­
terminadas y coeficientes en K, con ciertos subconjuntos V del 
espacio Kn = K x K x ... x K. n veces; definiendo los subconjuntos 
V a partir de los ideales J, y viceversa. 

Además, si K es un campo algebraicamente cerrado, se tie­
ne que todo polinomio no constante F (x) en K [x l admite sus raí­
ces o ceros en K; es decir, el conjunto de los ceros de F (x) en K es 
no vacío; y como K [x] es un dominio de ideales principales, lo an­
terior significa que para un ideal propio 1 de K [x] se define el 
subconjunto V de K formado por los ceros o raíces de todos los el­
mentes de J, que no es vacío. En el Teorema de los ceros de Hil­
bert la propiedad anterior se extiende al anil1o K fX1, X2, .. . , Xn 1 y 
al e:;:pacio Kn: Para cada ideal propio 1 de K [XJ> X2, ... , Xn] se de­
fine el subconjunto V no vacío de Kn, y si F es ur. polinomio no 
constante tal que cada elemento de V es un cero de F, entonces 
para algún N > O en Z, FN está en l. Esto permite establecer una bi­
yección entre los ideales radicales 1 de K [X1, X2> ... , Xn] y los sub­
conjuntos V de.l0 definidos por l. 

2. Preliminares y Formulación del Problema 
Dado un campo K, se tienen: 

1) El conjunto An (K> = K x K x ... x K, n veces, es el n-espacio 
a fin sobre K; a sus elementos P = (a 1> a2, ... , a,J llamaremos 
puntos de A, (K). 

2) K [XI> X;2. ... , Xn] es el anillo de polinomios con n variables 
scbre K. cuyos elementos F se representan: 
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F=F(X¡,X:J> ... ,X,J= f a¡Xi1Xi2 ... Xn.in, conlJi E K, Vi, 
i=O 

i1 + i2 + ... + i11 = i y m :=o en Z 

Si F = F(XJ,X2, ... ,X,J E K[Xl>X2, ... ,Xn] Y 
P = (a1, a:¿, ... , a,J E An (K), siendo F un polinomio no cons­
tante; el valor de F en P es F (P) = F (a 1> a:¿, .. . , a,J E K 
Si F (P) = O, se dice que "Pes un cero de F en K". · 

3) ParaF E K[Xl>X2, ... ,X11] se tiene: 
V (F) = {PEAn (K) 1 F(P) = O], el conjunto de los ceros de F en 
K, y llamaremos la hipersuperficie definida por F; y para 
S e K[Xl> X_2; ... , Xnl se tiene: 

V(S) = {PEAn. (K) 1 F(P) =O, V'FES}, y se cumple: 

V(SJ = n V(F). · 

FES 

En base a estas consideraciones, tenemos: 

Definición l. 

Un conjunto X e An (K) se llama algebraico afín de An (K) o sim­
plemente algebraico, si existe S e K[Xl> X:¿, ... , Xnl tal que: 
X=V(S). 

Proposición l. 

Si S e K [Xz, X:¿, .. . , Xnl, sea 1 el ideal de K [Xz, X:¿, .. . , Xnl generado 
por S, o sea 1 = <S>. Entonces: V (S) = V (!); es decir, todo 
conjunto algebraico de An (K) es V (1) para algún ideal 1 de K [XJ> 
X:¿, ... ,Xnl· 
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Demostración 

VemosqueV(1)e V(S): Si PEV(J)entoncesF(P)=O, 'riFE!. 

Como 1 =<S> se tiene S e l. Luego F (P) =O, 'riFES; es decir, 
PE V( S). De aquí: V (1) e V (S). 

Recíprocamente: Si PEV (S) entonces F (P) =O, 'riFES. Sea 
GE1=<S>. 

Entonces G = L AF. F, 
FES 

para un número finito de elementos F de S y AF en 
K[X¡,X2> ... ,Xn]. De aquí: 

G(P) = LAF(P).F(P)= LAF(P).O=O; esdecir:PEV(l). 
FES FES 

Luego: V (S) e V (1). 

En consecuencia: Si 1 =<S>, se tiene: V (S) = V (1). • 

Observación J. 

De la definición 1 y la proposición 1, se establece que: 
A cada ideal 1 de K [X¡, X2> ... , Xn], "objeto" algebraico, le asigna­
mos un c~njunto algebraico V (]) de An (K), "objeto" geométrico; 
es decir, se tiene la correspondencia: 

1 -+ V(l) 

Una propiedad que conduce a la correspondencia recíproca es: 
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Proposición 2. 

Para X e An (K), el conjunto: 

1 (X) = {FEK [XI> X:¿, ... , Xn] 1 F (P) = O, 'VPEX} de los polinomios de 
K [XJ> X2, .. . , Xn] que se anulan en cada P de X, es un ideal de 

K[Xl>X2, ... ,XnJ· 

Demostración 

Luego: 

i) (FrF7J(P)=F1 (P)-F2(P)=0, 'VPEX;esdecir, 
F1-F2 E 1 (X). 

ii) Para GEK[Xl> X2, ... , Xn] se cumple: 
F1. G= G. F1 y(GFJ)(PJ = G(P). F1 (P) = G(PJ. 0= O, 

'VPEX; es decir, GF 1 E 1 (X). 

De i)yii) se concluye que] (X) es un ideal deK[XJ>X2> ... ,Xn] • 

Definición 2. 

Para X e An (K), al idPal 1 (X) de K [X1, X2, ... , Xnl llamaremos el 
ideal de X. 

En particular, si X = V es un conjunto algebraico de An (K), 

se tiene 1 (V) el ideal de V. 
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Observación 2. 

De la definición 2 se establece la siguiente correspondencia: A ca­
da conjunto algebraico V de An (K) le asignamos un ideal I (V) de 
K [X1, X2t ... , Xn]; es decir, se tiene: 

V -? l(V) 

De lns correspondencias anteriores, si V es un conjunto al­
gebraico de An (KJ, existe un ideal J de K [Xl> X2t .. . , Xn] tal que 
V= V (J); y se tienen que: I (V)= 1 (V (J)) es un ideal de 
K LX1, X2, .. . , Xn] y V (1 (V)) = V ([ (V (J))) es un conjunto 
algebraico deAn (K). 

Recíprocamente, si 1 es un ideal de K [X1, X2t ... , Xn] entonces 
V (]) = V es un conjunto algebraico de An (K) y 1 (V (])) = 1 (V) es 
un ideal deK[X1,X2t ... ,Xnl 

En base a esto, se trata de establecer relaciones entre ideales 
1 del anillo K [Xl> X2t ... , Xn] y conjuntos algebraicos V de An (K), 
para conocer relaciones exactas entre los ideales 1 (V (1)) e 1 de 
K [XI> X2, .. . , Xn] y entre los conjuntos algebraicos V(] (V)) y V de 
An (K). Para esto, consideremos: 

Proposición 3. 

ParaSe K[X1.X2t ... ,Xn], se cumplen: 

i) S e I(V(S)), y 

ii) V (1 (V (S))) = V (S). En particular, si V (S) = V es un con­
junto algebraico deAn (K), entonces: V(] (V))= V. 
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Demostración 

i) SiS cf. I(V(S)),osea: ExisteFES y F~!(V(S)). 
De F ~ I (V (S)) se tiene que existe P0 E V (S) 

talque: F(P,)#O. 

Además, si P0 E V (S) entonces G (Pe) = O, 'v'GES. En parti­
cular para G = F, se tiene F (Pe)= O, pues FES, lo que es con­
tradictorio con F (Pe) #0. 
Luego: S e 1 (V (S)). 

ii) Veamos que V(I(V(S))) e V(S) y V(S) e V(I(V(S))): 

SiPEV(l(V(S))) entoncesF(P)=O, 't/FEI(V(S)). 

Como,pori), S e l(V(S)), secumple: F(P) =O, 't/FES; 

es decir, PEV(S). 
Luego: V (1 (V (S))) e V (S). 

También, supongamos que existe P0 enAn (K) 

tal que P0 EV (S) y P0 E V (1 (V (S))). Si Po ~ V (1 (V (S))), 

existe GEl (V (S)) tal. que G (Pe) #O. Pero de GEl (V (S)) se 
tiene G (Q) = O, 'v'QE V (S). 
En particular para Q = P 01 G (Pe)= O, que es contrario con 

G(Pc) #0. 

Luego: Si PE V (S), entonces PE V (1 (V (S))); es decir: 
V(S) e V(l(V(S))) • 

Proposición 4. 

Para X e An (K), se cumplen: 

i) X e V(I(X)), y 

ii) 1 (V (1 (X)))= 1 (X). En particular, si 1 = 1 (X) es el ideal de X, 
se tiene 1 (V (1)) =l. 
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Demostración 

i) Suponiendo que existe PEX y P~V (1 (X)). De P~V (l (X)) se 
tiene que existe FE! (X) tal que F (P) ~O. Además, si FE! (X) 
entonces F (Q) =O, 'v'QEX; y como PE X, en particular para 
Q = P se tiene que F (P) = O, que es contrario a F (P) ~ O. 
Luego:X e: V([ (X)). 

ii) Sea Ff=l (V (I (X))). Entonces F (P) =O, 'v'PEV (!(X)). Como, 
por i), X e: V(! (X)), se tiene F (P) =O, 'v'PEX; es decir: 
FE! (X). Luego:l(V(I(X))) c:I(X). 

Recíprocamente: si existe FE! (X) y Fd (V (! (X))), entonces 
F(P) =O, 'v'PEX y existeP0 EV(I (X)) tal queF(P J ~0. 

De P0 EV (l (X)) se tiene que G (PJ =O, 'v'GE! (X)~ En parti­
cular para G = F se tiene F (Po> = O, que conduce a una contradic-

ción. Luego: l(X) e: l(V(I(X))) • 

Otra propiedad que caracteriza a los ideales de X e: An (K), 
que no es común para todo ideal, está contenida en la siguiente: 

Proposición 5. 

Para X e: An (K), sean I (X) el ideal de X y FEK [Xl> X2, ... , Xn]. Si 
Fm E !(X), para algún mEZ+, entonces FE! (X). 

Este resultado dice que I (X) es un ideal radical; es decir: 

I (X) = Rad (1 (X)), donde: 

Rad (!(X)) = {FE K [Xl, x2> ... , Xnl ¡pn E I (X), para m E Z+}, es un 
ideal de K [XJ> X2- ... , X,.J que contiene a I (X) y se llama el radical 
del (X). 
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Demostración 

Si para FEK [XJ, X21 ••. , Xn] se cumple: Fm E 1 (X) para algún mEZ+, 

entonces Fm (P) = O, 't!PEX Pero Fm (P) = (F (P))m = O; y como K 
es un campo, se tiene: F (P) = O,· 'VPEX; es decir, FE! (X). Luego: 
Rad (1 (X)) e 1 (X). 

Recíprocamente, si FE 1 (X) y como F = Fl se tiene FERad (1 (X)); 
o sea: 1 (X) e Rad (1 (X)). 

Porlotanto: l(X)=Rad(I(X)) • 

Proposición 6. 

SiFy G están enK[X1, X21 ••• , Xn], entonces 

V(F.G) = V(F) vV(G). 
Además, V(Fm)= V(F), paramEZ+. 

Demostración 

PEV(F.G) ~ (F.G)(P) =O ~ F(P). G(PJ= U~ F(P) =O 

ó G(P) =o ~ PEV(F) ó PEV(G) ~ PEV(F) V V(G). 

Además: 

V(Fm)= V(F) v V(F) v ... vV(F)=V(F),paramEZ+ • 

De este resultado se tiene: 
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Definición 3. 

Un conjunto algebraico V de An (K) se llama reducible si existen 

conjuntos algebraicos V1 y V2 de An (K) tales que Vi~ V, i = 1, 2 y 
V= V1 u V2. En caso contarlo se dice que V es ir reducible. 

Proposición 7. 

Un conjunto algebraico V de An (K) es irreducible si y sólo si 1 (V) 
es un ideal primo de K [X1, X2, ... , Xnl· 

Demostración 

Si 1M no es ideal primo de K[Xl> X2> ... , Xn], existen F1 y F2 en 

KfX¡,X2> ... ,Xn] tal queF1. F2 E l(V),Fl i! l(V)yF2 i! 1(V). 

ComoF1 .F2 E 1(V), setienequeF1 .F2(P) =0, VPEV; es decir: 
V=V(l(V)) e V(F1 .F~ y PE V(F1 .F~; ycomo 
V(F1 . F~ = V(F1J u V(F~, se tiene que: 

(V n V(F1JJ u (V n V(F~), donde V n V(FJ ~V, parai = 1, 2; 

Pües si V -n V (FJ = V se tiene que V e V (FJ. De aquí, si PEV 
entonces Fi (P) =O, o sea Fi E 1 (V), lo que contradice a que 
Fi i! 1 (V), i = 1, 2. 

Luego: V PS reducible. 
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Recíprocamente: si V es reducible, existen V1 y V2 conjuntos 

algebraicos deAn (1() tal que Vi ~ V, i = 1, 2 y V1 u V2 = V. 

DeV¡~V,i=1,2,setiene:1(V) ~ l(V¡), í=1,2. 
Precisando que la inclusión es propia: si 1 (V) = 1 (V¡), entonces 
V a (V)) = V a (V¡)); pero V y V¡ son conjuntos algebraicos y por 
la proposición 3 se tiene: V a (V)) = V y V a (V¡)) = V¡; o sea: 
V= V¡, í = 1, 2, lo cual no es cierto. 

Luego existe F¡ E 1 (V J y F¡ ~ 1 (V); y como W'E V se tiene: 
PEV1 o PEV2> entonces: F¡ (P) =O, i = 1, 2; es decir:F1 F2 E 1 (V), 

con Fi ~ 1 (V), i = 1, 2. De aquí: 1 (V) no es ideal primo de K [XI> X2> 

... ,Xn] + 

En los resultados anteriores, los conjuntos algebraicos de 
An (1() se han definido a partir de ideales generados por subcon­
juntos de K [XI> X2> ... , Xnl; por lo que las propiedades dadas son 
entre conjuntos algebraicos V de An (K), donde V = V (l) para al­
gún ideal 1 de K [XI> X2, ... , Xn], con 1 = 1 (X) para X e An (K). 

Falta establecer relaciones más generales entre ideales 1 de 
K [X1, X2, ... , XnJ y conjuntos algebraicos V de An (K): Dado el 
idealldeK[Xl>X2> ... ,Xn], setiene1 e 1 (V(I)). Sin embargo, 

1 :;t] (V (1)), en general. 

Así por ejemplo: 

a) En A 1 (R), sea 1 = <X2> el ideal de R [x] generado por S = (x2] 

Entonces: V (1) =V (x2) =V (x). De aquí: 

1 (V (1)) = 1 (V (x)) =<X> :;tl. 

b) EnA3 (R), sea!= <(x2 + y2)2, z4> el ideal deR [x,y,z] gene­
rado por S ={(x2 +y2)2, z4}. Entonces V(])= V(x2 +y2,z). 

De aquí: 1 (V(]))= <X2 + y2, z> :;t]. 
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Un resultado que caracteriza a V (1) y a 1 (V (!)), para un 
ideal 1 de K [X1, X2, .... , Xn], a través de los polinomios que determi­
nan a V (1), es el Teorema de los ceros de Hilbert, considerando K 

un campo algebraico cerrado. 

Antes de la formulación del Teorema mencionado, veamos 
algunos resultados algebraicts que se usarán en la demostración 
del mismo. 

3. Propiedades algebraicas. 

Definición 4. 

Un anillo conmutativo A se llama noetheriano si todo ideal 
1 de A es finitamente generado; es decir, existen a1, a2> ... , aren A 
tal que: 

r 

1 = f. La¡ ai> con a¡ E .4.para i = 1, 2, ... , r} = <ab a2, ... , ar> 
l=l 

Así, si A es un dominio de ideales principales, entonces A es 
anillo noetheriano; pues cada ideal 1 de A es generado por un ele­
mento; o sea 1 =<a>. 

También, si A es un campo, sus únicos ideales son A = <1> y 
O = <0>, los que son finitamente generados; luego, A es un anillo 
noetheriano. 

Lema l. 

En un anillo noetheriano A, toda familia S = aa>a no vacía de 

60 



ideales la de A, admite un elemento maximal; es decir, existe un 

ideall% en S tal que la,; r:t la, 'Va ;t av. 

Demostración 

Como S ;e lf1, por el axioma de elección, de cada subconjunto de S se 
fija un elemento con una propiedad determinada: 

Sea10 ESyseaS1 ={1aES/10 ~1c). Si S¡=lfl, entonces!0 es 
un elemento maximal deS; y siS1 ;e lf1, sea11 E S1 y sea: 

S2 = {1 a E S 1 1 11 ~ 1 e). Como en el caso anterior, si S2 = q,, entonces 
11 es un elemento maximal de S; y si S2 ;t lf1, se tiene 12 E S 2 y sea: 
S3 ={la E S 1 l2 <i Ial· Continuando con el proceso, se obtiene una 
cadena ascendente de ideales de A : 10 <;¡; 11 <i !2 e,¡;: • • • Afirmamos 
que dicha sucesión es estacionaria; es decir, existe nEN tal que 
Sn+l = lf1, pues A es un anillo noetheriano. De aquí, sea Iaa = In. 
Entonces 1 aves un elemento maximal de S. 

-Por el contrario, si Vn, Sn+l :;t. q,, sea!= u lw que es un ideal deA 
n=O 

Como A es anillo noetheriano, existen u1, u:u .•. , Ur en A tal 

que: 1 = <Uz, u:u ... , Ur>. Paran suficientemente grande, U¡Eln+l> 

\1¡ = 1, 2, ... , r. Luego: 1 = In+l = In+2 = ... , que contradice a la 
definición de los conjuntos sj • 

Proposición 8. 

(Teorema de la Base de Hilbert). Si A es un anillo noetheriano, 
entonces el anillo de polinomios A [x] es también noetheriano. 
En particular, si K es un campo, K [x] es un anillo noetheriano, 
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De aquí: K [X, Y] = K [.Xl [Y] también es noetheriano; y por un pro­
ceso inductivo,K[XJ>X2, ... ,Xn] es anillo noetheriano. 

Demostración 

Dado el ideal l de A [x], hay que probar: l es finitamente genera­
do. En efecto: Paraj i!!O en Z, sea: 

lj ={O} v {rE A 1 a0 +a 1 x + ... + r:J E I}; es decir, lj está formado por el 
elemento O de A y los coeficientes principales de los polinomios 
de grado j en l. 

Afirmaci6n 1. 

't/j ;?0, en Z, lj es un ideal de A y Ij ~ Ij+l· 

Enefecto:parar y tenlj y aEA Sir-t=O, setiene: r-tElj 

Si r--t "'O, sean 
f(x) =a0 +a1 x + ... + r:dyg(x) = b0 + b1 x + ... + txi en l. 

De aquí r-t E Ij. Por otro lado: 
a.f(x) =(aaJ + (aa1)x + ... +(ar)xi E !,osea: arE Ij 

Luego, Ij es un ideal de .4., 't/j =O, 1, ... 

Para ver que lj e;; lj+l; sea r Elj Sir= O, entonces rElj+l· 

Si r :rtO, seaf(x) = a0 + a1 x + ... + r:J E l;y comoxEA [x] se tiene: 

Ij e;; Ij+l• 'tlj. Lo que completa la afirmación. 
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De la afirmación 1 y considerando el Lema 1, para la cadena 
10 e;;; 1 1 ~ 12 e;;: ... de ideales del anillo noetheriano A, existe m::? O 

en Z tal que Ih = 1m, 't/h ::? m en Z; y los ideales 10 , h ... , Im son 
finitamente generados; es decir existen a¡lt a¡2> ... , ain¡ en A para 

cada i = O, 1, 2, ... , m; tal que: 1¡ = <ai 1> a¡2> ... , a in¡> donde cada aij 

es O ó es coeficiente principal de polinomios {;_j (x), para i = O, 1, 2, 

... , m y j == 1, 2, ... , n¡; y {;_j (x) E 1 de grado i. 

Afirmación 2 

El ideal! es generado por los polinomios {;_j (x), con i = O, 1, 2, ... , 

m y j = 1, 2, ... , n¡; es decir: 1 = <{;_j (x)>. 

En efecto: como (;_j (x) E l, Vi y 'Vj, se tiene: 

<{;_j (x), i =O, 1, ... , m; j = 1, 2, ... , n¡> e l. 

Recíprocamente: sea f(x) = b0 + b 1 x + ... + bd xd E 1 de grado d. 

Considerando inducción sobre d, se tiene: 

Asumiendo que todo polinomio de grado no mayor que d-1 en 1 es 
combinación de los polinomios {;_j (x), i = O, 1, 2, ... , m y j = 1, 2, ... , 

n¡; Si d > m, entonces Id = Im. De aquí, cada coeficiente bd en Id es 
de la forma: bd = c1 a + c2 a + ... +en amn , con CJ, C2> ... , cnm 

m1 m2 m_ m 
en A 

Luego: 

F(x) =f(xJ-xd-m(cifm
1 

(x) +c2f m
2 

(x) + ... +cnmfmnm_(x)) E 1, 

pues f (x) yf¡j (x) están en 1; además, el coeficiente dexd en F(x) 
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por lo que el grado de F (x) es menor que d. 

Por el proceso· inductivo, se tiene que F(x) es combinación 

de los polinomios {ij(x). D-e aquí: 

es decir:f(x) E <{ij(x)>. 

G (x) = f (x)- (e 1 fd
1 

(x) + e2 fd
2 

(x) + ... + end fnd (x)) E I y tiene grado 

menor que d. De aquí, por proceso de inducción, G (x) es combi­

nación de los{ij(x); por lo que: 

es combinación de Iosfij(x). 

En consecuencia, 1 = <fij(x), i = 0,. 1, 2, ... , m y j = 1, 2, ... , n¡>; 

con lo que se asegura el resultado del teorema. • 

Definición 5. 

Dado un anillo A, sea B un subanillo de A Se tienen: 
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1) A es un módulo de tipo finito sobre B, si A, como B-módulo, 
es de generación finita; es decir, existen v 1, v2, ... , Vt en A tal 
que: 

t t 
A = .L Bu,· = ( L b · v · 1 b · E B} 

j=l j=l J J J 

2) A es un anillo de tipo finito sobre B, si existen v 1> v2> ... , Vn 
enA talque: 

A = B [VJ, V2> ... , Vn] = {Lb¡ vP vi2 •.• vnin, con b¡ E B} 
i 

3) Un elemento v de A se llama entero sobre B si existe 

trx) E B[x] tal que f (v) = o, ~on f(x) = xn + bn-1 xn-1 + ... + b()' 
En particular, si A y B son campos y v E A es entero sobre B, 
se dice que ves algebraico sobre B. 

4) Si cada v E A es entero sobre B, se dice que A es entero sobre 
B. 
En particular, si A y B son campos y A es entero sobre B, se 
dice que A es extensión algebraica sobre B. 

Considerando los conceptos anteriores, se tienen los siguientes 
resultados: 

Proposición 9. 

Sean A un dominio de integridad, B un subanillo de A y v E A 
Entonces, las condiciones siguientes son equivalentes: 

i) v es un entero sobre B. 
ii) B [v] es un módulo de tipo finito sobre B. 

iii) Existe un subanillo B' de A tal que B [v] e B' y B' es un 
módulo de tipo finito sobre B. 
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Demostración 

i) => ii): si v E A es un elemento entero sobre B, existe 

f(x) = x"+bn-1 xn-1 + ... +b0 enB[x] talque 
f(v) = vn + bn-1 vn-1 + ... + b1 v + b0 =O. De aquí: 

n-1 

v" = - I bi vi; es decir: v" E B [v]. También: v, v2, .. . , vn-1 
i=O 

están en B [v ]. Además: 

n-1 n-1 n-2 
vn+1 = vv" = v (- I b·vi) = -I b· vi+1 =- I b ·vi+1-b,_1 v" 

·oJ .i=O 'J ·o'l r- r-
n-2 n-1 

=- I b·v!•1-b,_1 (-I b·viJ = 
·_nJ ·oJ 

J=v· r-
n-1 

= ~ (bn-1 bj-bj-1) vi +bn-1 b0 E B[v] 
J=l 

Luego, por un proceso inductivo, \it, vt E B [v]; es decir, B [v] es un 
módulo de tipo finito sobre B generado por 1, v, v2, ... , vn-1 

ii) => iii): considerando B • = B [v ], se tiene el resultado. 

iii) => i):SeaB' un subanillo de A tal que B [v] e B' y B' es un 
módulo de tipo fmito sobre B. Entonces existen co1, ~ .. . , co,. en B' 
tal que: 

r 
B' = LBQ%. ComoB[v]cB' setienequevEB'ytambién: 

i=1 

VQ% E B', ~ = 1, 2, .. . , r. Luego: 
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r 
VW¡ =.X bij m.; con bij E B. De aquí: 

J=l 
r 

.? (u ~r bi) m¡= O, \fi = 1, 2, .. . , r, es un sistema de r ecuaciones 
r-1 

con r incógnitas en m1, ~ .• . , co,.. Si .d = det (v~j - bi)• por la 
fórmula de Crammer se tiene: 

L1. Wj = O, 'tlj. Luego: 

r r 

Ll.B' =.d. I BIDj = I B.dmj=O. ComolEB'setiene: 
j=l j=l 

..1.1 = .d =o. 

Por otro lado, al desarrollar .d y como v aparece sólo en la dia­
gonal principal, se tiene: 

r 
.d = fl (v-b¡) = vr + Cr-1 vr-1 + ... + C1 V+ C0 = 0 

j=1 

con Cj E B. De aquí, v es un elemento entero sobre B. • 

Proposición 10. 

Sean: A un anillo, B un subanillo de A y (vJ¡. con i = 1, 2, ... , n, 

una familia finita de elementos V¡ E A tal que para cada i, v¡ es 
entero sobre B [v1, v2> •.• , v¡_1]; en particular, cada V¡ es entero so­
bre B. Entonces: 
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B [u1, u2> ••. , Un] es un módulo de tipo finito sobre By todo elemento 
de B [u 1, u2o ... , Un] es entero sobre B. 

Demostración 

Considerando inducción sobren: 
Paran= 1, si u1 es entero sobre B, entonces, por la proposición an­
terior, se tiene que B [u 1] es un módulo de tipo finito sobre B. 

Supongamos que para 1 5 r < n se cumple que B [u 1, u2o .•• , url es un 
módulo de tipo finito sobre B. Entonces M= B [u1, v2o ••• , vn-11 es un 

módulo de tipo finito sobre B; es decir, existen ro1, Ct2. .•. , típ en M 
talque: 

y como Vn es entero sobre M, entonces: 

M [vnJ = B [u 1• u2o •• . , Vn] es un módulo de tipo finito sobre M, por la 
proposición 9. De aquí, existen u 1> u2o ... , Uq en M [vnJ tal que: 

q 

M[unJ = .E Muh Luego: 
h=1 

q p 

B[uJ,U2>···•Vn]=M[unl= L( ~Bro)uh =}; Brojuh 
h=1 r-1 j,h 

es decir, {ro_¡uh> j = 1, 2, ... ,p y h = 1, 2, ... , q} genera a 

B [v1, u2o ... , )n] sobre B como B-módulo. De aquí, B [u1, u2o ... , Vn] 

es un módulo de tipo finito sobre B. 

Además, si v E B [v 1• v2o ... , Vn] , se tiene: 
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t . . j 
v = I ajv hv 1

2
2 ••• v ", con lXj E B. Luego,B[v ]= I Bvi, 

j 1 n i=l 

es un subanillo de B [v1, V,2. ••• , Vn] que contiene a B y que es un 
módulo de tipo finito sobre B; y por la proposición 9 se tiene que v 
es un entero sobre B. De aquí, todo v de B [v 1, v2> .. . , Vn] es un 

entero sobre B. • 

Proposición 11. (Teorema de Zariski). 

Dados L un campo, K un subcampo de L tal que L es un anillo de 
tipo finito sobre K; entonces: Les U.'l módulo de tipo fmito sobre K 
De aquí, L es una extensión algebraica sobre K 

Demostración 

Por ser L un anillo de tipo fmito sobre K, existen v1, v:z, •.. , Vn en L 
tal que L = K [VJ, V,2. ••• , Vn]. Por la proposición anterior, es sufi­
ciente probar que cada ViJ i = 1, 2, ... , n, sea entero sobre K. 

Para esto, considerando inducción sobren: 

Paran= 1, sea v = v1• Como L =K [v] es un campo y v E K [v], en­
tonces rrl E K [v 1; es decir: 

m 

rrl = Iaivi, con aiEKyam:FO. Luego: 
i=l 

m 

1 = I ai vi+l E K; o sea: 
i=l 

a m vm+l + am-1 vm + ... +a 1 v2 + a0 v-1 =O; y como: am :F O se tiene: 
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al a 1 vm+l + am-1 vm+ ... + -- v2+ _o_ V+(- -)=0; a m a m a m a m 

am-I am-2 al a o 1 
con __ , ... , --' y- en K; 

a m a m a m a m a m 

por lo que v es entero sobre K Por la proposición 9 se concluye que 
L =K[v] es un módulo de tipo finito sobre K 

Para n ~ 2, supongamos que exista algún V¿ E L tal que vi no es 
entero sobre K Reordenando, sea vi = v 1, que no es entero sobre K, 
y seaK1 =K(vl) c..L el campo defraccionesdeK[v1]. 

Por inducción: v2, v31 ••• , Vn son enteros sobreK1; o sea, 

L = K1 [v2> v31 ••• , Vn] es módulo de tipo finito sobre K1; y como 

K c. K1 e L, se tiene: 

Afirmación: 

K1 es anillo de tipo fmito sobre K 

En efecto: Por ser L módulo de tipo finito sobre Kl> existen w1, ~ 

••• , Ct>m en L tal que: 

m m 

L = .E KjWj = { I bjWjl bjEK1}; y como Vi EL, setiene: 
j=1 j=1 

m 
vi = I b· · w· con bi'J' E K1; y para eo¿ y w'J· en L se tiene: . 1 1) 'J' 

)= 
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m 

lü¡ OJ_¡ EL y lü¡ OJ_¡ = L b¡¡h m~v con bijh E KJ. 
h=l 

Como los elementos b¡¡ y bi}h están en K1 y K e Kl> entonces 
dichos elementos generan un anillo Ka e K1 de tipo finito sobre 
K, a través del homomorfismo de anillos: 

qJ(xuJJ =b¡¡h y qJ(RJ =K; es decir: K0 =K[ ... , bij ... , bi}Jv ... ] eK1. 

Por otro lado, para v EL, se tiene: 

m 

v = L a;, vil vi2 ... vnin, con llj E K, 
i=l 

por ser L un anillo de tipo finito sobre K Luego: 

n m m m 
v = ~ a;.(~ b lj m)i 1 ( ~ b2j m)i2 . . . ( ~ bnj m)in, 

l=l J=l J=l ;=1 

de donde, efectuando las potencias y multiplicaciones y conside­
rando: 

m 

lü¡ OJ_¡ = L b¡¡h (1)¡¡, se tiene que ves una combinación de: 
h=l 

m 
m1, ~ ... ,mm con coeficientes enK0 ; es decir, v = f=fi m.r con 

/3¡ E Ka: y como K0 e K1 e L, considerando K1 submódulo de L 
sobre Ka, se tiene que K1 es un módulo de tipo finito sobre KO" 
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Luego, como K1 es módulo de tipo finito sobre K0 y K0 es anillo de 
tipo finito sobre K, existen elementos u 1> u2, ... , up en K1 tal que: 

p 

K¡ = L K0 uj, y existen elementos SJ> s_2. ... , St enK0 e K1 tal que: 
j=l 

K 0 = L Ksii si2 ... Stht. De esto: 
h 

p 

K 1 = _.L ( .L Ks1h1 s2h2 .•. stht) uj= _.L K s1h1 s2h2 ... stht Uj= 
j=l h j,h 

K [ul> u_2. .•. , uP, s1, s2, ... , St]; es decir, K es un anillo de tipo finito 
sobre K; lo que prueba la afirmación. 

Considerando: K1 =K [yl> Y.2> ... , y5 ], para YJ• Y.2> ... , Ys en K¡ y 

comoK1 =K(v1), se tiene: Yj = ((jlg), conf.¡ y gj enKiv1] =Kix], 
j = 1, 2, ... , s. Sea del mínimo común múltiplo de los gj en K [v1]. 

Entonces: dyj =d. (f.¡fg) = (d/g). f.¡= hjfj, conhj E K[v1], 

para)= 1, 2, ... , s; o sea: \f j, dyj E K[v1]. 

Por otro lado, para z E K1 se tiene: z = L. bj y JI yt2 ... y /s, con 
J 

zdN= J;bjy}lyt2 ... y/sdN= J; b/(Yld)h(y2d)h ... (ysd_}js 
J J 

= ~ b/(hj(), conb/ E K y },jf.¡E K[v 1]. 
J 

De aquí: \f z E Kb zdN E K [v 1 ], para algún N> O. 
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También, sea h E K [v1], donde h es irreducible y primo relativo 
con d. Entonces 11 hE K1 y existe N> O tal que dN. (1 1 h) = (dN 1 h) E 

K [v 1]; es decir, h divide a dN; y como h es irreducible, se concluye 
que h divide a d, que contradice a que hes primo relativo con d. 

En consecuencia: v1 es entero sobre K; de aquí, cada v¡ es entero 
sobre K 
Luego: L = K [v 1> V,2. •.• , Vn] es módulo finito sobre K. Además, co­
mo K y L son campos y cada elemento de· K [v1, v2> ... ,v,J es entero 

sobre K, se cncluye que L es extensión algebraica sobre K • 

Proposición 12 

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea L una extensión 
de K, (K es subcampo de L), tal que L es módulo de tipo finito 
sobre K Entonces: L =K 

Demostración 

Como L y K son campos y L es módulo de tipo finito sobre K, se 
tienen que L es extensión algebraica de K; es decir, todo elemen­

to z E L es algebraico sobre K De aquí, existe f (x) E K [x], tal que 
f (z) = O. Pero por ser K un campo algebraicamente cerrado, todas 

las raíces de f (x) están en K; es decir: z E K Luego: L =K. • 

Para concluir, veamos el enunciado y la demostración del Teo­
rema de los ceros de Hilbert. 
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4. El Teorema de los Ceros de Hilbert 

Teorema 

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea 1 un ideal propio 
de K[x 1> x2, ••• , xnJ. Entonces: 

1) (Versión "Débil"): V (]) ~ t¡J; es decir, existe P E An (K) tal 
queF(P) =O, 'VF E l. 

2) (Versión "Fuerte"): 1 (V(])) =Rad (1); es decir, si para 

F E K [x b X2> ••. , Xn] se cumple F (P) = O, 'v' P E V (1), entonces 

FN E 1, para a lgúnN >O en Z, y recíprocamente. 

Demostración 

1) Corno K Tx1, X2> ••• , Xn] es anillo noetheriano e 1 es un ideal 
propio, para la familia (J Jade ideales Jade K [xl> X2> ••• , Xn] 

tal que 1 · ¡;; J ~ 'V~ existe un ideal maximal J tal que 1 ¡;; J, 
segiín el Lema l. Luego; si F (P) = O, 'V F E J, entonces F (P) = 
O, 'v' F E 1; es decir, V (J) ¡;; V(!). De aquí, es suficiente que 
V(J) ~ 9 para asegurar que V (1) ~ lP. 

Por lo anterior, asumiendo que 1 es un ideal maxirnal de K [x 1> x2> ••• , Xn] 

se tiene en consecuencia, que K [x 1> x2> •.• , Xn]/1 es un campo; y si 

n: K [X]> x2> •.• , Xn] ---¿ K [X]> X2> ··~· Xn)II es el epimorfismo 
canónico,· talque fl(F)=F+l y Ker(JD=l, ycomo también 

K e: K 1x¡, X2> ... , Xn], considerando la restricción n de na K se 
tiene que if es un monomorfismo de anillos, es decir, ti (K) = K 
De aquí, K e: K [xl> X2> ••• , XnJ/1 como subcampo. Además, sea 
fl(x¿) = v;., i = 1, 2, ... , n. Entonces: 
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n (K [x 1• x2, .. . , XnD = ¡¡ (!() [v 1• v2, ... , Vn] ""K [v z, v2, ... , Vn] y por la 
suryectividad de n se tiene que K [x 1> x2, .. . , XnVI ""K [v 1> V2> .. . , Vn] 
es un anillo de tipo finito sobre K Por la proposición 11 se con­
cluye que K [xl> x2, ... , xn]II es un módulo de tipo finito sobre K; y 

siendo K campo algebraicamente cerrado, por la proposición 12, 
se tiene queK[xb x2, ... , xnVI =K 

Luego, para i == 1, 2, ... , n se tiene: n(xJ = v¡ E K; o sea: x¡ + 1 = v¡ 

y de aquí: X¡- v¡ E l. 

Sea Jl =<X¡- Vv i = 1, 2, ... , n> el ideal de K [x1, x2- ... , Xn] generado 
porlos polinomios X¡- V¡, para i = 1, 2, ... , n; o sea Jl e l. 

Afirmación: 

Jl es un ideal maximal deK[x1, X2> ... , xn]. 

En efecto: SeaJun ideal deK[xl> x2- ... , xn]tal que JI e J. 

Si [1 :.t:J, existe FE K [x1, X2> ... , Xn] tal que FE J y F~ Jl. Como K es 
un campo y v 1, V2> ... , Vn están en K, se tiene: 

n 

F==F(xJ,X2> ... ,x,J = L a¡ xil xi2 ... xnin= 
i=O 

n 
L aJxJ-VJ + VJJil ... (xn -Vn + v,Jin 

i=O 

n n 

==L I..¡(XrVJJil(X2-v~i2 ... (Xn-vrJin= Ao + L n (x¡-vJ, 
i=O i=l 
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donde en cada caso: lXj E K, A.¡ E K y n E K [x 1> X2> ... , Xn]; y como 

L n (Xj- vJ E ]1 e J y FE J, se tiene que Av E J y Av >tO, 

puesF ~ 11. 

De aquí: Av-1 .E K y 1 = Ao-1 1.0 E J; es decir: 

J =K [x 1, X2> ... , xn]. Por lo que se asegura que 11 es ideal maximal. 

De la afirmación anterior, como 1 es un ideal propio de 

K [x1, x2> ... , Xn] y 11 e· 1, se tiene que 11 = 1, o sea: 

1 =<X 1- v 1> x2- v2, ... , Xn- Vn>; y por la proposición 1, se tiene 

V(l) =V ({xz- VJ> x2- v2> ... , Xn- v,J). Luego: 

PE V(I) ~PE V({x1-VJ>X2-v2, ... ,Xn-v,J) ~ 

(xi-vJ (P) =O, 'rli = 1, 2, ... , n. 

~xdPJ =vi> 'rli = 1, 2, ... , n ~ P= (v1, v2> ... , v,J. 

De aquí: V(I) = {(v 1> v2, ... , v,J) ;t 1/>. 

2) Veamos que:i)Rad (!) c:.1 (V(I)) y ii) 1 (V(I)) eRad(/). 

i) Si FE Rad (1), existe N> O en Z tal queFN E l. 
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Luego, para P E V (1) se tiene que G (P) = O, \f G. E 1; y como 
FN E 1, tambi8n se tiene: FN (P) = O. De aquí: P E V (FN). 
Luego: V (1) e V (FN). 

Pero V (FN) = V (F), por la proposición 6; es decir, V (1) e V (F). 

Además, si G E 1 (V (F)), entonces G (P) = O, \f P E V(F), y 

también: G (P) =O, \f PE V (1), pues V (1) e V (F), o sea: 
G E 1 (V (1)). Luego: 1 (V (F)) e 1 (V (!)); y por la proposi­
ción 3i), FE 1(V(F));esdecir,FE 1(V(1)). 

Por lo tanto: si F E Rad (1), entonces F E 1 (V (!)}; esto es: 
Rad(I) e 1 (V (1)). . 

ii) Como 1 es ideal del anillo noetheriano K [xb x:b ... , Xn], se 
tiene que 1 es finitamente generado, o sea existen Fb F:b ... , 

Fren1tal que: 1 = <Fb F:b ... , Fr>· De aquí, para G E 1 y 

PE An (JO, siFi (P) =O, \ti= 1, 2, ... , r, entonces: G (P) =O. 

Luego, sea F E 1 (V (!)). Si F = O; entonces F E Rad (1), por ser 
Rad (1) un ideal de K [xb x2, ... , Xn]. Si F #O, sea u un ele­
mento en alguna extensión de K tal que (xb X2> .... , xw u} sea 
trascendente sobre K; en K [x1, x2, ... , Xn] sea J el ideal ge­
nerado por 1 y uF -1; o sea, 
J =<1, uF-1> = <F1, F:b ... ,F,., uF-1>. 

ComoF E 1 (V (1)), se tiene que F (P) =O, 'v' PE V (1), siendo: 
P =(al> a2, ... , a,J E An (JO. 
SiP= (al> a2, ... , aw d) E An+l (JO, entonces: 
(uF-1) (P) =d.F(P)-1 =d.0-1 =-1 #0, 'v' dE K. 
De aquí, si Q =(e¡, e2, ... , ew q) E An+l (JO Y 'v'H E J, 
se cumple: H (QJ =O; y como: 
1 e J y K [XJ> x2, ... , Xn] e K [x1, x:b ... , Xw u], también se 

cumple: H (QJ =O, 'v' HE 1, siendo: Q =(e b e2, ... , e,J y 
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r 
H = L a¡ F¡ con fli E K [x 1> x2, ... , Xn]; donde F¡(Q) =O, 

i=l 

Vi = 1, 2, .. . , r. Luego F (Q) =O; y para 

r 

ÍÍ =}; a¡F¡ + {J(uF -1} E J, cor. {3= 1 E K[xl> x2, ... ,xw u], se tiene: 
i=l 

r 

H(QJ=}; fli(Q)F¡(Q)+f3(QJ(q.F(QJ-1)=0+1(q.0-1)=-1 :;tO, 
i=l 

lo que es una contradicción con H (QJ = O, V H E J. Por lo tanto se 
concluye que V ( J) = ~ Luego, por la parte 1 ), se tiene que: 

J = <1> = K{x1, X2> ••• , Xw u]. De aquí: 

r 

1 = L G¡F¡ + Gr+l (uF-1), para ciertos G¡ E K [x¡, x2, ... ,Xw u], 
i=l 

~ = 1, 2, ... , r, r + l. Considerando K (XJ> X2> ••• , x,J, el campo de 

fracciones de K [x 1> X2> ••. , Xn] y como F :;t O, para x¡ y (1 1 F) en 
K(x1, x2, ... , x,J, i = 1, 2, ... , n, considerando el homomorfismo de 
sustitución: 

rp:K[xz,x2•···•xwu] ~K(xz,x2•···•x,J, donde 

rp(x¡) =x¡, i = 1, 2, ... , n, q, (u)=(] 1 F) y 9 (K)= K, se tiene: 
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r 

= L G¡ (x J. X:z, ... , Xn, 1 1 F). F¡. 
i=l 

Sea FN el común denominador de los términos en 1 1 F de cada Gv 
para algún N> O en Z suficientemente grande. Entonces: 

r 

1 = 1/FN( LG¡(x1,x2, .. ;,x,J.FJ, osea: 
i=l 

r r 

FN = LG¡(xltx2····•x,J.F¡ = L G¡Fv conG¡EK[xltx:z. ... ,xnl 
~1 ~1 

De aquí: Fv E /; es decir: F E !lad (1). Luego: 1 (V(!)) e Rad (!). 

Dei) y ii) se concluye: 1 (V(!)) =Rad (]). • 

Del teorema anterior se tienen ciertas consecuencias. Entre éstas 
tenemos: 

Color.ario 1 

Si 1 es un ideal radical de K [x1, x2, ... , Xn], entonces: 1 (V(!)) =l. 
De aquí, existe una biyección entre los conjntos algebraicos ·V de 
An (]()y los ideales radicales! deK[xlt x:z, ... , xn]. 

Demostración 

Por la parte 2) del teorema anterior, como 1 es un ideal radical, o 
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sea: Rad (!) = 1, se tiene: 1 (V(!))= l. 

Además, si V es un conjunto algebraico, se tiene que V = V (1) 

para algún ideal 1 de K [x1, X2> ... , xn]. Luego: 1 (V) = 1 (V(!)) = 
Rad(I) = 1, donde 1 es ideal radical. • 

Corolario2 

Si 1 es un ideal primo de K[x1, x2, •.. , x,J, entonces V (1) es irredu­
cible. 

De aquí, existe una biyección entre conjuntos algebraicos irredu­
cibles V y los ideales primos 1 de K [xl> X2> ••• , Xn]; en donde, a los 
ideales maximales le corresponden puntos. 

Demostración 

Si 1 es un ideal primo de K [x1, x2> ••. , Xn], se tiene: 1 e Rad (!), 

V ideal/. 

SeaF ERad (1). EntoncesF'"I E 1 para algún m> O. Pero 

Fm = F.J?m-1 E 1; y como 1 es ideal primo, se tiene: 

FE 1 o Fm-1 E l. También: Fm-1 = F.Fm-2, y se tiene 

FE 1 o Fm-2 E l. Continuando un número finito de veces, se tiene 
que FE 1; es decir, Rad (I) e l. 

Luego:Rad (1) = 1, para 1 ideal primo. 

Además, 1 (V (])) = 1 es un ideal primo; luego, por la proposición 
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7, se tiene que V(!) es irreducible. 

También, si V es irreducible, entonces I (V) es ideal primo; lo 

que permite establecer la biyección. 

es una cadena ascendente de ideales propios, con Im el ideal 
maximal, se tiene: 

V (le) ~ V (11) ~ . . . ~ V (I,J ;? <fr; donde, por 1) del teorema, 

V (I,J :;t <fr. Luego existe PE An (K) tal que {P} e V (!,J. De aquí: 
1 (V (l,J) = Rad (l,J e 1 ({P}); y como 1m e Rad (J,J, se tiene: 

1m e 1 ({P}). Por ser 1m ideal maximal se tiene: 1m= 1({P}) o 
1({P}) = K[xl> x2, ... , Xn]· Si ]({P}) = K[xJ>X2> ... , Xn], entonces: 

F (P) =O, V FE K [x 1> x2, .... , Xn], lo cual no es verdad. 

Luego Im = 1 ({P}). De aquí, como todo conjunto finito <leAn (K) es 

algebraico, se tiene: V(l,J = {P). • 

Corolario3 

Para F E K [x 1, X,2. ... , Xn], sea F = F1n 1 F2n2 ... Frnr la descomposición 
de F en sus factores irreducibles. Entonces: 

r 

V (F) = U V (F ¡), donde cada V (F ¡)es irreducible. Además 
i=l 

1(V(F)) = <.Fl>F2>···•Fr>. 
De aquí, existe una biyección entre polinomios irreducibles 
F de K [xl> X2> ... , Xn] y las hipersuperficies irreducibles de 
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An (K), salvo factores no nulos en K. 

Demostración 

Porla proposición 6 se tiene: V (F) =V (F1) v V (Fv v ... v V (F;J. 
Además, como F¡ es irreduc:ble en K [xl> x2, ... , Xn] se tiene que 

<.F> es ideal primo, vi. 

Luego, por corolario 2, V (F J es irreducible; y 1 (V (F ¡)) = 
Rad(<.F¡>) = <.F¡>. De aquí: 

r r r 
1(V(F))=1( v V(FJ) = n 1(V(FJ)= n <.F¡> => <.F1.F2 . ... . Fr>; 

i=l i=l i=I 

r 
y si G ~D <.F'i>, entonces: G = H¡ F¡, 'Vi = 1, 2, ... , r, con H¡ E 

Kix1, X2> ... , Xn]; o sea F¡ divide a G, Vi; de donde: F1. F2 . .... Fr 

divide a G, por lo que G = H (FJ. F2 . .... Fr), con HE K [xl> X2> ... , Xr]; 

es decir, G E <.F1, F2 . .... Fr>· 

De aquí: 1(V(F))=<.Fl.F2 . .... Fr> 

Finalmente, para F E K [x 1, X2> ... , Xn], irreducible, se tiene que 
<F> es ideal primo; o sea V (F) es irreducible. También, para 
V(F) irreducible, se tiene que 1 (V (F)) = Rad ( <.F>) = <.F> es ideal 

primo. t 
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