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SOBRE UNA ECUACION NUEVA
DE LA FISICA - MATEMATICA

Holger SAAVEDRA SALAS {*)

En el articulo (11, manifestamos nuestro deseo de
construir una teorfa matemdtica para el operador
S, ¥ dimos inicio a ella, estableciendo una estima-
cion en el espacio funcional de Sobolcv. En este ar-
ticulo proseguimos dicha construccién estudiando
una ecuacion diferencial en derivadas parciales,
generada por un operador de tipo S, Para esta
ecuacion demostraremos el teorema de unicidad y
la dependencia continua de las soluciones de los
problemas de contorno de los datos iniciales.

Introduccion.

Definamos de la siguiente manera al operador

32L,, P) 2
— +&® — rx) T +ymrasa)l, (1)

S
¢ o2 o O

") Prolesor Contratado en la UNMSM.
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donde L, es un operador eliptico con coeficientes variables de la
forma:

n 9 P
L,=2 — p(x) — —q(x) )
=1 C ax]‘

xe Q C R®; Qescampo de las variables espaciales
Qr=[x1):xeQ, 0<t<T< g

El campo Qr es un cilindro con base ©,, 2, =Q n {t=0] C Rry
con contorno lateral ¥, =aQ x (0, T)

Vamos a considerar que 0Q es suficientemente suave y ademds
p(x) 2 p, > 0,xx) 21, > 0yqlx)2q, > 0.

Veamos a la ecuacién generada por el operador (1)
S U, )=-F(x,t) (3

con las condiciones iniciales siguientes:

U(x,t)|,=0 = @x)

(4)
Uie, )2 0=
y conuna de las tres condiciones de contorno siguientes:
1. Primera condicién de contorno.
Utx, ) | 3= 9, (x2) (5)

86



2. Segunda condicién de contorno.

52 p(x) + @rx) &x_ cos(n,x,J

+ 02):' p(x)-—j cos(n,x})} I\_ =1
j=1
donde: o2 = oy oh + o 0 ° (5"

3. Tercera condicién de contorno.

;22 p é—qﬁwz,- U cos(mx,) + 0,2}_: P —U— cos (71, x))
n' j=1
+0(x) U) 'Z =95 (1, 1) (5™

donde: o (x)>0 y 7 es un normal exterior a la superficie 3.

Si las funciones o (x), 9; (x,t); j = 1,2,3 son suficientemente
suaves, entonces las condiciones no homogéneas de contorno se

pueden reducir a condiciones homogéneas de contorno con la ayu-
da de una funcién sustitutoria. Por eso vamos a estudiar el pro-
blema (3) — (4) con alguna de las siguientes condiciones de con-
torno:

uls =0

2 U -
¥ P 8;_1/_) + @2r x, cos (n,x,)

n-1 ou ) _ »
+ o Z;‘ P cos(x)} |y =0 (57)
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2 d
w2 P a[fj;_)+ “’2r¢2r cos('fz’,xn) + 0,2):‘ p-a—x— cos(n,x,)

+o(x)U lZ =0 5™

Puesto que la ecuacién (3) es invariante ante la sustitucién
de t por —t, entonces todo el andlisis realizado de la ecuacién (3)
para los valores de t positivos y negativos es correcto.

Vamos a llamar solucién cldsica a la solucién de los pro-
blemas mixtos (3) - (5), si:

Ue Ci’,z(QT) y Ue Ci'tz(éq)
donde: Qr = Qru Qv i

Sea Ly, () un espacio funcional cuadratico sumable con el
siguiente producto interior y norma:

e =/ o P8 dx fgeLay(Q

LIfFLL2 = [ bt 1f12dx
M@ P
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Unicidad de la solucién de los problemas
de contorno-iniciales.
Estimaciones energéticas

Teorema 1:
La solucién de la ecuacién (3), con la condicién inicial (4) y una
de las condiciones de contorno, es tinica en la clase

CH: @ nC3,(Q, si Fxte C@Q

Demostracién:

Para demostrar el teorema (1) es suficiente establecer, que la fun-
cién U (x,t) = Uj (x,t) ~ Uy (x,t) que satisface a la ecuacién homo-
génea (3), a las condiciones iniciales (4) y a una de las conclu-
siones de contorno (5), es idénticamente igual a cero. Para el
cumplimiento de este objetivo vamos a obtener una estimacién
energética para las soluciones de los problemas de contorno ini-
ciales (3)~(5) en el cilindro Q, .

Multiplicando la ecuacién (3) por dU/ot y luego integrando

la igualdad obtenida respecto a Q;, donde t es un nimero arbitra-

rio del segmento [0, T, es decir 1€ [0,T] y Q; = 6‘: N{t=1),
obtenemos:

au az ) oU _
”{ wzx r(x) ol L,; U 1} dxdt =

T
- -(I) {2 F(x,t) dxdt ©
Puesto que:
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n
2 9 U 9% 9U, .
ot oz U =J~§1{ I Lot a2 P05
1 9 (99U 1l 9 oy
'2°-p(X) ot (awxj )2} 2 ot [g(X)(-a_t.)z]
aU n-1l

1 38U . aU
3t Ln~1U=).=Z (o Dot P93 ) -

13
-3 3 lawul]

U o ouU d ou oU
— 2 K = —2r 6% LA
o T o Ll a6 ™ 5 ]
1 9 oU
"y T (5]
entonces tenemos:

1 2 n 32U x:19)
- E;[!} at { j% p(X)( ataxj )2 + Q(x)( ot )2"'(12

n-1
Y px)
= j=1
ouU U :
(3; 2 + 02 g U2 + 2 r(x) ('a— )2} dxdt+” k1Y)
3 Xn
0 oQ
2 U o U
{p e et ? r{x) e (m,x,) + o2 2j=1p(X) a—x_]
U
cosmx)} dSdt =~ ] Tk pdxadt M
on ot
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Utilicemos las notaciones siguientes:

J U au
20 = [ (5, VOR 4o G0 ratrio €, 2 +
& n
n-l 3U
) p(X)(a—xj)2 +02 g u2 J dx
=

20)=] oV v R +q0 vy R +e2r (38% 2+
2o

n-1

0Q
02 2. px) (5 )2 +0? g [ (02  dx
j=

entonces de (7) obtenemos la siguiente expresién:

T

n-1
1 U 92 aUu oU -
= B@-))— — 2
2 ) (_! I ot {p(x) Z R + @2 r(x) o, cos (n, x,) + ¢ Ej:-'—-l

T
) Weos,x) dsdt= 22+ J] YFvaxa @
an 2 o at

La segunda expresién de la parte izquierda de (8) es igual a
cero para la primera y segunda condicién de contorno y es igual
a:

U
05 dt = %jc(x)U?(o,x)dS— 1 fowe2as

o(x)U
2 a()()

T
J
0 JQ
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para la tercera condicién de contorno.

Utilizando la indicacién siguiente:

E2(0) = 2() + | a0 UZAS (9
2,

obtenemos:

T
E2(t) =E2(0) + 2 ) | %Q F(x,t)dxdt ©)
oQ t

La expresién E2 () se llama integral de energia. Esta expre-
sién representa la suma de las energias cinética y potencial 121
del sistema mecanico en el momento de tiempo.

Si F{x,t) = 0, entoncestenemos:
E2(1) = E2(0) V120 10)

Es decir la energia total del sistema mecanico, cuando sobre
él no actian fuerzas externas es invariante con respecto al
tiempo. La igualdad (9) expresa la ley de conservacién de la ener-
gia.

De la igualdad (9) se obtiene el teorema de unicidad inme-
diatamente. En realidad si:

F=¢(& =y =0, entonces:

2u U U

g A at

=0  Vj=1,2,3
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Por consiguiente U = 0 en—Q-. lLg.qd.

Sobre la dependencia continua de las soluciones de los
problemas de contorno-inicial.

Teorema 2;
Para las soluciones de los problemas de contorno—iniciales
(3)(5) tienen lugar las siguientes estimaciones:

P
12 yull +|r—alt—1|| co2 1Y +
A Ly, (@) Lyq @) Fn Ly, (@)
+o2{11vuIl +11UI } <5{EW©)+
: L2,p Q) Lz,q Q)
T
L[ 1ipm dt 11
V4o o Ly (@) } an
T
LUt <llgll +tE©0)+ ,I__I(t_x)lnplt dr
Lyq (@) Lo g () Vq, o Lo (©)
12)
donde:
) P ) )
Ve (V. —3)=(—2 _9_
( ’ n) ( aX]_ ’ s axn-l ’ axn
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Demeostracion:

Derivemos (*) con respecto a 1 y utilizando la desigualdad de
Cauchy-Bunikovsky obtenemos:

E'(t)E('t)=°IF(x,t) %JI dx:OjF(x,t) U gx<
0 t =1 o ot

- U 1
<] IFnglzax . 1 L5 < IIF ]
o At L@ Vo Ly(Q)

R %I—g Il 13)
Lo o(Q)
pero
i1 g‘?l |2 < E2(), esdecir:,
Ly 4(Q)
15, <E(® 14)
ot "Ly ()

en vista de que la expresién:

| s0U2(,xds
x

es positivo, de igual manera obtenemos las siguientes desigual-
dades:

VU ‘
5 1 <E(@) (15)
Ly ()
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U

e < E
a1, g S B (16)
VUl <E
VU g SE® an
y Ul ILz,q(Q) <E(1) (18)

Tomando en cuenta la desigualdad (14) de la estimacién
(13) obtenemos:

L iFn

E'(@)<
! Va, Ly(Q)

Integrando con respecto a t desde cero hasta t tenemos:
t

1
E@<E©+ J=] I1FII dr a9)
do o L2(Q)

Ahora con la ayuda de las desigualdades (14){(18) obtene-
mos la estimacién (11).

La estimacién (12) se obtiene de la igualdad siguiente:

LU 12 = | qU2(x, ydx (20)
L@ @

Derivando la igualdad (20) y luego utilizando la desigual-
dad de Cauchy-Bunikovsky y la desigualdad (19) obtenemos:
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d
211011 — Ul =2JVquvg U & <
L@ & @
oU
<2110l 5! <2 1UlI (E(0)+
Ly (@) Lo Ly (@)
t

L Jurn ao

Vg, o Ly(Q)
de donde:
<4 o <E©+—=J 1IFII &t V teld, 1
dt Ly (@) Yoo T L@ ’

Integrando esta desigualdad, tenemos:

HU < tlell +tE0)+
Ly (@ PN(e)

t 4y

I(J IFI| do)dt

Qo © Lo(Q)
Cambiando el orden de integracién en el ultimo integral de

la siguiente manera:

t 4 t ot
fdewavay = J emapar=f t-ve@adr
o o o ¢ o

donde ¢ (1) = |IFi| L)’
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finalmente obtenemos la siguiente estimacién:

t

1
Ul <ol +tEO)+ — f(t-r d
Ly (@ Ly (@ 3, ! Yo (1) dr

lgqd.

Teorema 3:
La solucién cldsica de los problemas mixtos (3) —~ (5) depende en
forma continua de los datos iniciales ¢ (x), y(x) y F (x, t), si:

Vo, Vye Ly, (Q), 9 (x),y(x) € Lpq(Q) yF(x,t) € Ly (Q).

Para el problema de contorno—inicial en el caso de la tercera con-
dicién de contorno es necesario ademds la siguiente condicién:

Ue Ly 4(Q)

Demostracion:

La demostracién proviene del teorema (2), puesto que a incre-
mentos pequefios de las condiciones iniciales y de la parte dere-
cha de la ecuacién (3) le corresponde un incremento pequerio de
lasolucién cldsica del problema, vt e {0, T].

lqgqd.
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