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1. Introduccién

Desde sus comienzos, la practica profesional de la estadistica
ha requerido una actitud interdisciplinar, en la que los conocimien-
tos matemadticos del estadistico, la informacion sobre el significado
real de los datos proporcionada por los cientificos que los han
producido, y los métodos de calculo accesibles en cada momento
histérico, se han combinado para proporcionar soluciones a los pro-
blemas de investigacién y de decision que se han ido planteando.
Como consecuencia de este proceso, han ido apareciendo un con-
junto de técnicas, no siempre consistentes entre si, que constituyen
el nicleo de la formacién estadistica tradicional.

En las idltimas décadas, sin embargo, hemos asistido a una
rapida evolucién de la metodologia utilizada, que se ha debido,
fundamentalmente, a dos hechos importantes. Por una parte, el
increible desarrollo de los métodos de cdlculo, con la aparicion de
potentes microordenadores de bajo costo, capaces de realizar de
forma interactiva, y con soporte grifico, cdlculos que hace solo
unos ainos eran intratables, ha transformado el andlisis de datos;
la rigidez de los planteamientos tradicionales estd dando paso a
una actitud exploratoria en la que los datos son estudiados desde
multiples puntos de vista,a la busca de patrones, relaciones o in-
terdependencias, que permitan intuir los posibles modelos sub-
yacentes a las fluctuaciones aleatorias, los errores y la confusién
general, que tipicamente se observan en los datos reales. Por otra
parte, la formalizacion axiomdtica, presente en las matematicas
desde Euclides, ha terminado por alcanzar a los métodos es-
tadisticos; los distintos métodos tradicionales estan
siendo progresivamente sustituidos por una metodologia general
unt ficada, deducida a partir de los sélidos fundamentos axiomati-
cos de la teoria de la decisién, y caracterizada por la descripcién
probabilistica de la incertidumbre: la metodologia Bayesiana.

En este trabajo, se describen con cierto detalle las implica-
ciones de estos dos factores, y la manera en que su conjuncién
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ha dado lugar a una nueva forma de enfocar y resolver los pro-
blemas en los que los métodos estadisticos pueden resultar tiles.
El énfasis se sitiia en el plano conceptual, remitiendose al lector
a la literatura especializada para la mayor parte de los detalles
técnicos.

En la Seccién 2 se proporciona una introduccién elemental
a la moderna teoria de la decisién, cuya estructura axiomatica
proporciona los fundamentos sobre los que descansan los métodos
Bayesianos, y en ese contexto,se describen el andlisis de datos y la
inferencia estadistica como partes del trabajo necesario para incor-
porar la informacién de que se dispone al proceso de decisiéon. En
la Seccion 3 se subraya el caracter grafico e interactivo del analisis
de datos contemporaneo, se describen algunas de sus técnicas mas
interesantes, y se discute la forma en que los resultados de tal
analisis pueden ser formalizados mediante modelos matematicos
de tipo probabilistico. En la Seccion 4 se detalla el proceso formal
de inferencia estadistica, desde una perspectiva Bayesiana, y se
destacan las especiales caracteristicas del tipo de resultados a que
tal proceso da lugar. Finalmente, en la Seccién 5 se discuten al-
gunas de las consecuencias de las tesis mantenidas, y se comentan
las referencias bibliogrificas mads relevantes.

2. El Paradigma Bayesiano
2.1. Teoria de la decision

Desde sus origenes, las matemdticas han mostrado una fuerte
tendencia a la axiomatizacién. En efecto, la construccién de un
sistema axiomdtico permite identificar con claridad los conceptos
y relaciones que se consideran bdsicos, y garantiza que las con-
clusiones que pueden légicamente derivarse de tal sistema forman
una teoria coherente, exenta de contradicciones. Durante muchos
anos, los métodos estadisticos han permanecido fuera de esta co-
rriente; como consecuencia, han coexistido numerosas “recetas”, a
veces incompatibles entre s, para analizar distintos tipos de datos.

29



De tales métodos se sabia que eran frecuentemente iitiles, pero su
correcte funcionamiento nunca podia ser garantizado a priori. En
los afios veinte, el genio de Ramsey (1926) advertia que toda la
informacién disponible debe ser analizada en el contexto del pro-
blema real que motiva la investigacion, argumentaba que los pro-
blemas reales pueden ser generalmente descritos como problemas
de decision, y establecia las bases para una teoria axiomdtica de la
decision, de la que puede deducirse la metodologia necesaria para
analizar la informacién relevante.

El trabajo de Ramsey, pionero, pero carente de una forma-
lizacién matematica rigurosa, permanecié ignorado durante casi
dos décadas, pero la publicacién de la monografia de Savage
(1954), The Foundations of Statistics, en la que se establecian
las mismas tesis de forma rigurosa, ya no pasé inadvertida; la
naciente teoria de la decision iba a modificar definitivamente la
forma de analizar los problemas estadisticos.

2.2. Conclusiones basicas

A pesar de su notable complejidad matemadtica, las conclu-
siones fundamentales que se derivan de adoptar un punto de vista
axiomitico ante los problemas de decisién son relativamente faciles
de describir.

En efecto, cualquier problema real de decisién puede ser re-
presentado como una sucesion de problemas de decisién elementa-
les, en cuya estructura sélo intervienen tres elementos:

(i) el conjunto de decisiones posibles, o espacio de alternativas,
A,

(ii) el conjunto de sucesos inciertos relevantes, o espacio paramé-
trico, O,

(iii) el conjunto de resultados que pueden derivarse de la alterna-
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tiva que se elija y de los sucesos inciertos que tengan lugar, o
espacio de consecuencias, C.

Sobre estos elementos bdsicos, se proponen un conjunto de
azrtomas cuyo objeto es caracterizar lo que se considera un com-
portamiento “racional”, o coherente. Por ejemplo, parece razo-
nable exigir de una persona sensata, que si considera que la al-
ternativa a es preferible a la alternativa b, y que la alternativa
b es preferible a la alternativa ¢, entonces debe considerar que
la alternativa a es preferible a la alternativa ¢ (transitividad).
Andélogamente, si considera que la alternativa a es preferible a
la alternativa b siempre que suceda 8, y también considera que
la alternativa a es preferible a la alternativa b siempre que no
suceda 8, entonces debe considerar que la alternativa a es en
todo caso preferible a la alternativa b (principio de substitucion).
Naturalmente, existe cierta libertad en la eleccién del sistema de
axiomas; mientras unos sistemas axiomadticos intentan conseguir
el mayor grado de generalidad posible, otros tienden a subrayar
el contenido intuitivo o el caracter operativo de sus axiomas.
Fishburn (1981) proporciona un resumen comparativo de los sis-
temas axiomaticos anteriores a 1980; Bernardo et al. (1985) ofre-
cen una alternativa mas reciente. Sin embargo, las conclusiones
basicas que se derivan de todos los sistemas axiomdticos propuestos
son esencialmente las mismas:

(i) Debe construirse una medida de probabilidad que describa la
incertidumbre del decisor sobre todos los aspectos desconoci-
dos del problema en el momento de tomar la decision. For-
malmente, debe especificarse en una distribucién de probabi-
lidad sobre el espacio paramétrico, que representaremos por
su densidad de probabilidad p(8 | I) respecto de la medida
dominante apropiada, donde I representa la informacién dis-
ponible en el momento de decidir.

{(ii) Debe construirse una funcion de utilidad que describa las
preferencias del decisor entre los posibles resultados finales.
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Formalmente, debe especificarse en una funcién real u que
asocia un valor u(a,f) a cada una de las posibles combina-
ciones de alternativa a y suceso incierto 6.

(iii) Debe calcularse la utilidad esperada de cada decision, defini-
da por

Eu(alI):/eu(a,H)p(OII)dG,

lo que proporciona una medida directa de la deseabilidad de
cada alternativa a, dada la informacién I. Consecuentemente,
debe tomarse aquella decisién ¢* que maximiza la utilidad
esperada Eu(a | I).

Considérese, por ejemplo, la situacion de un equipo de go-
bierno que debe realizar un plan de inversiones piiblicas a medio
plazo. En primer lugar, deberia especificarse el conjunto de al-
ternativas posibles A, esto es, el conjunto de todos los planes de
inversién compatibles con su presupuesto. Seguidamente, deberia
determinarse el conjunto de todos los sucesos inciertos relevantes
0O, esto es el conjunto de elementos inciertos del problema que
pueden afectar a las consecuencias que se deriven de la decision
que eventualmente se tome: asf, la demanda mundial de barcos en
los préximos afos puede ser crucial, si se piensa en un astillero; el
crecimiento probable del parque automovilistico, si se contemplan
obras de infraestructura viaria; los resultados de las proximas elec-
ciones, si la conclusién del plan requeriria disponer de mayoria ab-
soluta en la préxima legislatura. Finalmente, deberian describirse
con detalle las consecuencias que previsiblemente se derivarian de
cada posible combinacion de plan de inversiones a y suceso posible
0, esto es de cada par (a,6), lo que completaria la estructura del
problema de decisién planteado. Para resolver el problema, seria
entonces necesario

(i) valorar cada uno de los resultados posibles, asignando a cada
consecuencia ¢ un valor numérico u(c) = u(a,8) que deberia
describir el grado de satisfaccién social que se derivaria de tal
consecuencia;
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(ii) determinar, en funcién de la informacién disponible J, una
distribucion de probabilidad p(6 | I) que describa la plausi-
bilidad de cada uno de los sucesos considerados.

La deseabilidad de un plan de inversiones a vendria entonces
medida por su utilidad esperada Eu(e | I) y, consecuentemente,
el plan 6ptimo a” seria el que diese lugar a una utilidad esperada
maxima. Ni la especificacion de la valoracién u(a,#), ni la deter-
minacién de la distribucién de probabilidad p(# | I) son sencillas,
pero ambos elementos son imprescindibles para una optima toma
de decisiones.

2.3. Informacion adicional

Frecuentemente, la informacién I de que se dispone sobre
los elementos inciertos de un problema de decision no resulta
suficiente para decidir con garantias razonables de éxito, pero
suele ser posible obtener informacion adicional que mejore esa
situacion; formalmente, la utilidad esperada de la decisién optima,
Eu(a* | I), puede resultar pequefia, pero generalmente resulta
posible conseguir nuevos datos D que la mejoren.

En el ejemplo antes comentado, el gobierno puede decidir que
necesita mds informacion sobre la evolucién del parque mévil, y
encargar un estudio basado en los datos de Trafico, o requerir
 mayor informacién sobre la valoracién ciudadana de las distintas
alternativas y realizar una encuesta entre la poblacién.

El problema técnico de incorporar tal informacién adicional
en el proceso de decision no es trivial, y constituye, de hecho, el ob-
jetivo iltimo de cualquier analisis estadistico. Desde la perspectiva
axiomatica que se ha descrito, se trata de obtener la distribucion de
probabilidad final p(8 | I, D) que describe la informacién de que
se dispone sobre los aspectos inciertos del problema, dada tanto la
informacién inicial I como la informacién adicional D, utilizando
para ello la distribucién inicial p(6 | I), y la presumible relacion
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existente entre los nuevos datos D y los sucesos inciertos relevantes

6.

Tipicamente, la relacién entre D y 8 puede expresarse me-
diante un modelo probabilistico p(D | 8) que describe la verosimi-
litud de los datos D como funcidn de los posibles valores de §. Por
ejemplo, la relacion entre los datos de una encuesta y el porcentaje
de ciudadanos que favorece una determinada medida suele ser ade-
cuadamente descrita mediante un modelo multinominal jerdrquico.
Una vez especificado el modelo p(D | ), la distribucién final de-
seada puede ser obtenida mediante el Teorema de Bayes, de forma
que,

p(0]1,D) x p(D|8)p(6]1),

0, mas explicitamente,

p(0]1,D)=kp(D | 6)p(6 | I),

donde la constante de proporcionalidad k puede obtenerse como

k={ [ wo109(01 Das}”

puesto que, por tratarse de una densidad de probabilidad,
Jop(811,D)df = 1.

La especificacién de un modelo probabilistico p(D | 8), que
describa la relacion existente entre los datos D y los elementos
inciertos del problema 8, no es sencilla; generalmente,es necesario
un exhaustivo analisis de datos, de tipo exploratorio, que propor-
cione los elementos de base para una modelizacién rigurosa. A
partir de aqui, la construccion de la distribucién final p(@ | I, D),
basada en el modelo provisionalmente aceptado, constituye el ni--
cleo del proceso de in ferencia necesario para incorporar al analisis
del problema de decisién la informacién proporcionada por los
datos. El uso sistematico del Teorema de Bayes en tal proceso de
inferencia es lo que justifica el adjetivo Bayesiano, con el que ge-
neralmente se describe el paradigma metodolégico que nos ocupa.
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En el resto de este trabajo, analizaremos con cierto detalle
cada uno de estos elementos.

3. Analisis de Datos

En la descripcion del andlisis de datos moderno hay dos ad-
jetivos fundamentales: interactivo y grdfieo. La importancia de
tales caracteristicas puede apreciarse mejor recordando, aunque
sea brevemente, la historia de los sistemas de célculo disponibles
para el andlisis estadistico.

Aunque la mayor parte de los métodos estadisticos cldsicos ya
se conocian a finales de los afios treinta, s6lo pudieron ser emplea-
dos de forma efectiva con la aparicion de los sistemas electrénicos
de cdlculo. En sus comienzos, en los afios 60, los programas de
analisis estadisticos residian en grandes ordenadores, y eran acce-
didos por los usuarios mediante tarjetas perforadas, que habia que
rehacer si se cometia un error; el paquete de tarjetas, que contenia
las instrucciones de control y los datos, era fisicamente entregado
en el centro de cdlculo, y los resultados eran recogidos en el mismo
lugar, impresos en papel continuo, unas horas mas tarde.

A principios de los 70 se trabajaba ya sobre terminales que
evitaban los desplazamientos, se habian introducido lenguajes de
control con comandos nemotécnicos, como “ajuste polinémico” o
“regresion”, v las variables eran ya identificadas por sus nombres,
en lugar de por su cédigo numérico. Sin embargo, se seguia tra-
bajando en lotes (modo “batch”), de forma que el usuario debia
ejecutar todo el programa de golpe y esperar, a veces varias horas,
para obtener los resultados,...o la indicacién de que habia algin
error.

Los sistemas interactivos, en los que se teclea un comando
en la terminal y el programa lo ejecuta de inmediato, aparecieron
a finales de los anos 70. Los programas interactivos permiten
analizar los datos de forma secuencial, de forma que los resultados
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A finales de los afios 70, algunos estadisticos, estimulados por
el trabajo pionero de Tukey (1977), Ezploratory Data Analysis,
defendieron el uso de programas interactivos para la exploracién
de datos sin modelos preconcebidos, adaptando para ello algunos
de los métodos conocidos y desarrollando otros nuevos, en un
intento de permitir que los datos “hablen por si mismos” y su-
gieran relaciones, dependencias o interacciones que resulte intere-
sante analizar con mds detalle. En una etapa posterior, una vez
intuidos los rasgos fundamentales de los datos, se podria proceder a
formalizar modelos y obtener conclusiones cuantitativas precisas.
Esta forma de trabajar, requeria una versatilidad interactiva y
una capacidad grafica de la que los paquetes de programas tradi-
cionales claramente carecian.

La décdada de los 80 es la del ordenador personal. Por una
precio moderado, cualquier profesional puede tener ahora sobre su
mesa mayor capacidad de calculo de la que tenia toda la univer-
sidad en los afios 60. Al principio, esto se tradujo simplemente
en la adaptacién de los paquetes de programas tradicionales para
su uso en ordenadores personales. Sin embargo, la capacidad
grafica de las estaciones de trabajo personales pronto desbordé
tales planteamientos, dando lugar a una nueva generacién de pro-
gramas para analisis de datos, especificamente disefiados para tra-
bajar de forma grafica e interactiva.

En el resto de esta Seccién, comentaremos brevemente algunas
de las técnicas mas importantes en el andlisis exploratorio de datos.

3.1. Deteccion de observaciones atipicas

Uno de los elementos cruciales en cualquier andlisis es la de-
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teccién de posibles observaciones atipicas en el conjunto de los
datos. Para empezar, los datos reales suelen tener errores; tales
errores suelen ser debidos a fallos en el sistema de medida que los
origind, a equivocaciones humanas cometidas en su transcripcion
0, en menor medida, a transmisiones electronicas defectuosas entre
los distintos soportes utilizados; naturalmente, los errores identi-
ficados son corregidos o, si ésto no resulta posible, los registros
correspondientes son eliminados. Sin embargo, observaciones co-
rrectamente realizadas y transcritas pueden resultar tan atipicas,
tan extraordinarias, que deban ser eliminadas del andlisis general,
y estudiadas después por separado, para poder identificar las rela-
ciones subyacentes al conjunto de las observaciones que presentan
un comportamiento estandar.

Por ejemplo, en el anilisis de una encuesta orientada a deter-
minar las preferencias mostradas por los ciudadanos entre distintos
planes de inversion, hay que eliminar los errores fisicos, posible-
mente debidos a un grabado incorrecto de las respuestas obtenidas,
pero también hay que identificar y tratar por separado, observa-
ciones atipicas que oscurecerian la tendencia general; por ejemplo,
cuando se analizan los datos de una encuesta sobre posibles in-
versiones en la red viaria, tal vez deban tratarse por separado los
datos correspondientes a la zona que deberia ser expropiada para
construir una nueva autopista.

Los métodos graficos interactivos son especialmente efectivos
en la deteccién de observaciones atipicas. Por ejemplo, las graficas
moéviles tridimensionales correspondientes a la representacion si-
multdnea de las tres primeras componentes principales de cada
elemento del conjunto de datos, permiten una inmediata identi-
ficacion visual de las observaciones atipicas. Menos poderosos,
pero a veces muy efectivos, son los métodos grificos en una o dos
dimensiones; por ejemplo, los diagramas de caja ( “boxplots”) pro-
porcionan un interesante resumen grafico de la distribucién de una
magnitud univariante.
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3.2. Trans formaciones

La eleccién de una métrica adecuada para cada una de las
magnitudes presentes en los datos originales es frecuentemente
crucial para su andlisis efectivo.

En primer lugar, es preferible trabajar siempre con magni-
tudes tipificadas, puesto que permiten comparaciones intuitivas
de forma mucho mas sencilla. Por otra parte, una proporcién
importante de los métodos estadisticos estan disefiados para tra-
bajar con datos normales; consecuentemente, suele resultar de-
seable transformar las magnitudes utilizadas de forma que sus
distribuciones marginales se ajusten cuanto sea posible a una dis-
tribucion normal. En algunos casos, la experiencia acumulada
sugiere transformaciones obvias, como la transformacion logistica
cuando se trabaja con proporciones; en otros casos, sin embargo,
es necesaria una bisqueda secuencial, enormemente facilitada por
aquellos sistemas que permiten la observacién simultinea de los
histogramas y representaciones en escala probabilistica normal de
las distribuciones correspondientes a las distintas transformaciones
consideradas. :

Naturalmente, el analisis de transformaciones, como cualquier
otra manipulacién de los datos, debe realizarse una vez excluidas
las observaciones atipicas, puesto que en otro caso tales observa-
ciones podrian sesgar el andlisis. ’

3.3 Deteccion de subpoblaciones homogéneas

Para establecer un modelo probabilistico que describa fiel-
mente la relacién entre los datos observados y los sucesos inciertos.
que se investigan, es frecuentemente necesario separar el conjunto
de datos en subpoblaciones razonablemente homogéneas entre si.

Las representaciones tridimensionales en componentes princi-
pales antes mencionadas pueden utilizarse con este propdsito, lo
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que a veces permite la identificacién visual de conglomerados. Sin
embargo, es frecuentemente m4s efectivo procesar los datos con al-
gunos de los numerosos algoritmos especificamente disefiados para
la determinacién de conglomerados.

La diferencia mds importante entre los distintos métodos de
construccién de conglomerados (“clusters”) reside en el tipo de
distancia utilizada para determinar el grado de semejanza entre
cada par de registro; cada definicion de distancia da lugar a un re-
sultado diferente, grificamente descrito por un dendograma, en el
que resultan aparentes los subconjuntos de datos relativamente ho-
mogéneos con respecto a esa distancia. El uso de diferentes distan-
cias (o alternativamente, el uso repetido de la misma definicién de
distancia con distintas transformaciones de las magnitudes inclu-
idas en cada registro) proporciona distintos conglomerados que, en
el contexto de los datos analizados, suelen tener una interpretacién
interesante.

Por ejemplo, en el andlisis de datos electorales, la distancia
logaritmica entre las distribuciones de voto en cada comarca, ori-
gina conglomerados de comportamiento politico homogéneo, mien-
tras que la distancia euclidea permite la identificacién inmediata
de comarcas que resultan atipicas como consecuencia del extraor-
dinario nivel de implantacién en ellas de algunos de los partidos.

3.4. Tratamiento de las observaciones incompletas

Uno de los aspectos mds polémicos del andlisis de datos es el
tratamiento que se da a las observaciones incompletas presentes
en los datos, Esencialmente,hay dos posibilidades: el tratamiento
convencional consiste en ignorar en el andlisis aquellos elementos
en los que falte una o mds de las magnitudes requeridas; alterna-
tivamente, pueden imputarse los valores que faltan, utilizando la
informacion proporcionada por los datos completos para predecir
el valor mds probable de las magnitudes que faltan en un registro,
en funcién de las magnitudes presentes en ese mismo registro.
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Si puede suponerse que la distribucién de observaciones in-
completas es aleatoria, la segunda opcién es mas arriesgada: si se
hace correctamente, se dispone de mucha mas informacién, obte-
niendose por lo tanto conclusiones mds precisas, pero un modelo
de imputacion incorrecto puede introducir importantes sesgos. Sin
embargo, la distribucién en la poblacién de las observaciones in-
completas es rara vez independiente del objeto de la investigacién
y, en este caso, ignorar las observaciones incompletas puede pro-
ducir serios sesgos en el anilisis. *

Por ejemplo, en las elecciones generales de 1982, la imputacion
probabilistica, a partir de un modelo logistico basado en su perfil
sociolégico, de las contestaciones que presumiblemente hubieran
dado las personas encuestadas que no quisieron revelar su in-
tencion de voto, permitié unas predicciones extremadamente pre-
cisas (Bernardo,1984); ignorar las contestaciones incompletas hu-
biera desviado las predicciones, debido a la correlacion existente
entre la intencién de voto y la disposicién a darlo a conocer.

Fl andlisis de datos moderno permite estudiar interactiva-
mente, por simulacion, las consecuencias de distintas formas de
imputacion, reduciendo asi notablemente el peligro de introducir
inadvertidamente algin tipo de sesgo.

3.5 Identificacion de modelos

Una vez eliminadas las observaciones atipicas, realizadas las
transformaciones oportunas, separados los datos en subpoblacio-
nes homogéneas, y decidido en cada una de ellas un tratamiento
apropiado para las observaciones incompletas, pueden empezar a
estudiarse, con garantias, los posibles modelos que servirian para
explicar el comportamiento observado.
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Histogramas de las distribuciones marginales de las variables,
y de sus transformaciones, en las distintas subpoblaciones; re-
presentaciones graficas relacionales, de la forma que los elemen-
tos seleccionados en una de ellas son inmediatamente identifi-
cados en las demds; regresion de algunas variables sobre distin-
tas transformaciones de otras, y andlisis de los correspondientes
residuos; andlisis de las correlaciones existentes entre pares de
variables; comparacion miiltiple de las caracteristicas correspon-
dientes a las distintas subpoblaciones,... son algunos de los elemen-
tos que pueden contribuir a sugerir un modelo capaz de explicar
el comportamiento de los datos.

Uno de los métodos mds poderosos en esta fase final del
analisis de datos es la biisqueda de elementos invariantes, de sime-
trias. Se puede comprobar, por ejemplo, que una reordenacién
aleatoria de los datos en una subpoblacién no modifica las carac-
teristicas observadas, lo que permitiria suponer que los elementos
que la integran son parcialmente intercambiables esto es, en un
lenguaje mds convencional, que constituyen una muestra aleatoria
de un cierto modelo; se puede verificar que los residuos corres-
pondientes a una regresion lineal tienen simetria esférica, lo que
sugeriria un modelo lineal normal; puede comprobarse que una
determinada funcién vectorial de los datos proporciona el mismo
tipo de informacién que los datos completos, lo que sugeriria que
se trata de un estadistico suficiente y, por lo tanto, que el modelo
probabilistico adecuado pertenece a la correspondiente familia ex-
ponencial. Las posibilidades son esencialmente innumerables; sélo
estan limitadas por la competencia y la imaginacion del analista.

En definitiva, el resultado del andlisis exploratorio de los datos
debe proporcionar informacion suficiente sobre su estructura como
para permitir la especificacién de un modelo matematico con el
que pucdan deducirse conclusiones cuantitativas precisas. La de-
duccién de tales conclusiones constituye el proceso formal de in-
ferencia estadistica.
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4. Inferencia Estadistica
4.1. Modelizacion

De acuerdo con las conclusiones que se derivan de la teoria
de la decision, para determinar la alternativa optima, dada la in-
formacion inicial I y los datos adicionales D, correspondiente a
un problema de decisidon cuyo espacio de sucesos inciertos es O,
es necesario determinar la distribucién final p(6 | I, D), que des-
cribe la informacion de que se dispone sobre @ en el momento de
tomar la decision.

A partir de un analisis de datos intensivo, en la linea que acaba
de ser descrita, es a veces posible construir un modelo matematico,
p(D | 8) que describa directamente la relacién probabilistica entre
los datos D y el parametro de interés §; mas frecuentemente, sin
embargo, el modelo encontrado es de la forma p(D | 8,w), donde
aparece un nueve parametro desconocido w, al que llamaremos
parametro marginal que, como 8, es frecuentemente multidimen-
sional. :

Por ejemplo, el andlisis de datos puede sugerir, para cada
una de las & subpoblaciones descubiertas, una distribucién normal
multivariante airededor de un vector media, en el que estamos
interesados, pero su especificacién también depende de una matriz
de covarianzas desconocida. En este caso, el modelo completo seria
de la forma

k
P(D|8,w)=Y a;N(Di}| pi,Vi)

i=1
donde el pardametro de interés 8 = {p1,...,1x} contiene a las
medias, y el parametro marginal w = {Vi,...,Vi,a,...,a,} estd

constituido por las varianzas y por los pesos relativos de cada una
de las subpoblaciones.
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4.2. Distribucionesfinales

De acuerdo con la axiomdtica de comportamiento racional,
es necesario especificar mediante probabilidades la informacién de
que se dispone sobre cualquier elemento incierto del problema.
Consecuentemente, serd necesario especificar una distribucién ini-
cial conjunta p(8,w | I) que describa la informacién de que inicial-
mente se dispone tanto sobre # como sobre w.

Una vez determinada la distribucién inicial, es ficil obtener,
mediante el Teorema de Bayes, la distribucién final conjunta

p(0,w|I,D)x p(D|8,w)p(8,w|I) _

que describe la informacién de que se dispone sobre 6 y w, una
vez incorporada la informacién proporcionada por los datos D. A
partir de aqui, puede marginalizarse para obtener la distribucién
final buscada, '

p(611,D) = / p(6,10| I, D) dw,
]

que es el elemento necesario para determinar la utilidad esperada
de cada alternativa

Eu(a|I,D) = /eu(a,o)p(o | 1, D) dé,

Esto proporciona una medida de la deseabilidad de cada una de las
alternativas consideradas en el momento de decidir y constituye,
por lo tanto, la selucion al problema de decisién planteado.

En algunas ocasiones, el modelo probabilistico es de la forma
p(D | w), de manera que el pardmetro de interés # no aparece
explicitamente en el modelo, pero es en cambio una funcién mate-
matica conocida 6 = 6(w) del parimetro marginal utilizado. Por
ejemplo, en el anilisis de datos electorales, el modelo probabilistico
multinominal es expresado en funcién de las proporciones
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w = {w1,...,wx} de votos conseguidos por cada partido, pero el
parametro de interés 8, la distribucion de escaios en el Parla-
mento, es una funcién suya, § = 6(w), definida por la Ley d’Hont.

En estos casos, el Teorema de Bayes permite obtener directa-
mente la distribucién final de w,

p(w|1,D) x p(D | w)p(w | I),
de donde la distribucion final buscada,
p(0|1,D) = T{p(w|I,D)},

puede obtenerse, analitica 0 numéricamente, mediante la transfor-
macién probabilistica apropiada, T. Obsérvese que este tipo de
transformacién no es posible en la metodologia clisica.

El proceso de calculo de las distribuciones finales puede resul-
tar técnicamente dificil; por ejemplo, pueden aparecer serios pro-
blemas de integracién multidimensional, o puede resultar que no
existan soluciones analiticas y deba recurrirse al cilculo numérico.
Sin embargo, debe subrayarse que se trata de dificultades técnicas,
no conceptuales. El proceso a seguir es unico y bien definido; se
dispone de una teoria general de inferencia.

4.3. Prediceion

Frecuentemente, puede suponerse que los datos constituyen
una muestra aleatoria, constituida por un determinado nimero
n, de observaciones independientes de un determinado modelo;
por ejemplo, en control de calidad, los datos relevantes consisten
frecuentemente en los resultados de las medidas z realizadas a n
productos elegidos aleatoriamente dentro de una partida. En este
caso, D = {zy,...,2,}, con

D |8w)= Hp(:c,- | B,wj.

i=1
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En este tipo de situaciones es frecuente que la funcién de utilidad
venga expresada en términos de valores de un nuevo registro z,
y sea por tanto de la forma u(a,z), en lugar de ser de la forma
u(a, ). Por ejemplo, en control de calidad, las consecuencias de la
decision de aceptar o rechazar una partida generalmente dependen
de que existan o no productos cuyas magnitudes z excedan las
especificaciones permitidas, no del valor medio de tales magnitudes
en la partida analizada.

Puesto que siempre es necesario obtener la distribucion de
probabilidad que describe la informacién disponible sobre el suceso
incierto relevante y en este caso tal suceso es el valor z de un
nuevo registro, sera necesario determinar la distribucion final de
z, que denominaremos distribucion predictiva de z, y que puede
obtenerse, utilizando la distribucién final de los parametros en el
Teorema de la probabilidad total, como

p(:c]I,D)z/e/Qp(xIO,w)p(B,wII,D)d0dw.

Consecuentemente, la utilidad esperada de una alternativa a serd
ahora de la forma

Eu(a|1,D) =_/ u(a,z)p(z | I, D) dz,
X

y la mejor alternativa a*, la que maximice esa expresion.

Obsérvese la notable diferencia entre la solucion Bayesians
al problema de prediccién, definida por la distribucién predictiva
p(z | I, D), y la solucién tradicional p(z | 8,&) que se limita a subs-
tituir los valores desconocidos de 8 y w por los de sus estimadores
63, @, lo que ni siquiera tiene en cuenta el tamaio n de la muestra
en que se basa la prediccién. Aitchison y Dunsmore (1975) pro-
porcionan un detallado andlisis de las peligrosas consecuencias de
este tipo de error.
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4.4. Distribuciones de referencia

La especificacién de la distribucién p(#,w | I) que describe la
informacidn inicial es frecuentemente muy diﬁcil, especialmente en
la frecuentes situaciones en las que los parametros 6 y w son multi-
dimensionales. Por otra parte, la informacion inicial es frecuente-
mente pequeita comparada con la informacién proporcionada por
los datos, de manera que puede esperarse que p(6 | I,D) y
p(0 | D) sean basicamente idénticas. Finalmente, existen situa-
ciones, por ejemplo en la redaccién del informe relativo a los re-
sultados de un experimento cientifico, en las que no quiere incor-
porarse mas informacion que la directamente proporcionada por
los resultados del experimento realizado. Para todos estos casos,
es necesario disponer de una distribucién inicial de referencia
que matemadticamente describa la propiedad deseada, esto es que
la informacién inicial sea despreciable frente a la informacién pro-
porcionada por los datos.

La teoria de la informacién proporciona una forma de resolver
el problema; en efecto, existen argumentos de tipo axiomdtico que
permiten deducir la expresién adecuada para medir la cantidad
de informacién desconocida, H®{p(6)}, sobre el parimetro de
interés @, que naturalmente depende de la informacién p(8) de
que se dispone: cuanto mayor sea la informacién contenida en la
distribucién inicial p(#), menor serd la cantidad de informacién
desconocida sobre §. Reciprocamente, la distribucién inicial “no-
informativa” o de referencia, 7(#), serd aquella que maximice la
informacién desconocida H®{p(6)} (Bernardo, 1979). En el caso
de que existan parametros marginales, se puede utilizar el mismo
argumento de forma secuencial. para obtener una distribucién
inicial de referencia de la forma #(8)x(w | 8) (Berger y Bernardo,
1988).

Las correspondientes distribuciones finales, #(8| D)y
m(x | D) son las distribuciones finales de refercncia y describen
la informacién que el conjunto de los datos D proporcionan sobre
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el parametro de interés # y sobre futuras observaciones z, dado el
modelo supuesto. Puesto que la metodologia tradicional siempre
ignora la informacion inicial, las distribuciones finales de referencia
proporcionan la dnica forma de comparar los resultados cldsicos
con los resultados Bayesianos; ha podido observarse que, general-
mente, los resultados cldsicos pueden ser reproducidos a partir
de las distribuciones finales de referencia, por lo que, pragmatica,
aunque no conceptualmente, el paradigma Bayesiano constituye
una extension de la metodologia clasica.

4.5. Descrz;pcio'n de resultados

El resultado final de un proceso de inferencia Bayesiano es
siempre una distribucién de probabilidad, la distribucién final del
parametro de interés, p(f | I, D). Sin embargo, con objeto de
comunicar con facilidad los rasgos mds caracteristicos del resultado
obtenido, es conveniente presentar, junto con la ecuacién formal
que define p(8 | I, D), algunas medidas de localizacién, algunas
medidas de dispersion, y una representacion grafica adecuada.

La eleccién de una medida de localizacion puede ser descrita
en si misma como un problema de decision, en el que el espacio de
alternativas coincide con el espacio paramétrico, esto es, A = O.
Es la version Bayesiana de la estimacion puniual. Para distin-
tas funciones de pérdida 1(5,0), se obtienen distintas soluciones,
esto es distintos estimadores 6 o medidas de localizacién de la
distribucién final; la media, la mediana y la moda son casos par-
ticulares (ver, por ejemplo, Berger, 1985, p.161). Generalmente,
sin embargo, no hay razones para limitarse a calcular un sélo es-
timador, y es frecuente determinar al menos los tres anteriores;
en efecto, la media de la distribucién final suele tener interesantes
propiedades matematicas y el intervalo determinado por la moda
y la mediana de la distribucion final contiene a la mayor parte de
los estimadores que resultan de funciones de pérdida razonables,
por lo que constituye una interesante “medida de localizacion”, en
forma de intervalo.
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La familia mds interesante de medidas de dispersion, desde
un punto de vista Bayesiano estd constituida por las llamadas
regiones de mazima densidad. La region de maxima densidad y
nivel de probabilidad p, o regién p — creible, Ry, correspondiente
ala distribucién p(@ | I, D), es aquella de menor volumen entre las
que contienen 8 con probabilidad p, esto es, tales que miniminizan
| R, df bajo la condicién

/ (8| 1,D)d6 = p.
R, .

Es facil demostrar que toda region creible tiene la propiedad de
que cualquier punto de ella tiene mayor densidad de probabili-
dad que todos los que pertenecen a la region; de ahi la expresion
“maxima densidad”. Las regiones creibles, que tienen forma de
intervalos cuando el parimetro de interés es unidimensional y su
distribucidn final es unimodal, constituyen la versién Bayesiana de
los intervalos de confianza clisicos, y frecuentemente coinciden
numéricamente con ellos, cuando no se utiliza informacién ini-
cial; obsérvese, sin embargo, que la interpretacion correcta de una
region creible R, es que “de acuerdo con la informacion disponible,
el valor del pardmetro pertenece a R, con probabilidad p”, mucho
mas intuitiva que la forzada interpretacion frecuencial de los in-
tervalos de confianza; debe asimismo subrayarse que las regiones
creibles no juegan en los métodos Bayesianos el papel privilegiado
de los intervalos de confianza en la metodologia cldsica: consti-
tuyen simplemente una descripcion parcial de la distribucién final.

Las regiones creibles pueden ser utilizadas para proporcionar
un analogo Bayesiano a los contrastes de hipdtesis clasicos, “re-
chazando™, con nivel 1 — p, la hipétesis & = 8 si, y s6lamente
si, 6 no pertenece a la regién creible de nivel p. Sin embargo, si
realmente se quiere plantear un problema de contraste desde una
perspectiva Bayesiana, debe formularse el problema de decisién
correspondiente, definido por un espacio de decisiones con sdlo
dos alternativas, aceptar o rechazar la hipétesis nula, y por una
funcién de utilidad que describa el valor de aceptar o rechazar tal
hipotesis en funcién del verdadero valor de 8 (Bernardo, 1985).
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Si, por ejemplo, el resultado de una pequeiia encuesta de in-
tencién de votos sobre 100 electores aleatoriamente elegidos da
lugar. una vez adecuadamente procesadas las no-respuestas, a 10
votantes que piensan abstenerse, la distribucion final de referencia
correspondiente a la proporcion § de abstencion seria una dis-
tribucién Beta, Be(6 | 10.5,90.5). Puede comprobarse que la
media, moda y mediana correspondientes son, respectivamente,
0.104, 0.096, y 0.101, mientras las regiones creibles de niveles 0.90,
0.95 vy 0.99 resultan ser, respectivamente, los intervalos (0.055,
0.152), (0.048,-0.164), y (0.037, 0.189). Consecuentemente, en
términos mds coloquiales, podria entonces afirmarse que la abs-
tencién oscilaria en torno al 10%, situdndose probablemente entre
el 6% v el 15% y casi con seguridad entre el 4% y el 19%; en
particular, con estos datos, no seria posible garantizar, con pro-
babilidad de error menor del 1%, que la abstencién se situase por
debajo del 18%.

Cuando el parametro de interés es unidimensional, es natural
representar graficamente su densidad de probabilidad, sefialando
ademds algunas de las medidas de localizacién y dispersion men-
cionadas. Cuando el parimetro de interés es multivariante, es in-
teresante acompanar las graficas de las distribuciones marginales
de sus componentes, con representaciones de las “curvas de nivel”
correspondientes a regiones creibles bidimensionales de los pares
de componentes que se estime oportunos, asi como de las grificas
de las densidades de probabilidad correspondientes a funciones del
parametro de interés especialmente significativas.

4.6. Remodelizacion

Los resultados del proceso de inferencia correspondientes al
modelo probabilistico que se juzgé mas adecuado, pueden y deben
ser utilizados para proceder a un analisis critico del modelo y estu-
diar sus posibles mejoras. Por ejemplo, puede determinarse la dis-
tribucidn predictiva de distintas funciones de los datos ( funciones
diagnosticas ) y verificar si tales predicciones son o no compati-
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bles con los valores que toman tales funciones al actuar sobre los
datos de que se dispone. La forma concreta de decidir sobre tal
““compatibilidad” es un tema polémico; vease, por ejemplo, Box
(1980).

Alternativamente, a partir de la distribucion predictiva, pue-
den generarse observaciones artificiales del modelo por el método
de Monte Carlo y analizar si los datos asi obtenidos presentan o no
elementos que los distingan de los datos originales; las posibles dis-
crepancias proporcionan, cuando existen, importante informacién
sobre los elementos del modelo que deben ser mejorados.

Naturalmente, esas actividades se sitian de nuevo en el con-
texto del analisis exploratorio de datos, inicidndose asi un ciclo que
s6lo debe darse por terminado cuando el modelo final sea capaz
de predecir todas las caracteristicas descubiertas en el conjunto de
las observaciones que no han sido consideradas atipicas.

5. Discusidn

Tanto el andlisis grafico interactivo de datos como la metodo-
logia Bayesiana han conocido un crecimiento espestacular en los
ultimos afios, pero el esfuerzo se ha centrado mayoritariamente en
unos cuantos centros de investigacién de primera fila; lamentable-
mente, su implementacion dista mucho de ser mayoritaria en las
universidades, y es pricticamente inexistente en la industria o la
administracién. La distancia temporal que tradicionalmente se-
para la investigacion de punta de su difusion generalizada, no debe
servir de consuelo.

La difusién de los métodos modernos de andlisis de datos,
requiere la disponibilidad por parte de los analistas de microorde-
nadores y de paquetes de programas adecuados. En los centros de
investigacion de todo el mundo, la gama de SUN, sobre sistema
operativo UNIX, se estd convirtiendo ripidamente en un estandar;
su escaso nimero y elevado precio reduce sin embargo la oferta de
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programas comerciales disponibles, de forma que la mayor parte
de los centros programan sus propias aplicaciones. Una alterna-
tiva mds modesta la constituye la gama de los Apple Macintosh,
para la que estin apareciendo una serie de programas comerciales
especificamente disefiados para trabajar de forma grafica e in-
teractiva; ejemplos impresionantes de esta nueva tendencia son
DataDesk, MacSpin y Mathematica.

La difusién de los métodos estadisticos Bayesianos requiere
su incorporacién sistemitica a los programas de las asignaturas
de introduccion a la estadistica que, con distintos nombres, se im-
parten en las universidades. Lamentablemente la mayor parte de
los libros de texto elementales que se utilizan, ignoran completa-
mente la metodologia Bayesiana y, lo que es mas grave, presentan
los métodos tradicionales sin ningin tipo de andlisis critico (una
excepcion notable es DeGroot, 1988); consecuentemente, sélo al-
gunos alumnos postgraduados, que frecuentemente se orientan a
una actividad académica, llegan a poder apreciar las limitaciones
de la estadistica tradicional y a conocer la alternativa Bayesiana.
En esta situacién no puede sorprender que la practica de la es-
tadistica sea todavia abrumadoramente tradicional.

Desde hace algunos afios, los métodos Bayesianos vienen ocu-

pando un espacio notable en las revistas profesionales mas im-

portantes, pero los libros de texto Bayesianos son relativamente

" escasos. Concluiremos este trabajo con una sucinta referencia
cronoldgica a algunos de ellos.

La obra de Jeffreys (1961) es un cldsico que contiene el germen
de muchos de los desarrollos posteriores de los métodos Bayesianos.
Lindley (1965) presenta una introduccién a la probabilidad y ala
estadistica Bayesiana que subraya la equivalencia numérica de los
resultados tradicionales con los que se derivan de las distribuciones
finales de referencia. El libro de DeGroot (1970) es un curso para
postgraduados en teoria Bayesiana de la  decision.
Zellner (1971) introduce la econometria Bayesiana. Winkler
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(1972) proporciona una introduccién elemental a la inferen-
cia Bayesiana. Box y Tiao (1973) exploran las consecuencias de
adoptar una perspectiva Bayesiana ante los problemas estadisticos
que aparecen en la investigacién cientifica. De Finetti (1975) pro-
porciona una reconstruccién de la teoria de la probabilidad desde
un punto de vista . subjetivista. La monografia de

Aitchison y Dunsmore (1975) estd centrada en los pro-
blemas de prediccion. Hartigan (1983) presenta un anilisis
riguroso de los modelos matemdticos presentes en la metodologia
Bayesiana. El libro de Berger (1985) es un curso postgraduado en
teoria de la decision, que incluye tanto los aspectos clasicos como
los Bayesianos.

Mencién aparte merecen las colecciones de articulos publi-
cadasen honor de estadisticos Bayesianos famosos: Jimmy
Savage (Fienberg y Zellner, 1974), Harold Jeffreys (Zellner, 1980)
y Bruno de Finetti (Goel y Zellner, 1984), o con ocasion de con-
gresos monograficos Bayesianos: Fontainebleau (Aykac y Brumat,
1977), Innsbruck (Viertl, 1987), Purdue (Gupta y Berger, 1988)
y Valencia (Bernardo et al.,1980, 1985, 1988); los congresos de
Valencia constituyen un reconocido foro permanente, de caracter
mundial, donde cada cuatro afios se discuten los nuevos avances
logrados en el desarrollo de la metodologia Bayesiana.
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