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CALCULO ESTOCASTICO
Y UNA APLICACION
A LA ESTADISTICA*

Arturo KOHATSU**

1. Calculo Estocastico

En esta primera seccién se intentard dar una somera descrip-
cién de las integrales con respecto a martingalas y algunas de sus
propiedades. Luego generalizaremos esto, al de semimartingalas.

Una semimartingala es un proceso estocastico X;,t > 0 cuya
estructura estd dada por dos componentes; una con una variacién
relativamente pequefia V;, y una componente de rapida variacion
(ruido) M;,t > 0.De tal forma que X, = V; + M;. La definicién
formal es la siguiente:

Sea (2, F, P) un espacio probabilistico, equipado con una fa-
milia no-decreciente de o-3lgebras F = (F;) donde Fy ha sido
completado con los conjuntos P-nulos y F; es continua por la
derecha, i.e. F; = Fi+(= N Fs)-

2>t

* Resumen de una conferencia dada por el autor en la PUCP.
** Ex alumno PUCP. Estudiante de doctorado en Purdue University

57



Si (X¢)i>o0 es una familia de variables aleatorias en (2, F, P)
tal que X, es F;-medible, para todo t > 0; entonces diremos que
X = (X, F;) es adaptado a F. La teoria se ha desarrollado bajo
la condicién siguiente: “Todos los procesos a estudiar pertenecen
al espacio (D, D) donde D es el espacio de funciones continuas por
la derecha y limites por la izquierda. D es el o-dlgebra generada
por los borelianos de ®¢ ”. Estudios sobre este espacio pueden ser
encontrados en Billingsley [1].

Por simplicidad, siempre asumiremos que X¢ = 0
M = (M;,F:) es una martingala (sub-) si:

1) E|Mi|< 400 Vt20
2) E(My/F,)=(>)M, s<t

Lévy y Doob estudiaron la nocién de martingala como la ex-
tension de sumas de variables aleatorias independientes y probaron
teoremas limites para esta nueva clase de procesos.

En 1965, K. Ito y S. Watanabe extendieron esta nocién a
la martingala local. Una martingala local M = (M,,F;) es un
proceso adaptado para el cual es posible encontrar una sucesién
de tiempos de detencién (7, )(n>1); que es creciente a infinito tal
que los procesos detenidos M™ = (Mya7,,Ft)n>1 son martingalas.

Nota: 7 : @ — R+ es un tiempo de detencién si [T < t] € F,.
Ito empezd definiendo la integral estocastica en un caso particular,
i.e.

t
M,:/ H,d\,,
0

donde IV, es un proceso de Wiener (el cual es una martingala),
H = (H,, F;) es un proceso adaptado y

t
/ Hlds <40 t>0,as.[P) (1)
0 .
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En este caso, se define M, para el caso en que H, es un proceso
“simple” (como se suele hacer en teoria de medida) y luego se ex-
tiende este concepto a todos los H que cumplen (1) por intermedio
de limites en L%(Q, P).

Si ademas
t
/ EH}ds < 4o (2)
0

entonces M es una martingala (denotado por M € M). Si sélo se
asume (1) sélo se obtiene que M es una martingala local. Esto se
hace definiendo los tiempos de detencién siguiente:

, t
T.= inf{t// H2ds > n}
]

y M " = (MaT,,Ft) es una martingala. (ain mds, es una martin-
gala cuadrado integrable, i.e., EM} 1 <n < +o0).

Denotaremos por My, = Moo(F, P) la clase de martin-
galas locales sobre () con una o-dlgebra fija F = (F¢)i>0. Usual-
mente, ocurre que la variacion de las martingalas es no acotada,
por lo cual constituye un modelo para la parte de la semimartin-
gala de “ripida variacién”. Para describir la parte de “variacién
pequeiia”, sea Vi, = Vioo(F, P) el espacio de los procesos
V = (Vi,Ft)i>0, que son de variacién acotada localmente. Es
decir, paratodo t > 0 y w € 2 la variacion de V:

t
/|dV,(w)| < +oo.
0

Definicion {Aleyer. 1976) Un proceso estocastico X = (X, Fy) es
una semimartingala (denotado por X € S = S(F, P)) si existen
Vv € vlocs M € Mloc tal que

X=V4+M
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Naturalmente tal representacion no tiene porque ser tinica, ademas
Mioe N Vi # 0 sin embargo en algunos casos, si lo es (repre-
sentacién especial).

S es un espacio suficientemente grande, para sospechar que
no se esta haciendo una teoria trivial. i.e.

Mioe € 8, Vioe C S,subMyoe C S,SUP My € S,

donde los dos iltimos simbolos representan a las submartingalas
locales y a las supermartingalas locales.

Por ejemplo, cualquier proceso estacionario con incrementos
independientes es una semimartingala (en general, un proceso de
incrementos independientes sera una semimartingala si su funcion
caracteristica es de variacion acotada).

El proceso de Ito, X = (X, F;) donde

t t
X:=Xo + / as(w)ds + / by(w)dW,
0 0

con

t t '
/ | as(w) |ds < +oo, / bi(w)ds < 400 Vit 0,a.s.[P],
(] °
es una semimartingala.

Ademids S es invariante con respecto a una transformacion
equivalente de medida, i.e. si P ~ P en (2,F) entonces

S(F, P) = S(F, P).

Casos de procesos que no son semimartingalas, son dificiles de
encontrar; excepto el simple caso de una funcién deterministica de
variacién no acotada. M. Yor ha probado que /| W | ¢ S donde
W es un proceso de Wiener (i.e. I, ~ N(0,1)).
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Ahora, intentaremos generalizar el concepto de integracion
con respecto a semimartingalas. Wiener fue el primero que supo
que la integral con respecto a un movimiento browniano (o proceso
Wiener) no podia ser definida como una integral de Stieltjes para
cada punto del espacio muestra debido a que las trayectorias del
movimiento browniano son de variacién no acotada. La definicion
de Wiener para esta integral, se refiere s6lo al caso de una funcion
deterministica H = (H:):>0 y es en términos de integracién por
partes. Esto es, '

ft t
/ HdW, .= HiW, — HiW, - / W,dH,
0 . 0
Ito, definio la integral
t
(H-W) 5/ H,dw,
(]
para funciones H = (Hy, F;) que satisfacen

i
/Hfds < +o00, t>0 a.s.[P]
0

El siguiente paso, fue dado por II. Kunita y S. Watanabe en 1967
quienes extendieron la definicion de Ito, reemplazando el proceso
de Wiener por una “martingala cuadrada integrable” arbitraria.
" Esta posibilidad estaba basada en los hechos principales: (W, F;)
y (W2 —t, F;) son martingalas.

En general, si M = (M,, F;) € M? _ entonces M? = (M2, F,)
es una submartingala y de acuerdo al teorema de descomposicién
de Doob-Meyer, existe un proceso creciente predecible (i.e. con la
informacién previa al tiempo t, se puede predecir la posicién del
proceso en t}), denotado por:

<M>=(<M>,F) <M>=0
tal que M>— < M > es una martingala local.
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Usando el proceso < M > llamadola caracteristica cuadratica
de la martingala, Kunita y Watanabe, definieron la integral es-
tocastica

t
(H-M) = / H,dM,
[1]

para la clase de procesos predecibles H = (H,, F:) que satisfacen
la condicion :

t
E/ Hld<M>, <+400,1>0.
0

Ademais probaron una férmula de cambio de variables, o férmula
de Tto, la cual dice:

si F = F(z) € C?, entonces, con X; = (H - M),

4 4
F(X) = F(Xo)+ / F’(X,)H,dMnL% / F'(X)H!d < M >, .
1] [\]

Esta es una de las férmulas mas importantes para el calculo es-
. tocastico.

En el caso general, la definicion de integracion con respecto
a semimartingalas, es simplemente una adicién de integracién con
respecto a una martingala y otra en el sentido de Stieltjes.

Dellacherie demostré en 1980 que esencialmente ésta es la in-
tegracion general maximal que uno puede obtener, si se extendiese
el concepto de semimartingala, se reducirian los integrandos a pro-
cesos triviales.

2. -Aplicacionés a Estadistica

- Una de las fuentes mds importantes de aplicacién del Cdlculo
Estocastico en la estadistica es la caracterizacion de procesos limi-
te.

62



Este tipo de trabajo empieza con Khonaladze (1983}, trabajo
en el cual caracteriza el proceso limite de

\/__Z{h(um, )~ E(h(vnir )}

donde
Vni = nAF (=) = [

n

o)

F, es la funcién de distribucién empirica de ciertas variables alea-
torias independientes e igualmente distribuidas, h es tal que
| h(z,t) |< €ce®*,¢ > 0,a > 0. Este tipo de estadistico, es una
generalizacién de estadisticas del tipo x>.

Primero, se prueba que X,(s) es una semimartingala, donde
la parte que es martingala esta caracterizada por:

Wals)= 7= 3 {hlomis 1) = Blh(omi /77

i<sn
- donde F}! = a(Vno,---,Vn(i—x))'

Teorema. Sea f la densidad de F (funcién de distribucién de
X)si||fll = suplf(z)l es finito entonces W, 45 W7 en D cuando
n— +oo

Aqui  T(s) = [ o*(2)d(2) o%(t) = vark(Z,t)  donde

Z ~ Poisson(f(t)). WT ~ N(0,7(2)). (ﬂsxgmﬁca convergencia
en dlstrlbucmn)

Para la parte de variacién acotada se obtiene el siguiente teo-
rema

Teorema. Sea A" =X, —-W, Si||fll<+ooye>0. Si
V[l = Fo(T,)] — é(¢) > 0 cuando n — +o00
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donde T, =1- 7‘; Entonces K"AK, donde

t ] 3
K(t) = - / Ega(h(Z,)(Z = F) = ppds

El subindice f(s) significa que la esperanza ha sido tomada con
respecto a Z ~ Poisson( f(s))

Este tipo de desarrollo es el que se esti empezando a usar
extensivamente en el drea. Es decir, obtener la descomposicién
(de Doob-Meyer) de la semimartingala en martingala y proceso de
variacion acotada y hallar el limite de cada parte. Por supuesto,
también existen otras técnicas que aqui no se mencionan.
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