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EL PROBLEMA DE
DIRICHLET PARABOLICO

Alejandro ORTIZ FERNANDEZ *

Se estudia el caso parabolico de la ecuacion

HYP = p, x E*P

Se propone el problema de generalizarlo al caso de los
respectivos espacios pesados.

* Profesor Auxiliar de la Pontificia Universidad Catélica del Peri.
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En este trabajo resolvemos el problema de Dirichlet en tér-
mino del grupo {A;}:50. El enfoque es un caso particular de lo
estudiado en [4], en donde tratamos los @-espacios de funciones.
Por otro lado, en el Boletin del Dpto. de Ciencias de la Pon-
tificia Universidad Catdlica del Perd, Vol. IX, No.17, 1977 ya
anuncidbamos los resultados que ahora desarrollamos en detalle.

El tema hace uso de algunos prerequisitos, no muy familiares
en general. Por ello, y a fin de darle un caracter didactico a este
articulo, seremos lo suficientemente explicitos.

1. E! Problema de Dirichlet.

Sea el semi-espacio superior R7! = {(z,t)/z € R, t € R*}.
Un clésico problema en andlisis es caracterizar aquellas funciones
que sean arménicas y limitadas sobre ®7%!, cuando conocemos
su naturaleza sobre el espacio frontera o espacio traza R". Mais
concretamente, se tiene el familiar problema de Dirichlet:

Dado f, por ejemplo en C°(R") (funciones continuas), encon-
trar una funcién u(z,t) tal que Au = Oen R}y lzmu(x t) =
f(2) sobre:R™.

Remarcamos el gran valor histérico de este problema en el de-
sarrollo de muchas areas del andlisis. Una primera caracterizacién
es dada por el

Teorema 1. Sea u(z,t) una funcién medible sobre ®*+1. En-
tonces, u = Py x f, con f € L°(R"™) <= u es armodnica y limitada
sobre ®7*!, donde

t
|z )
es el nicleo de Poisson, siendo ¢, una constante apropiada. u =

P; x f es la integral de Poisson y sabemos que Izmu(z t) = f(z);
ademds, u(z,t) es armdnica en R3+1.

P(z)=c

32



Otra caracterizacion es dada por el

Teorema 2. Sea 1 < p < oo. Entonces,

u= P x*f, con  f€LP(R") < ue H'(R}T)

donde H? es el espacio de Hardy

{u(z,t) arménica sobre ERKH/Hu”Hp = stgg (Dl < oo},

siendo en general 1 < p < oo.
Para el caso p = 1, se tiene el
Teorema 3.

u=Prp<=>uc H!

donde p es una medida de Borel finita sobre R™

La prueba de estos teoremas puede encontrarse, por ejemplo,
en A. Ortiz: “Algunas Variantes del Problema de Dirichlet”. IV
Coloquio de Matemdtica. Arequipa. 1986.

2. Espacios E*P y H*P,

Con la motivacién de los anteriores teoremas, podemos inda-
gar por nuevos espacios de funciones, tanto para u como para
su traza f. En esta direccidn, fue interesante ver como el espacio
BMO, de funciones de oscilacién media acotada, podia ser tomado
como espacio traza de un cierto espacio de funciones armoénicas.
Precisemos esta idea.

En 1961, John-Nirenberg introducen el espacio
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BMO =

{f € Lb®) [Ufll. = sup

q ,‘éﬁ/qlf(x)—fqidzgc@o}.

donde C es una constante, Q un cubo (de lados paralelos a los ejes)
contenido en Qo C R, con | Qo [< oo (medida de Lebesgue), y
fQ - |é|f f(z)dx

Se observa que L°°CBMO dado que f(z) =log |z |€ BMO.

En esta orientacion, ?BMO es importante porque si planteamos el
problema de Dirichlet, concretamente,

Au(z,t) = 0 en RTH
u(z,0) = f(z),con f € BMO,

entonces la solucién u (se verifica) satisface la estimativa

suplQl// | Vu(z,t) | tdtdz < C

donde r es la longitud del lado del cubo @,

IVu(xt)Iz( )2 ( )2+( )-

Charles Fefferman, siendo ain muy joven, establecm que si f €
BMO entonces se tiene

| f(z) - fq |
/se- |1+ z|+H dz < Al fll,

siendo A una apropiada constante. Este resultado nos garantizala
existencia de la integral de Poisson(P; * f)(z) = u(z,t). Ademis
prueba que si f € BMO, entonces existe una constante A > 0, tal
que para todo cubo @ se tiene

i L [ 19u(e0 1 s < A
Q1 Jo o
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Bien, ahora el camino estd listo para la introduccién del espacio
HMO, considerado por Fabes-Johnson-Neri [2] . Asi,

HMO = {u(z,t) armonica sobre 321“/
Nlulls = sup(———l—/ / | Vu(z,t) | tdtdz)!/? < oo}.
e 1@l

Consecuencia: Si f € BMO, entonces u(z,t) = (P * f)(z) €
HMO. -

La parte crucial es el reciproco, lo que fue obtenido por Fabes-
Johnson-Neri, quienes prueban la caracterizacion dada en el

Teorema 4.

u(z,t) = (P * f)(z), con f€ BMO <= u(z,t)€ HMO.

Por otro lado, la escuela italiana, liderada por S. Campanato y
G. Stampacchia, hace un estudio sistemdtico de los espacios £
en las décadas de los 60’s y 70’s, con significativas aplicaciones a
problemas en ecuaciones en derivadas parciales. Unificando nota-
ciones (creo debido a J. Peetre) se obtienen los espacios E*? y
H*?  que pasamos a exponer en seguida.

Sean 0 < @ <1y 1< p< oo nlimeros reales.

e ={fe1Q)/
[Mlews = sup{ iy [ 1(2) = fo P de}/? < oo
q Q1%+ Jo

donde @ C Qo C R™

HoP = {u(a:,t) armonica sobre Riﬂ/

1 r
lulre.r = sup{mramey /Q [ /O | Vu(z,t) |? tdiP/2da} P < oo}
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Note que E%! = BMO y H%? = HMO.

Fabes-Johnson-Neri, en el citado trabajo, prueban la siguiente
caracterizacion, la que estd en la linea de lo tratado anteriormente.
Asi se tiene el

Teorema 5. Si0 < a < 1,1 < p < oo, entonces H*P = Ppx E*P,
Ademas, [jul|gar > || fllEa»

La prueba de este resultado hace uso de la desigualdad de Ch.
Fefferman, mencionada arriba, y de otros argumentos que después
fueron generalizados.

El teorema 5 es lo que deseamos estudiar en el contexto de
una métrica parabdlica.

3. La Métrica Parabélica p(x).

La evolucién de las ideas a exponer se encuentran en los tra-
bajos de A.P. Calderén, M. de Guzmadn, N. Riviére, A. Torchinsky,
R. Macias - C. Segovia, entre otros. En este camino, un amplio
uso del método’ parabdlico es hecho en [1], en donde se estudian
temas del analisis armodnico en tal contexto.

Veamos una breve motivacién de cémo llegar a la métrica p(z).
En el estudio de los operadores integrales singulares

Ti(z)= | K(z-u)fw)dy
JRn
el nicleo K(z) satisface la condicién de homogeneidad de grado
-n, esto es, K(tz) = t™"K(z), lo que en una forma mds general
sugiere la siguiente transformacion
A R® - R? |, donde Ai(z1,...,24) = (M 21,...,1% z,)
con a; > 1 numeros reales.
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Fue interesante cuestionar si se podian considerar transforma-
ciones lineales mds generales sobre X", tales que adn se tenga la
continuidad de tales operadores T sobre los espacios LP, 1 < p <
00, u otros espacios. Estos argumentos llevaron a considerar al
grupo {4, }:>o de transformaciones lineales de R" tal que verifica:

(1) A;A; = Ast, condicién que es motivada por:

Ag(z1,...,2,) = ((st)™zy,...,(st)%"z,)
= As(tall‘l,...,ta"zn)
= A,Ai(z,...,20)-

A =1 (identidad), cuya motivacién es

A (zy,. ., z0) = (1%2q,...,1%2,) = (21,...,2,)

Consecuencia. I = Aj = Ay = AjAp-1 © A1 = AT

(2) La aplicacién (0,00) — L(R",R"), t — A, es continua con
respecto a la topologia uniforme de operadores.

(3) El grupo satisface ||Asz|| < tl|z|| para0 <t <1,z € R*. La
condicién A, = A,A; sugiere la representacién {ep "’9‘} =
{t¥} para {A;}, donde P es una matriz n X n, llamada el
operador infinitesimal del grupo.

Proposicion. Para cada 2 € R —'{0} existe un tnico vector ¢, tal
que t;P2 € §7 1 esto es, ||toPz]| = 1.
Entonces, la funcién (distancia parabélica) p(z) es definida siendo

o(z) = {t,-, siz#0

0, siz=0

p(z) es una métrica ya que
(i) p(t"z) = tp(2),
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(ii) p(z + ) < p(z) + p(y).

Sea ahora la gradiente V = (—821 RN _3i,. ). Por definicién,
0 1 P+ P
= — — - *AT *V i L2 =
A £y 21rt(P AV, AIV), ysi L yp

entonces A = & — L(LA;V,LA;V), donde * significa adjunto.

El operador diferencial A, considerado por Calderén - Tor-
chinsky [1], es muy general. En particular, sea la matriz

(431 0 0
0 Q2 0 T

p=1| s , con a; > 1y P autoadjunto.
0 0 a,

0 - 0
=0 0
0 0 -t

ap 0 - 0 t1 0 0 o
. o 02
s R § I
0 0 - a, 0 0 - to 52

9 9

— g, xn

_(alt 3z1+ +ant (')zn)'

Luego,
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=5 m( Lo Ztai)

1=

n

1
= 5~ 3 L

En particular, si P = I (esto es, si a; = 1) tendremos A =
5‘% - #A, de donde proviene el adjetivo de “parabdlico” a esta
teoria.

Por otro lado, estamos interesados en funciones u tales que
Au = 0. Por ejemplo, tomemos la funcién 6(z2) = e~I=I*. En-
tonces, su dilatacién 6,(z) = t~78(A;'z) satisface A6,(z) = 0,
donde 7 es la traza de P. Ademis, si f es una distribucién tem-
perada, y u(z,t) = (f * ;)(z) entonces Au(z,t) = 0. Esto es
satisfactorio para problemas de valor de contorno en un contexto
mas general.

Para una presentacion, un poco detallada, de lo expuesto en
las Secciones 2 y 3, ver A. Ortiz: “Espacios £P** Parabélicos y
Espacios de Funciones Arménicas”. UNT. 1982.

4. Espacios E®P y H*P Parabdlicos.

En esta seccion vamos a considerar los espacios E*? y H*?,
presentados en la Sec. 2 pero en el contexto de la métrica parabé-
lica, visto en la Sec. 3. En vez de cubos trabajaremos con bolas,
lo que no es inconveniente alguno.

Nuestro objetivo es probar el teorema 5 cuando los espacios con-
siderados son parabdlicos. Veamos.

Si1<p<o0,0<L ac<l,definimos

Eor = {ferp, &/
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[——

B(zo,r)

Ifllenr = sup (s [ @ JsP el <O <o

donde B(zg,7) es la bola de centro zo, y radio r; y donde — S
a < 1. Remarcamos que v es la traza de la matriz P.

Si u(z,t) es una funcién tal que Au(z,t) = 0, decimos que
u € HoP si

llellgrer =

L iz
su { Lu(z,t tdt } < 00
Blrar) LTTHEP B(zo.7) | )1 et

donde Lu(z,t) = (LtP" V)u(z,t) = (LA;‘V)u(:r,t).

Los resultados son:

Teorema 6. Sea f € E“P, 0 < a<1y1l< p< co. Entonces
u(z,1) = (f +0.)(z) € HO? y [ullsres < cllfllges, donde (z) =
e~ "1*I" y 6,(z) es su dilatacién.

Teorema 7. Siv € H*?, 0 < a < 1y 1l < p < o0, entonces

lzmu(a: t) = flz) Vz € R*. Ademis, f(z)€ E*P y |fllgar
e |ull -

Pasemos a la prueba de los mismos. Para el teorema 6 nece-
sitamos el siguiente resultado generalizado de Ch. Fefferman.

Lema 1. Consideremos la bola unitaria B(0,1) y sea f € E*? con
0<a<l1,1<p<oo. Entonces,

L 1@ = 1ol 16z)1de < el s,
donde 8(z) < ¢(p(z)) € L*(R™), con ¢(t) = -

Prueba. Pongamos Bo = By Dy = By— By_3,k =1,2,... donde
By es la bola de centro en el origen y radio 2%. Entonces tenemos
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IR ANEOIES
/Bolf(w)—fsl |é(z)|dz+;/m|f(m)—fsl | 6(z) | da

Examinando los sumandos,

’ Lolf(z)—fal Ié(x)ldz</ | f(z) - fB|Wdz
<ol [ 10~ fo P dape
By
< || fllgow
Respecto a la serie, es suficiente ver que
| f(z)- fel |8(z)|d
<O d)llfllzer , con Y di < oo.
k=1 k=1

En efecto, por construccién z € By y z ¢ Bx—;. Luego,

p(z) > 251 > 252 | estoes, 1 + p(z)?t! > 2KOl)g-30r+1)

Asi,

_ 23(v+1)
JRECEEAREOIE Rty P ORVAPD
Pero
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/ | f(z) — fp | d=
B,
S/BkIf(z)—fB. “”"’/Bk | f5, - fo | dz

< By 4 { / | f(2) - fou I d2} /P4 | fo, ~ f5 | Ba |

= (2" )1-32 2""{(3’?)1755/ | f(z) - fp, I? dz}'/”

+C2h|f3k"f3|

(remarcamos que las constantes no necesariamente son las mis-
mas).

Pero | fp, — fB I<| fB. = fBAucy | +---+ | fB, — fB |, y de un
modo general,

1
| fB;—: — fB; |Sm/ | f(z) - fB; | dz

i 1@ ga 1
B; I{/B | f(z)- fB; I d:c}llp | B; |19
{c21‘1 / | f(z) - fB; I dx}l/p

1/
(2])7+ap/ lf(x) fB Ip diL‘} ’
< 2129 fll gr.

IA
-Ju

II

= c2'7
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Por tanto,

k
/ | f() - fp | dz < 24| fllpas + 25727 ) 27 f|| .

By j=1

ko
Luego, considerando que ) 27> < k2% tenemos
i=1

/| 1S() = fa 18() | de < o{ ggzay + gy W e

de donde, sumando tenemos la tesis.

Prueba del Teorema 6. En primer lugar, observemos que el lema
1 implica que u(z,t) estd bien definida ya que,
Fu(z,2) | =[ (f»6:)(z) ]
< [ 1woa-1d

= [ 1 S@ee @) |y
<t [ 1) - o 11607P @ - ) dy

+177] f3 | L 8Pz — ))dy < o0,

. 2
ya que estamos considerando 8(z) = e~"I*I” < cﬁT(%)—,—ﬁ.

Por otro lado, por la invariancia por translaciones, pode-
mos asumir bolas con centro en el origen; y por conveniencia
(geométrica) tomamos como radio 4p.

Sea x la funcidn caracteristica de la bola B(0,r)y x =1 - x.
Entonces, de
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f=fs. +(f=fB)1=fB, +(f~ fB, )X+ X)
=fg. +(f-fo)x+(f-fB)X=h+Fo+ hs

obtenemos

u(z,t) = (f * 8:)(z)
= (fr #0:)(z) + (f2*x0:) () +(f3 % 0:)(2)
= u(z,t) + ua(z,t) + ua(a,t),

y aplicando el operador £ = LtP*V, tenemos

Lu(z,t) = Luy(z,t) + Luz(z,t) + Lus(z,t).

Pero, desde que

w(e,t) = (f+00)e) = i [ 0wy =ch = cfo,
tenemos Luy(z,t) = 0.

Asimismo,

{ / [ / | Cuy(z,t) |? tdt]””dz}l’”
B(0,r) JO

{/n- [/o°° | Lua(z,t) |2 tdt]”/zdz}l/"

< (desigualdad de Littlewood — Paley) < cl||fallzs
1/p
{[ 15@)-fa, I da)
B(0,r)

1 1/p
< rrte - 4
< rv*sup { ~¥ap /B o | f(z) - fB. | dx} ,

IN
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de donde

1 i p/2 1/p
{r7+ap /B(O,r) [/o | Lug(z,t) |2 tdt] dx}

| f@) - fo, P az} ",
(0,r)

’

es decir,

luzllse.r < cll fllzer-

Finalmente, respecto a u3(z,t),

| Cus(z,0) | = [(f - fo.)% * LO:)(2) |
< / |(F(3) - f, || L8z ~ v) | dy
R"*-B(0,r)

< ( considerando la acotacién

1
| L6:(y) I< W)

| f(z) - fB, |
< — e 2T
B /a ret 4 plg)et Y
< ( usando el lema 1, con B(0,7))

<er® i fllpes -

Luego,

{ /B [ /0 "\ Lus(z,t) tdt]”""dz}”p

sef [ 1] e az) " 111
B 0
= cr* | B['/7 || fllge.s

- cr(ap'i"y)l/, “f”Ea,p 5
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de donde

lulls.s < cll fllmr-
Esto prueba el teorema 6.

Por razones técnicas, para, probar al teorema 7 trabajaremos
con la medida de Littlewood - Paley de la forma | Cu(z,t) |* 4;
asi el espacio H™? toma la respectiva forma. En tal obJetxvo
necesitamos de algunos resultados previos.
Lema 2. Si u(z,t) € H*?, donde (z,t)R7*!, entonces

| Lu(z,t) |< ct®||u||ga.s-

Prueba. La hipotesis u(z,t) € H*? implica Au(z,t) = 0 y de esta
manera podemos usar el teorema del valor medio, demostrado en
[3], que nos afirma:

t
[cu@orsa [ [ frunalr P, 15950
% B(z,t) $

Considerando ¢ = 1, tendremos

t
| Cu(z,1) |< et~ / / | Cu(y, s) | Lay
B(z,t) /§ $

t dsy1/2 tdsy1/2
<et™ Lu(y,z) |* — /—— d
e [ AL 1o P[5 e

t 1/2
<a | / { [ 1euts P 2} ay

B(z,t)
/2 1/
Sct"’t"’" / /lﬁu(y,s) [2 ds)p } ’
B(z,t)

el ], ([ 100001 )] "

< ct®||ull s
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Lema 3. Sea u(z,t) € C! tal que | Lu(z,t) |< ct®.
Entonces, para todo (z,t) € 71! se tiene

ct*"p(z - 20), si p(z — 20) < 1
- t)|< ’
| u(z,t) — u(zo,t) |< {cp(x — 0)°, si p(z — z9) > ¢

Prueba. Por el teorema del valor medio, si £ estd entre zo y =z,
entonces

u(z,t) — u(xe,t) = Vu(£,t)(z — z0)
= (tP" Vu(E,1),t7 P (2 - z0))
= (L"u(ﬁ,t),L—lt"P_(a; — 2p))-

De esta manera,

| u(z, 1) — u(zo,t) | <| Lu(E,t) || L7t P(z - z0) |
el Lu(€t) 117 P(z - z0) |
< et” |t“P(1 —z0) |

= (B Zhyrp gy faro

<et® p(x —z0) ... si p(z—z0) <
(va que | sz’ |<s|z'|=ssi0<s< 1)

De un modo general 3" es la proyeccién sobre la bola unitaria de
v. v

Sea ahora p(z — zo¢) > t. Entonces,

| u(z,t) = u(zo,1) [<] u(z, p(z — 20)) — u(z,1) |
+ | u(z, p(z — z0)) — u(z0, p(z — %0)) |
+ | (2o, p(z — 20)) — u(z0,1) | -
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Observemos que el primer y el tercer sumando son del mismo tipo.
Consideremos el primer:

p(z—zo)
w@pte =) -szols [ | G| ds

Como A = £ - YLsP"V,LsP"V) y £, = LsFP"V @ LsP'V,

tenemos

| u(z,p(z — 20)) — u(z,1) |

p(z—x0) d
<[ 1ol S
It

< (teorema del valor medio)

Az=20) ¢ dyd
< / I
z—-x)<s

p(z—zo)
se 1/ fremes? 455
pz—z)<s y
(z-—xo)
cof
t 3

< clp(z — 20)* — %]
< ep(z — 20)”

De igual forma tenemos

| w(zo, p(z — o)) — u(z0,1) |< cp(z — 20)°.

Finalmente, por hip6tesis podemos tomar t = p(z — zo), te-
nemos para el segundo sumando también

| u(z,p(z = 20)) = u(20, p(z — 20)) | cp(z - 20)".
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Prueba del Teorema 7. Dados § y € reales positivos, por un argu-
mento similar hecho, tenemos

| u(z,6) - u(z,€) |

5 du
< —
< [ 155t 1ds

6 . - ds
- / | (L7 9, 157 V)u(z,9) | 5
£
6 |
d
= [ o915

§ s
se[ [ [ leuwalaTS
e $7J3 Jp(z-y)<s

<clb-e|*.

Como 0 < a < 1, ello implica que {u(z,e)} es de Cauchy cuando
¢ — 0, y por tanto existe una funcién f(z) tal que lzmu(z €)=

f(z) para todo z € R™. Luego, por el lema 3, | u(z,t)= u(a:o,t) I<
cp(z—1z9)* implica (en el limite) que | f(z)— f(zo) |< cp(z—20)%,
y de esta manera f(z) es una funcién de Lipschitz de orden c.

Ademais tenemos,

/ | f(z)~ f5 I? dz =
B(zo,r)

p
IB(.‘!:lo,r)I fB(::o,r) f(a:)dz - m fB(to,r) f(Z)dZ dz

= fB(a:o,r)

<[ . =/ RPORV OIS

1 P
< c/ -—/ p(z - 2)%dz} dz
B(zo,7) {T’ B(zo,r) (=2) }
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Pero, p(x — 2) < p(x — 30) + (20 — 2) < p(x - 7o) + . Luego,

[ 1@-tapds
B(zo,r)

IA

1 - a)?
cL(zo,r) {r'Y {p(:t z0)+r] T } dz

c/ [p(z = 20) + 7] “Pdz
B(zo.7)

= crort?,

y de esta manera f € E“", lo que implica la tesis.
5. Proyecciones.

Una cuestiéon de actualidad es el estudio de espacios de fun-
ciones con peso. De un modo general, una funcién medible w(z),
definida sobre un espacio medible y con valores en [0,00] es un
peso, si w es localmente integrable. Si w es un peso sobre ®™
y f € L}, (R"), entonces se dice que f € BMO,, si existe una
constante finita ¢ > 0 tal que

1 ,
—_— Tr)— d.’l’ .
sgp wi(x)dm/Q | flz) = fqldxe < C

siw(z) =1, BMO, = BMO.

Problema. Definir los apropiados ES'?, HS'P parabdlicos y probar
que H3? = Py« ESP.

Algunos prerequisitos en esta orientacién se pueden encontrar, por
ejemplo, en [5].
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