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SISTEMAS DINAMICOS
HIPERBOLICOS*

Gonzalo CONTRERAS BARANDIARAN**

Introduccion.

Una ecuacién diferencial ordinaria £ = f(z) en una variedad
compacta M define un flujo ¢ : Rx M — M, donde t — ¢(t,p) =
¢:p es la solucién con condicién inicial ¢o(p) = p € M. En el
estudio de modelos con ecuaciones diferenciales ordinarias es im-
portante conocer el comportamiento asintético de sus soluciones.
En particular sus w-limites (i.e. conjunto de puntos de acumu-
lacién de las érbitas positivas: w(p) = Acum{¢:(p)/t > o} ) y los
promedios temporales

1 T
o) = jlim 7 [ (st

donde ¢ : M — R continua, es alguna informacién relevante
obtenida del estado del sistema en el espacio de fase. Si el prome-
dio temporal @(p) existe para toda funcién continua ¢, entonces
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es igual a un promedio ponderado de los valores de ¢ en puntos
de su w-limite w(p). Este es el punto central en el estudio de la
Teorfa Ergédica.

En la esfera §2, las tnicas posibilidades de w-limites w(p) son
singularidades (p, tal que F(p,) = 0 ) y 6rbitas cerradas (¢x(ps)
donde existe T con ¢1(p) = p). Aqui pretendemos dar un ejemplo
donde los w-limites son mas complicados y algunas técnicas para
analizarlo.

Preliminares.

H. Poincaré introdujo el uso de secciones transversales para
analizar la dinamica de un flujo. Incrustamos un disco pequeiio
D c ®°1, n = dimM, de codimensién 1 en M, de modo que
sea transversal a las orbitas de ¢, y nos fijamos en la aplicacién de
primer retorno o aplicacién de Poincaré r : D — r(D) C D. r(p) =
-y (2), T(p) = inf{t > 0/¢:(p) € D}, r es un difeomorfismo.
Por ejemplo, una 6rbita cerrada de ¢ se ve en D como un punto
periddico r"(p) = p para algin r.

Inversamente, si tenemos un difeomorfismo f : N — N de
una variedad compacta N, podemos “suspenderlo” para obtener
un flujo con seccién transversal N y aplicacién de Poincaré f. En
efecto basta construir el espacio cociente M = N x £/ ~ con
identificaciones (p,n) ~ ( f2,0), n € Z y tomar el flujo horizontal
&¢(p) = (p,t) en N x R proyectado a M.

La Herradura de Smale.
Este ejemplo es un difeomorfismo que puede suspenderse para
obtener un flujo que es el conjunto de soluciones de upa ecuacién

diferencial. Comenzamos con un cuadrado ABCD y dos semicir-
culos Dy y Ds.
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Fig. 1
Dividimos el cuadrado en tres partes iguales R1, S, Rz. Definimos
f : N — N como se muestra en la figura 2 contrayendo linealmente
en la direccién vertical, estirando linealmente en la direccién ho-
rizontal y doblando en la imagen de S, de modo que f |g,, f |r,
sean lineales.
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Es posible extender f |n a la esfera § poniendo un punto fijo
repulsor en el polo norte e incrustando N pequefio cerca del polo
sur. Como f |p, es una contraccién, existe un dnico punto fijo a
en f(D1)y f*(p) 7,0 para todo p € Dy. Como f(Ds) C D,

n—4+00
y f(S) C D; también f*(p) o0 para todo p € D;USU Ds.
T —+400
En particular, los w-limites w(p) := Puntos de Acumulacién de
{f3/n = 0} son w(p) = {a} cuando p € D, U S U D,. Finalmente
todo punto que sale de R; U R, tiene érbita positiva convergente

a a. Nos interesa estudiar el conjunto A := sz"(Rl U Ry) de
puntos que tienen toda su érbita en R; U Rj. "

Proposicion.
(a) A es un conjunto de Cantor (un espacio métrico compacto
totalmente disconexo).

(b) Existe una cantidad infinita enumerable de puntos periédicos
en A.

(c) Existe una cantidad no enumerable de puntos transitivos en
A, i.e. puntos cuya 6rbita es densa en A.
En particular para p € A transitivo, w(p) = A que es cerrado.
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En la Fig. 3 mostramos f2(Ry UR;)y f~}(R;1U Ry). Obtenemos
ﬁzf"(Rl U R;) = 8 rectingulos como en Fig. 4.

00 0O
ao 00
oo 00
b 0o 0 0,
Fig. 4.a Fig. 4.b
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Cada rectingulo en la Fig. 4.a es R, N f(R,_,) donde z,
z_.1 € {1,2}. Similarmente, en la Fig. 4.b cada rectingulo es:

N f(R.,), 2 € {1,2).

El 2-shift completo es X2 = {(zn)nez/zn € {1,2}} =
+I‘i»{l,2} con la aplicacién ¢ : 3 = X3, 0(Z)n = zp41- En {1,2}
tomamos la topologia discreta y luego la topologia producto. X;
como producto de espacios compactos, es compacto. Asi, o es un
homeomorfismo. Una base para la topologia‘de ¥, es la coleccién
de “cilindros” Cn(Z) = {§ € Z2/yx = zx para| k [<n}conn € N,
Z € Iy; y una métrica es d(Z,§) = 513-, n = sup{k € N/z; = y;
para | i < k}.

Seah:X; = A h(Z) = ﬂ f""(R,_ ), esto es una interseccién
de rectangulos compactos n f""(R,_ ), luego no vacia, y
con diam ﬂ f“"(R,_) — 0 luego tnica: h estd bien
definida. h es 1nyect1va porque dos rectangulos ‘ﬁ N f™(Rz,)

= f(Cm(z)) son iguales o disjuntos y es suryectiva pues para
p € M basta anotar su “historia” f"p € R,, para obtener la
sucesion Z = (Z,)nez correspondiente: h(Z) = p. h es continua
porque diam f(CM(z)) - 0 Siendo h continua, biyectiva y ¥,

A espacios métricos compactos h es un homeomorfismo. Ademas
h “conjuga” (X2,0) y (A, f |o),i.e. el siguiente diagrama conmuta:

A
h | 1 A
A Lo

Se dice que (X2,0) es una dindmica simbdlica para f |5; muchas de
las propiedades dindmicas de (A, f |5) se ven reflejadas en (X, o).
Si un punto Z € X, es periddico para g(o™Z = Z para algin n)
entonces h(Z) es periddico para f con el mismo periodo (f"h(Z) =
h(z)). Toda sucesién de la forma z = (...2123...2, T1Z2...2Z,

Z1Zz...Ty...) € ¥y es periddica para o con periodo n + 1, vemos

88



que existen exactamente 2" puntos periddicos de periodo n, todos
de tipo “silla” i.e. con un antovalor de Df"(p) de médulos mayor
que 1 y otro de médulo menor que 1. Esto prueba (b) en la
proposicién. El punto b en las Figs. 2, 4a, 4b es el-punto fijo
correspondiente a Z = (...1111...). Es un ejercicio interesante
ubicar el punto fijo 7 = (...2222...). '

Un punto transitivo para f |5 es un punto p € A cuya 6rbita
positiva {f;'/n € Z} es densa en A. Es facil probar que si 7 es
transitivo para (L,,0) entonces h(Z) es transitivo para (A, f |a).
Porejemplo Z = (...xgz1%2...) = (... 12111221 22 111 bloques
de 3 simbolos, bloques de 4 simbolos . .. bloques de n simbolos . ..)
es un punto transitivo pues para cualquier § € £,y U C X, vecin-
dad de y existe un cilindro Cp(§) CU y un m € N con f*(z) =
(... algo, Yy—nY-n41.--Yo .- Yn, algo ) porque y_, ... Yo... Y, €8
uno de los bloques que aparece en z. Luego f*(Z) € Cn(§) C U.
Como hemos dejado libre la eleccion de (... a:_3'w_2z_1) y la can-
tidad de sucesiones (...z-32_2z_;) no es enumerable, hay una
cantidad no enumerable de tales Z transitivos. Con eso probamos

(c).

Otra propiedad que cumple f |5 es ser mizing que como la
transitividad dice que en cierto sentido A no se puede descom-
_poner. f |z es mixing si para todo par de abiertos U y V en
A existe un N > 0 tal que para todo n > N, fAfUNV # 0.
Esto se puede probar, como la transitividad, usando la dindmica
simbdlica (X3,0) y es un buen ejercicio. Dejamos también como
ejercicio probar que Mixing = existencia de un punto transitivo.

Una propiedad importante de este ejemplo es el de no ser

patolégico. En el conjunto de difeomorfismo C? de una vecindad
de A, con la topologfa C? : dada por la métrica
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d(f,9) = sup {Ilf() - 9P|

+1Df(p) - Dy(p)ll + ||D* f(p) - D*g(p)lI}

existe una vecindad U de f con la propiedad de que para todo
g € U existe un conjunto Ag “invariante” por g(g(2) = Q) la
“continuacién” de A y un homeomorfismo hy : A — Q que conjuga
flayglaie goh=hof. Todo lo que probamos para f |5 vale
para g |q.

Si construimos f de tal modo que sea lineal en A y con
contraccién de 1/3 verticalmente y expansién 3 horizontalmente,
podemos calcular la medida de Lebesgue A(A); como A puede ser

cubierto por 4™ cuadrados de lado 1/3%, AM(A) £ in f4"(1/3")2

0. Esto significa que si escogemos aleatoriamenté \m punto en
una vecindad de A, con probabilidad 0 caemos en A. La dindmica
interesante se concentra en un conjunto probabilisticamente nulo.
Veremos como podemos hallar un “rastro” de A en un computador.

El conjunto A dentro de N se comporta como una “silla”; es
decir, al iterar por medio de f, los puntos de A quedan siempre
dentro de A, algunos puntos son atraidos a A y muchos puntos son
inicialmente atraidos a A y luego repelidos hacia el atractor a. La
variedad estable de un punto z € A es

wS(z) = {y/d(f2,£}) =2 0}

y la variedad inestable:

w(z) = {y/d(f2,£;) — 0}
Podemos ver que un pequeiio segmento vertical e, que contenga
T esta dentro de w5(z) y similarmente hay un pequeiioc segmento
vertical i, con = € iy C wY(y). No es dificil probar el siguiente

Lema. Para z,y € A: .
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1 (a) f(w¥(2)) = fH(w5(2)) = w(2)
(b) f(WY(2)) = f71(WY(2)) = wY(z)

2 (@) wS(e) = Y f~"e)
(4) () = Y fG)

3 (a) W (z)Nw’(y) = ¢ 6 W5(z) = w(y)
(b) wY(z)NwY(y) = ¢ 6 W (2) = w(y)

En las Figs. 5.a, 5.b mostramos las variedades w¥(b), wV(b) ,
del punto fijo b = (...1111...), que pueden dibujarse usando 2a,

2b del Lema.

)

&

Swhe) U

V
un punto repulsor; g

en el polo norte

Fig. 5.b

Fig. 5.a

Las variedades estables de otros puntos de A tienen figuras
semejantes. Puede probarse (Cf.[1]) que

"’VS(A) : dé’{y/d(f;,l\)n_;—;oo(]} = :cLGJAWS(x)
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es el conjunto de puntos cuyos w-limites estdn en A. Luego W5(A)
se ve localmente como K]0, 1] donde K es el conjunto de Cantor
usual, y su medida de Lebesgue A\(W5(z)) = 0. Todos los otros
puntos de N tienen w-limite a.

Si escogiésemos aleatoriamente un punto z de N y luego
dibujisemos sus iteraciones en un computador, con probabilidad 0,
z € WY(A); luego observariamos un comportamiento transitorio
alrededor de A y después lo veriamos acercarse a a. Este compor-
tamiento transitorio serd tanto mas duradero cuanto mayor fuese
la cercania de z a A.

Es posible demostrar que para una vecindad U de A, el con-

junto de puntos que permanecen en U por n iterados: :.ﬁ JadU))
=0

P,

tiene medida de Lebesgue que se comporta como e cuando n —

00; i.e.

. 1 noo_k _
tim, o740 -

donde P = log2 + log3. A esto se le lama la “taza de escape”
de A, depende del tamaiio de A, y de la fuerza de la expulsién de
A en la direccién inestable. P es en principio observable en un
computador.

f |ryusur, expande en la direccién horizontal a una razén
de 3. Dos puntos muy juntos z, y cerca a A que no estén en
la misma vertical se verdn alejarse exponencialmente al iterar f:
d(f*z, f*y) ~ 3"dhoriz(2,y), mientras se mantengan cerca a A.
En los primeros iterados z e y permaneceran juntos, pero después
de un tiempo estarin moviéndose de forma muy distinta.

Considérese por ejemplo Z, § € X, ~A con Zr=yrparak <ny
Zi # yx para k > n. Si no conocemos con precisién la posicién de
un punto inicial cerca a A (que permanece mucho tiempo cerca a
A) poco podemos decir después de unos cuantos iterados sobre su
comportamiento transitorio alrededor de A. Esto es importante
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en aplicaciones, donde no podemos hacer mediciones con total
exactitud y por tanto no podemos hacer predicciones a largo plazo
aln cuando el modelo sea totalmente deterministico. En el pro-
blema de los tres cuerpos y en modelos de meteorologia aparecen
estos fenomenos.

Otro fenémeno que se puede observar en la dindmica de f es
el que la mayoria de los puntos cercanos a A tendran 6rbitas que
pareceran “cubrir” todo A. Esto es similar al hecho de que hay
muchos mds puntos transitivos que periddicos. Entonces viene el
problema de saber si hay una “distribucidn privilegiada” de las
orbitas de puntos cercanos a A. La mezcla de teoria de Proba-
bilidad con sistemas dindmicos ha sido muy fructifera. Por estas
propiedades sistemas como éste han sido llamados cadticos.

En nuestra hipotética simulacién por computador de f olvi-
damos el hecho de que un computador comete siempre errores de
“redondeo”. Cabria entonces estudiar “perturbaciones aleatorias”
de f, es decir, el proceso aleatorio donde a cada z € N se le
asigna una probabilidad P(. | z) soportada en una vecindad de
fz, leyéndose: P(A/z) “la probabilidad de caer en el préximo
paso en A dado que se estd en z”. Viene el problema de saber
qué propiedades del proceso deterministico + — fz se mantienen
en z — P(. | z). Este es un tema-de intensa investigacién en el
momento.

La herradura de Smale es un caso particular de conjunto
hiperbélico. Un conjunto hiperbélico para un difeomorfismo f en
una variedad M es un compacto A C M, invariante (f(A) = A)
tal que en cada punto z € A existe una descomposicién T M =
E3 @ EY tal que

(1) £ — ES, EY son continuas (en el espacio Grassmanniano)

(2) Existen constantes ¢ > 0,0 < X < 1 tales que
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IDf™| < CAM|v|  cuando v € E3

IDf;" < CMvll  si ve EY

En la herradura de Smale, A actiia como una silla; también
existen atractores hiperbélicos. En este caso se cumplen propie-
dades similares a las de A, sélo que ahora el comportamiento
“cadtico” ya no es transitorio. Afortunadamente en estos casos
existe una tal “distribucion privilegiada”. Los conjuntos hiperbé-
licos han sido muy estudiados, tal vez la mejor referencia es [1].

Se conocen ejemplos de conjuntos abiertos de difeomorfis-
mos que no son hiperbodlicos cuya dindmica merece con mayor
propiedad, por el momento, la palabra caética.
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