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SIMETRIA Y ANTISIMETRIA
EN LOS ESPACIOS TENSORIALES

José TOLA PASQUEL*

El Propésito de esta nota es serialar el paralelismo que
eziste entre las nociones de simetria y antisimetria que
dan origen a las dlgebras exterior y simétrica, las cuales
pueden ser descritas mediante una nocion comun den-
tro de la cual cada una de ellas es un caso particular,
evitdndose asi la repeticion de razonamientos que son en-
teramente andlogos. Aungue aqui nos referimos a espa-
cios vectoriales, estas consideraciones pueden extenderse
evidentemente a médulos mds generales.()

Profesor Principal de la Seccién de Matematicas de la PUCP

1) Las demostraciones asi como otras consideraciones que no son dadas aqui
serdn expuestas en la Tercera Parte del libro “Algebra Lineal y Multi-
lineal” del autor de esta nota.
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Sea &7 un homomorfismo del grupo simétrico S, de las per-
mutaciones de los nimeros 1,2,...,p (p > 1) en el grupo multi-
plicativo {+1,—1}. En tanto no haya lugar a confusién podemos
escribir ¢ en vez de éP.

Si representamos por £, a la imagen de o € Sy, se tiene

Eop=Es€p Y E5-Ep=1. (1)

Puede haber dos casos:

1° El caso simétrico: en que el niicleo de £ es el subgrupo normal
constituido por S,. £ aplica a cada permutacién en +1.

2° El caso antisimétrico: en que el nicleo de £ es el subgrupo
alternante formado por las permutaciones pares. & se reduce
entonces a la aplicacién € : S, — {+1. — 1} que toma el valor
+1 en las permutaciones pares y el valor —1 en las impares.

En lo que sigue supondremos que & es una de esas dos apli-
caciones. Segun sea la que se elija diremos que se estd en el caso
simétrico o en el antisimétrico. Por lo pronto no tomamos decisién
a este respecto y por tanto las consideraciones que siguen ataiien
a ambos casos.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F, de dimensién
finita o infinita. A cada permutacién ¢ € S, podemos hacerle
corresponder el isomorfismo bien determinado

[0] : @7V — @PV
que, para los tensores descomponibles z; ® ... ® z, cumple la
condicién
[0’](1‘1 ®...0 z,,) =Zo-1(1) ® ... B To-1(p)-

Es claro que se cumplen las relaciones
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[op] = [o]olpl, [dole]=ld], [o]' =[07"],
donde ¢ es la permutacion idéntica.

Definicion 1. Se llama tensor distinguido de @PV a cada ele-
mento t € ®PV tal que, para todo o € Sp, es

[o]t = &,t.

Los tensores distinguidos de ®”V constituyen un subespacio
que designaremos por DP(V) = DP, que se llama subespacio dis-
tinguido de @?V.

Definamos la transformacion lineal #? : @V — @PV tal que

1 _
P = - Zeo ’ [UL
p- =
en que la suma se extiende a todas las permutaciones de S,,.

Cualquiera que sea la permutacién p € S, se cumplen las
igualdades

7P o [p] = [p] o aP = £ nP.

Puede comprobarse entonces que es condicién necesaria y sufi-
ciente para que t sea distinguido que se cumpla la relacién

wPt=1,

La aplicacién 7? es tal que (7?)? = #xP. Es por tanto una
proyeccién. Si designamos por NP?(V) = NP a su nicleo, y te-
nemos en cuenta que su espacio imagen es DP resulta que

®PV = D? @ NP.
A los subespacios DP, p > 1, agregaremos los subespacios
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DP=g@V=F y D'=@WV=V;

y a las transformaciones lineales #”, p > 1, afiadiremos las apli-
caciones idénticas 7° y 7! de F y V cuyos nicleos N° y N! se
reducen a los respectivos elementos nulos.

Las transformaciones lineales 7P dan lugar a los isomorfismos
candnicos de espacios vectoriales
I? : DP — QPV/N? (2)

que a cada tensor distinguido le hace corresponder el elemento de
®PV/N? que es la clase de @”V moddulo NP que lo contiene. Cada
clase contiene a uno y sélo a un elemento distinguido.

Sit, € @V y t, € ®V, es decir si son, respectivamente, un
p-tensor y un g-tensor pertenecientes al lgebra tensorial(2)

oV =aVoe'Vee'Ve...= Y o,
4

en donde los ®*V se identifican con subespacios de ®V, se cumplen
las relaciones

N? .(®IV) C NPte } 3)

(®PV)- N9 C NP+
Por consiguiente los conjuntos N? son ideales del dlgebra @V
Definicién 2. Dados los espacios vectoriales V y W, una apli-

cacién p-lineal (p > 1), f: VP — W | se llama aplicacion distin-
guida si para cada permutacién o € S, se cumple que

F(Zo1)s ey To(p)) = Eof(Z1y- .., 2p)

@ 3. Tola. Algebra lineal y multilineal 11, Fondo Editorial de la PUCP,
(1989), seccidén 8.6.
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Definicién 3. El par (Z7,¢”) donde Z? es un espacio vectorial
y ¢ : VP — ZP es una aplicacién p-lineal distinguida se llama
p-potencia distinguida de V si a cada aplicacién p-lineal distin-
guida f: VP — W, donde W es un espacio vectorial cualquiera le
corresponde una tinica aplicacién lineal g : Z? — W tal que

f=go¢P.
_ La potencia distinguida es unica en el sentido que si el par
(Z?,$?) cumple las mismas condiciones que el par (Z?, ¢P), existe
un tnico isomorfismo

uP: Z? — ZP

que cumple la relacion

P = uP o @P.

El par (D?,®?), donde ®? = 7 0 @7, en que ®? : V? — RV
es la aplicacién universal, es p-ésima potencia distinguida de V.
En virtud del isomorfismo (2) también lo es el par (®?V/N?, ¥?),
donde ¥? = II? o ®7. '

El diagrama adjunto, en donde es

fi=follP:DP =W
ve

]

fao=fon? @V - W,

es conmutativo

®PV/N?P
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Segiin ya hemos sefialado, los espacios N? son ideales del
algebra tensorial V. Se ve entonces que la suma directa

N:ZN”
4

es también un ideal de ®V. Se define entonces el dlgebra asociativa
®V/N cuyo elemento nulo es la clase N y cuyo elemento unidad
es laclase 1+ N.

Definicidén 4. Se llaman tensores distinguidos del dlgebra @V a
los elementos de la subalgebra

D=ZD”
)

cada uno de cuyos elementos d se expresa de manera tnica en la
forma

d=do+dy+dy+---, (dy€ DP).
La aplicacién 7 : @V — D definida por

T=a"4+nl 472 +...

es un homomorfismo de algebras que aplica a cada tensor distin-
guido de ®V en si mismo, y se tiene Im 2z = D, Kerr = N y
7% = 7. Por tanto 7 es una proyeccién y se tiene que

V=D& N.

Cada elemento de ®V/N es una clase de @V médulo N que
contiene a un tnico elemento de D. Existe entonces el isomorfismo
de algebras

M:D— V/N

Definicion 5. Se llama dlgebra distinguida del espacio V al
algebra cociente ®V/N en que la multiplicacién es definida para
dos elementos u y v por
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w-v=1T{IT"(u) T~ (v)},

es decir que u - v es el elemento de @V/N que contiene al tensor
distinguido de ®V que es producto de los tensores distinguidos
contenidos en u y v.

El estudio del dlgebra distingnida conduce a resultados que
son validos para el dlgebra exterior y el dlgebra simétrica, evitando
una innecesaria repeticion.

Para dar término a esta nota vamos a considerar los casos
antisimétrico y simétrico en forma muy sucinta.

La aplicacion 7? toma, en el caso simétrico, el nombre de
simetrizador, se designa por SP y es dado por la férmula

SP = ]% 3 el.

Se llama también operador de simetria. En el caso anu-
simétrico toma el nombre de alternador u operador de antisimetria,
se designa por AP y es dado

1
AP = ;)" Zga[a].
Tp

La p-ésima potencia del espacio V, se llama, en el
caso simétrico, p-ésima potencia simétrica de V y se designa por
(OPV,(0P).) En el caso antisimétrico se llama p-ésima potencia
exterior de V y se designa por (APV, AP).

El ilgebra distinguida ®V/N es isomorfa de ¥ ®® V/NP,
se designa por AV en el caso antisimétrico y es isomorfa con

() Por razones tipogrificas empleamos aqui el signo O en vez de V adop-
tando un signo empleado en el libro de Laurent Schwartz, “Les Ten-
seurs”, Hermann, (1975).

101



la suma directa ¥ AP V. Andlogamente, en el caso simétrico se
N P N
designa por QV y es isomorfa con L QP V.
P
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