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ESTADOS DE GIBBS PARA
UN SISTEMA DE PARTICULAS
INTERACTUANTES

Arturo KOHATSU HIGA*

I. Introduccién.

Esta nota intenta exponer un modelo para un sistema de
particulas en el cual la interaccién viene definida por una funcién
que representa a la energia potencial. El sistema puede ser ima-
ginado como un reticulo (i.e. un conjunto de hilos cruzados for-
mando una red); una particula sélo puede estar en las intersec-
ciones de dos hilos y se mueve instantdneamente de una inter-
seccion a otra.

Consideramos el caso general, y luego, nos limitaremos al caso en
el cual el potencial de la particula viene determinado por lo que
ocurre alrededor de ella.

Este modelo fue expuesto superficialmente por Preston y de él se
piensa que es “equivalente” a un proceso de nacimiento y muerte.
A pesar de que existen muchas razones para pensar que tal equi-
valencia es cierta, una de las dudas aparece en el generador del
semigrupo, el cual no tiene analogia alguna con el generador de
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un proceso de nacimiento y muerte (ver (1)).

Sin embargo, los teoremas enunciados por Preston son ciertos bajo
condiciones mucho mds débiles. Estas condiciones no son sufi-
cientes en el caso general. (Ver Preston. 1973.)

En lo posible se ha intentado presentar el tema de-tal manera que
también pueda servir de introduccién a los estados de Gibbs.

Un estado de Gibbs es una distribucién probabilistica que perte-
nece a la familia exponencial de distribuciones. Los estados de
equilibrio que aqui se deducen, son todos estados de Gibbs, que
parecen tener importancia en mecdnica estadistica.

También se ha afiadido un apéndice acerca de semigrupos marko-
vianos, el cual debe servir de relativa ayuda para el lego.
Quisiera agradecer a Steve Lalley por introducirme al tema de
estados de Gibbs y Dindmica Simbdlica de una manera menos
dolorosa de lo normal, gracias a su paciencia.

También me interesaria mantener correspondencia con probabilis-
tas trabajando en universidades peruanas, que tengan interés en
algin tipo de investigacion en el area.

I1. Modelo.

El modelo describe la interaccién de m particulas indistin-
guibles que se mueven en el conjunto A (A puede imaginarse como
una “red”, las particulas saltan de interseccién en interseccion de
dos “hilos”), obviamente m <| A | (| | denota la cardinalidad
del conjunto). No aceptaremos que haya ocupacién miltiple de
un elemento de A, es decir, no puede haber mas de una particula
en cada puntode A. Sea T, := {ACA/|A|=m}.

Definiremos un semigrupo {P:}:>o siendo P; : I'y X ', — R, por
intermedio de su generador G : I'y; X 'y — R. (ver apéndice)

Sea '
1) d: A x P(A) — R tal que d(z,A) > 0 para todo
¢ ACA
2) P: AxA — [0,1] una funcién de transicién
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(i.e. P(z,y) = “probabilidad de ir de = a y”), simétrica
(ie. P(z,y) = P(y,z)), irreducible (i.c. ergédico) con
P(z,2) = 0 para todo z € A.

Ahora empezaremos la descripcién de la “velocidad” de tran-
sicién (i.e. el generador). Supongamos que = ¢ A C A, entonces:

P (una particula en z salte en el intervalo [t,t + dt]
/ existen particulas en AU {z} en el tiempo t)
' = d(z, A)dt + O(dt?),
P( una particula saltede z a y
/ la particula en z tiene que saltar) = P(z,y),
P( m3s de un salto en [t,¢ + dt]) = O(dt?).

Entonces el generador debe estar definido por:

G(AUz,AUy) =d(z,A)P(z,y) si A€ Iy,
x,yEA—A,z#y (1)
G(A,B) =0 s A,BET,yA%B

donde G(A4, A) esta definido de tal forma que:

> G(A,B)=0

Bers,

Esto es, el sistema no tiende a volverse cadticamente ripido, ni
tampoco a estacionarse. Usualmente se llama semigrupo de m
particulas a cualquier sistema con un generador caracterizado por
(1), d es la funcién velocidad y P la matriz de transicién del semi-

grupo.

Lema 1. G es irreducible.

G es irreducible o ergddico si “el proceso tiende a visitar todos los
estados con una frecuencia determinada por una medida inicial
apropiada”. (a)
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En términos matemdticos:

VA,BCA (A# B) In JA,,..., A, tales que
n-1
P(A, A1) [] Pi(Ai, Ais1)Pi(An, B) > 0. (2)
=1

Lo cual nos dice; “partiendo de cualquier estado A siempre se
puede llegar a B” (el teorema ergédico de Birkhoff prueba la equi-
valencia con (a)) en funcién del generador, (2) puede ser escrito
como:

VA,BCA (A# B) In JAy,..., A, tales que
n-1
G(A, A1) [] G(4i,4i1)G(4n) > 0. (3)

i=1
Esto es obvio, pues: si A # B tales que:

1) |Al=| B|=m
2) {z1,...,2n}=A-B
3) {y1,---,yn} = B — A, y si definimos

A = (A\{zl}) U{n}, Aip1 = (AN {zin U {3/:+1}
i=1,...,n— 1, entonces G(A;, Aiy1) >0

[ pues G(4;, Aip1) = d(Zig1, Ai\{zis1}) P(Tit1, ¥it1)

la funcion velocidad es siempre positiva y la probabilidad de salto
de z;41 a Yi4+1 es también positiva ya que la matriz de tra.nsmlon
es irreducible. |

La asercién (a) habla de la existencia de una medida inicial
“apropiada”, llamada estado de equilibrio, que cumple:

> T(A)P(A,B)=T(B) VBCA,1>0; (4)
ACA
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que es equivalente a:’

> I(A)G(A,B) =0. (5)

ACA

Lo cual significa en nuestro caso (usando (1))

> > I(B\{sh) U {z})G((B\{y})u{z}, B)+
z¢By€EB
+ II(B)G(B,B) =0 para BeT', (6)
—

Y > ((B\{¥}) U {z})d(z, B\{4})P(z,v)+

z¢BYEB
+I(B)G(B,B) =0

G(B, B) puede ser calculado por intermedio de (ver (1))

Y G(A,B)=0.

Beln
i.e.,

G(B,B)+ )_ G(B,c)=0
c€l

<> G(B,B)+Y_ > G(B,(B\{y})u{z}) =0

z¢BYEB

< G(B,B)+ Y Y d(y, B\{3})P(y,) = 0.

z¢By€EB

Regresando a (6),

<= Y Y T((B\{y}) U {z})d(z, B\{s})P(=,)

zgBy€EB

=1(B) ) _ ) d(v B\{¥})P(y,2)-

r¢By€EB

107



Esta ecuacién serd cierta si

H((B\{g}) u{z}) _ d(s, B - {y})
I(B) d(z,B - {y})

Generalizando (7) para B C A, tomemos B = {y} en (7):

, pues P es simétrica. )

({z}) _ d(v,9)
({y) ~ d(z,9)
= ({z))d(z,¢) = d(y, O({y}) Ve,y€ A

(8)

Usualmente, es interesante definir el estado de equilibrio, IT en
funcién de un potencial V, de la siguiente forma:

T({y}) = Kezp(V(y)), (K es una constante normalizadora) por
(8);

K
d(y, )

(9) es opuesto totalmente al resultado “mostrado” por Preston
(Proposiciéon 2.3), lo cual significa que su interpretacién de este
sistema, como “paralelo” a un proceso de nacimiento y muerte, es
inapropiado. En este sistema se obtiene:

Kezp(V(y)) = 9

Teorema 1. Sea {P};>0 un semigrupo de m-particulas con
funcién velocidad d, entonces

(i) Existe un inico potencial V : P(A) — R tal que:

d(z,A)"! = ezp[V(AUz) ~ V(A)], paratodoz ¢ ACA. (10)
(ii) Si II es un estado de equilibrio de {P;};>0, entonces:
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I(A) = Z‘lexp[V(A)], para todo A € I'y,, (11)
donde Z= ) expV(B)
Belr,

(ili) {Pt}s>0 es reversible en el tiempo. (i.e. II(A)P(A,B) =
I(B)P(B) )

Prueba.

(i) Un potencial es cualquier funcién V : P(A) — R tal que
V(@) = 0. En este caso, basta definir V por induccién;

V(z) = logd(z,A)™",

Supongamos V(A) estd definido para A, tal que | 4 |= m ~1;
definimos V(AU z) = V(A) + logd(z, A)~'.

(iii) {Pt}s>0 es reversible, lo cual significa II(A)P(A, B

I(B)P(B,A), que es equivalente a II(A)G(A,B

) =
(B)G(B, A). )=

<=I[(AUz)G(AUz,AUy) =I(AUy)G(AUy,AUz),
usando (1);

= TI(AUZ)d(z, A)P(z,3) = TH(A U )d(y, A)P(y,),
AeTl

= T(AU)d(z, 4) = T(AU y)d(y, 4),

pues P es simétrica. Esta iltima igualdad se obtiene usando
(10) y (11).

{(ii) Para probar (11) sélo necesitamos probar que (11) cumple
(7). Lo cual se puede verificar ficilmente usando (10). La
unicidad es una consecuencia del teorema ergodico.
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Ahora daremos a A una estructura de grafo mediante
c:AxA— {0,1}, ¢(z,z) = 0.
Definimos el “borde de z”, para z € A, por

0z = {y € Afe(z,y) = 1}.

Un semigrupo de m-particulas se llama “local” si d(z,A4) =
d(z,A N dz), para todo x ¢ A C I'. Es decir “la velocidad de los
saltos, s6lo depende de lo que ocurre en la vecindad del punto”.
V es un potencial “local” si para todo z,y € A, z # y, ¢(z,y) = 0,
y para todo X C A — z - y se tiene:

V(XUzUy) - V(XUz)-V(XUy)+V(X)=0. (12)

Existen diversos equivalentes a esta definicién, aunque ésta no
es muy clara en significado, tiene gran utilidad operativa. Un
potencial local V(X) solamente depende de lo que ocurre en el
borde del conjunto X.

Teorema 2. Si {P;};>0 es un semigrupo local de m particulas
entonces V es un potencial local.

Prueba. Basta probar (12).
ezp(V(XUzUy)-V(XUz)- V(X Uy)+ V(X))

_dy,Xuz)!  d(y,(XUz)ndy)!
T d(y,X)"! T d(y, X Ny)?

como ¢(z,y) = 0 entonces (X Uz)Ndy = X N y.

Apéndice.

Definicion. {P;};>0 es un semigrupo sobre P(A), si para cada
t > 0 se tiene que Py : P(A) X P(A) — R cumple las siguientes

propiedades:
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(i) 0 < P(A, B), para todo 4,B € P(A), t > 0;
(1) Z Py(A,B) = 1, para todo A C A, t > 0;

(iii) E Py(A,X)P,(X,B) = Pi4,(A,B), paratodo A4, B € P(A),
s t > 0;

(iv) {irrgPt(A,B) = I(A, B), para todo A, B € P(A), donde

siA=1h
0 en otro caso.

I(A,B) = {

En muchas definiciones de procesos Markovianos, se involucra
a la “velocidad relativa de saltos” (e.g. en un Proceso de Poisson,
esta “velocidad” es A); en el caso general, este concepto se define
mediante el siguiente Teorema.

Teorema. Existe una dnica funcién G : P(A) x P(A) > R tal
que

(i) G(A,B) > 0si A,Be P(A)y A% B;
(ii) 3 G(A,B) = 0 para todo A € P(A);
BcCa
+oo .
(iii) P, = exp(tG):= Y LG".

n=0

En (iii), G se considera como una matriz de orden | P(A) | x
| P(A)]. Se suele lamar a G, “generador del semigrupo”.

Definicion. 11 : P(A) — R, tal que Z II{A) = 1, se llama “estado
de equilibrio” s

> T(A)P(4, B) =1(B).

ACA

Teorema. II es un estado de equilibrio si y sélo si
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)" T(A4)G(4,B) =0.
ACA

Un resumen sobre cadenas de Markov continuas con niimero finito
de estados puede ser encontrado en Grimmett y Stirzaker.
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